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1. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1)
Welche der folgenden Abbildungen sind linear?

(a) f:R? - Rmit f(z,y) =zy

(b) f:R? - R* mit f(z,y) = (2y,2 +y)"

(c) f: CHR) — CO(R) mit (f(u))(z) = v'(x)
Kommentar zur Notation: C'(R)) steht fiir den Vektorraum aller einmal stetig differen-

zierbaren Funktionen u : R — R und C°(R) fiir den Vektorraum aller stetigen Funktionen
u:R—R.

LOSUNG:

(a) Esist f(1,1) =1, f(2,2) =4.
Wire f linear, miisste aber f(2,2) = f(2-(1,1)) = 2+ f(1,1) = 2 gelten, also ist f
nicht linear.

(b) Fiir alle (x1,x2),(y1,y2) € R? und alle \, u € R gilt:

FOM@1, 22) + p(y1,y2)) = fF(A21 + pyr, Az + py)
= (2Azs + 2uy2, A1 + py1 + Azg + py2)”
= (2Azg, A1 + 22))" + (22, (1 + 12))"
= M (z1,22) + pf (Y1, y2)

— f ist linear
(c) Fiir alle u,v € C'(R) und alle \, u € R gilt:

(fOu+ o)) (z) = u+ pv) () = M (2) + po' ()
= A(f(u)(@) + p(f (v))(z)
fiir alle x € R,
also gilt f(Au+ pv) = Af(u) + pf(v) als Funktion.
Damit ist f linear.
(G 2)

Skizzieren Sie die Mengen R - ey, R - ey, {(z1,79) € R? |0 <2 <1und 0 < 2y < 1} und
{(z1,79) € R? | 22 + 2% < 1} sowie ihre Bilder unter den folgenden linearen Abbildungen:

(a) fi(z1,22) = (521,522) (b)) folwy,m2) = (Twy,m2)  (¢) fs(w1,72) = (21,71 + 72)



(G 3)
Es sei R[z]3 der R-Vektorraum aller rellen Polynome hochstens dritten Grades.
(a) Ist die Ableitung p — p’ eine lieare Abbildung auf R[z]37 (Beweis!)
(b) Geben sie fir die 2-fache Ableitung p +— p” die beschreibende Matrix beziiglich der
Basis {1, z, 2% 2*} an.

LOSuUNG:

(a) Das Ableiten erniedrigt den Grad eines Polynoms. Daher ist die Ableitung eine Selbst-
abbildung des Vektorraumes R[z]3. Weiterhin gilt (p + ¢)' = p' + ¢’ sowie (Ap)’ = \p’
fiir alle p, ¢ € R[z]3 und alle A € R. Somit ist die Ableitung linear.

(b) Es gilt 1”7 = (z) = 0, (z*)” = 2 und (2%)” = 62. Die Matrix der 2-fachen Ableitung
beziiglich der Basis {1, z,z?, x*} ist somit durch

0020
0006
0000
0000
gegeben.
(G 4)

Eine lineare Abbildung ¢ : R? — R? sei durch ¢((1,—-1)") = (1,0)" und ¢((1,2)") =
(0,1)" gegeben. Berechnen Sie ¢((2,1)7) sowie den Vektor v mit ¢(v) = (2,1)7.

LOSuUNG:

Es gilt: v3 = ( ? ) = ( ; i_ 1 ) = vy + v1. Aus der Linearitdat von ¢ folgt

oo = pltu) =pl o) = (1 )+ (o )= (1)

Weiter gilt ebenfalls wegen der Linearitdt von ¢:

ew)= (3 ) =2 (o )+ (1) =2et0+ et =piu )

emmen-(2)+(1)-(3)

(G 5)

(a) Es sei ¢ : R? — R? die lineare Abbildung, welche die Spiegelung an der Winkelhalbie-
renden des zweiten und vierten Quadranten beschreibt. Bestimmen Sie die zugehorige
Abbildungsmatrix, d.h. ermitteln Sie diejenige Matrix A, beziiglich der

o) =)

fiir alle (z,y)T € R? gilt.



(b) Die lineare Abbildung 1 : R* — R? sei durch
1 0

1 1
@D(): 0 und @D()z 1
! —2 2 1

bestimmt. Ermitteln Sie erneut die Matrix A, welche die Abbildung 1 beziiglich der
Standardbasen des R? bzw. R? beschreibt.

(c) Bestimmen Sie die zu 9 o ¢ gehorige Abbildungsmatrix.

LOSUNG:

(a) Eine lineare Abbildung ist durch die Bilder der Basisvektoren bereits eindeutig fest-

gelegt. Mit
(e1) = 1y 0\
oler) = ¢ o) =)= a
und
e =v(1)= () =
plea) =) ={ o) = @
folgt

o (0) o= () 00 ()= (5 5) ()= 4G

fiir alle (z,y)” € R?, wobei
0 —1
4, = (_1 0) |

Skizze:
4
/
S
< >
7
/
e

(b) Wir wollen erneut Satz 9.1 anwenden. Ist nun (z,y)? € R? beliebig gewiihlt, dann gilt

() ==(5)++ (1)

Als néchstes bestimmen wir die Bilder der Basisvektoren, wozu wir sinnvollerweise die
einzigen uns bekannten Werte



verwenden. Wegen

()20 e () () )

folgen mit der Linearitidt von ¢ die Beziehungen

)6 )=0-0-(3)-()-()

Somit gilt

o) = (o) o () = (z) o (i) - (z i) ()

und wir erhalten

2 —1
Ag=1|-1 1
-5 3
(c) Es folgt
2 —1 0 1 1 -2
Apoy = Ay Ay = -1 1 .(_1 O): 1 1.
-5 3 -3 5
Hausiibungen

(H 1)

Es sei x = (z,y)T. Welche der folgenden Abbildungen von R? nach R? sind linear?
=2 [ 2x+y 223y
W a=( ") W ae= (1) @ = ()
72

@ £ = 3,
Bestimmen Sie die Matrizen beziiglich der Standardbasis zu den linearen unter den obigen
Abbildung.
LOsuNG:

Die Abbildungen f; und f; sind nicht linear. Dies folgt etwa wegen

ror=( Ty )#o wa aee)= (o) (5)-2ate

Die Abbildung fs und f3 sind beide linear. Dies kénnen wir zeigen, indem wir einfach (L1)
und (L2) nachrechnen, oder etwa folgendermafen vorgehen: Fiir f, und f3 berechnen wir

e =( 1) new=(1 ). sen=(5). nea=("5).



Daraus erhalten wir Matrizen

2 1 2 =3
AZ:(—ll) und Agz(o 0)

Einfaches Nachrechnen zeigt nun, dass fo(x) = Ayx sowie f3(x) = Asx fiir jedes x € R?
gilt und aus Theorem 777 folgt dann die Linearitdt von fo und f3.

(H 2)

Die komplexen Zahlen C bilden in natiirlicher Weise einen R-Vektorraum mit der Basis
{1,1}. Zum Beispiel besitzt die komplexe Zahl 3 — 5i beziiglich der obigen Basis die Koor-
dinaten (3, —5). So 148t sich der Abbildung f : C — C : z — xi, die eine komplexe Zahl
mit ¢ multipliziert, die Abbildungsmatrix

0 —1
v ()
zuordnen. Welche der folgenden Abbildungen sind R-linear?

f1:C=C:(r,y)—z+y
f2:C = C: (z,y) — zy
f3:C—=C:2—7

fi:C-C:x—cx

Hierbei ist ¢ € C und T = a + bi := a — bi bezeichnet die komplex Konjugierte von x.

Geben Sie bei den Abbildungen, die R-linear sind, die Abbildungsmatrix (beziiglich der
Standardbasis {1,4} fiir C bzw. {(1,0)7, (,0)T, (0, 1)T, (0,4)*} fiir C* an.

LOSUNG:

Die Abbildung f; ist R-linear, denn fiir x1,x2, 91,92, € C und A € R gilt

filxi+ 2z, 1+ ) =1+ 2o+ 1+ =21+ 11 + 22+ y2 = fi(zr, va) + fi(xe, y2),
FiAz, Ayr) = Az + Ayr = Moy + 1) = Afi(z1, ).

Die Vektoren (1,0)7, (,0)T, (0,1)T, (0,i)” sind eine Basis des C2. Deren Bilder sind die
Spalten der Abbildungsmatrix Ay von f; beziiglich dieser Basis. Daraus folgt

1010
Af1_<o 10 1)'

Die Abbildung f, ist nicht R-linear, denn fiir x =1, y = 1 und A = 2 gilt
fQz, Ay) = £(2,2) =4 #2=2f(1,1) = Af(z,y).

Die Abbildung f5 ist R-linear, denn fiir x = 21 + 291 € C, y = y1 + 320 € C und A\ € R gilt

faw+y) = (z1+ 1) + (22 + )i = (21 +y1) — (22 + y2)i = 21 — Tai + Y1 — Yo
= fa(z) + fs(),
Fs(Ax) = Aoy + Aot = Axy — Agi = A2y — @97) = Afs(x).



Die Bilder von 1 und ¢ sind 1 und —i. Daraus folgt fiir die Abbildungsmatrix Ay,

1 0
(1),

Die Abbildung f; ist R-linear, denn fiir z,y7 € C und X\ € R gilt

falx +y) =clr +y) = cr+cy = fu(w) + fa(y),
fa(Az) = c(Ax) = Aex) = Mfa(x)

Sei ¢ = ¢ + coi. Dann ist f(1) = ¢; + coi und f(i) = —cy + cyi. Daraus folgt fir die
Abbildungsmatrix Ay,

(H 3)

Wir betrachten die R-Vektorrdume R? und R? und in diesen die Basen B : ( (1) >, < (1) )
0 1 1

bzw.C: | 1 |, | 0 |, | 1 |. Eine lineare Abbildung ) € Hom(R?, R?) sei beziiglich
1 1 0

dieser Basis durch die Matrix

g (12

(a) Bestimmen Sie die Matrix, welche ¢ beziiglich der Standardbasen Ky von R? und s
von R?® beschreibt.

beschrieben.

7
(b) Weiterhin sei ein Vektor v € R?® durch [v]i, := | 8 | gegeben. Bestimmen Sie das
9
Bild [4/(0)]s
LOsUNG:

(a) Als Transformationsmatrix in R? bzw. R® nehmen wir die Matrix

01 0
R =[id]* = ( ) bzw.  S=[ds*=| 1
1

1
1
10 0

5= O

Damit erhalten wir fiir die Matrix der Abbildung 1 beziiglich der kanonischen Basen

von R? und R3
[ = [idR]is® - (W16 - i35, = RIWIgS™

und wegen

somit



(b) Es gilt

[Y()le = [¥]slv]s

und wir erhalten somit



