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Gruppeniibungen

(G 1) Sternformige Mengen und exakte DGLen

Ein sternférmiges Gebiet G C R? ist ein Gebiet, das einen festen Punkt 2 € G besitzt, so
dass die gerade Strecke von z zu jedem anderen Punkt von G noch vollstindig in G liegt.
Zum Beispiel ist der R? sternférmig (wihle z.B. z = (0,0)) oder ein Kreis mit Mittelpunkt
z oder eben ein jechter* Stern. Ein nicht-sternférmiges Gebiet ist z.B. R?\ {(0, 0)} oder ein
,Autoreifen”.

Eine DGL der Form
A(z,y) + B(z,y) -y’ =0 (1)

fiir stetige Funktionen A, B : G — R heifit exakt, wenn es eine stetig differenzierbare
Funktion U : G — R gibt mit %—[zj = A und %—g = B. In diesem Fall kann man das AWP

A(z,y) + B(z,y) -y =0
y(2o) = Yo

(2)

fiir (x9,yo) € G lokal eindeutig 16sen durch Gleichsetzen U(z,y) = U(zo, yo) und Auflésen
nach y, falls das moglich ist. In diesem Fall heifit U eine Stammfunktion der DGL (1).

Ob eine DGL exakt ist, ldsst sich folgendermafien erkennen:

Satz: Ist G sternférmiges Gebiet und gilt fiir die DGL (1) die Bedingung % = ?9—1;, so ist
die DGL exakt.

a) Sei G = (0,00) x (0,00), seien A(z,y) = 2 und B(z,y) = ¥=322 auf G und sei
v v
(%0, 40) = (1,1). Begriinden Sie, warum in diesem Fall die DGL (1) exakt ist und lsen
Sie das AWP (2).
(b) Sei G = R?\ {(0,0)}, seien A(z,y) = 7157 und B(z,y) = 77 auf G und sei (2o, yo) =

(1,1). Rechnen Sie nach, dass % = 98 gilt. Haben wir in diesem Fall eine exakte DGL?

(G 2) Trennbare DGLen
Eine DGL der Form

y' = f(z)-g(y) (3)

fiir auf Intervallen definierte stetige Funktionen f, g heifit trennbar und das zugehorige
AWP

y' = f(x)-9(y)
y(xo) =%

(4)



lasst sich, falls g(yo) # 0, lokal eindeutig 16sen durch

V= 7@ o) = L =1@) oly) = —~dy=f()de

g(y)
=>/ dn—/ f(€

und Auflésen nach y, falls das moglich ist.
(a) Losen Sie das AWP (4) fiir f(z) =1, g(y) =14 y® und (20, 40) = (1,0).
(b) Losen Sie das AWP
(1+e)-y-y =e
y(0) =1
(G 3) Lineare DGLen und Variation der Konstanten
Eine DGL der Form

Y +a(z)-y=f(z) (5)

fiir auf einem Intervall I C R definierte stetige Funktionen a, f heifit lineare DGL 1.
Ordnung und das zugehorige AWP

f()

y +a(z)-y

y(o)

lésst sich fiir beliebige yo auf dem ganzen Intervall I global eindeutig 16sen durch

(6)

y(z) = e 4@ (y0+ / 0 e f(¢) dg), wobei A(z) := / ’ a(t) dt.

Zo

(a) Losen Sie das AWP ' = ¢; y(zo) = yo fiir allgemeine feste ¢, 2o, yo € R.
(b) Losen Sie das AWP o + 5y = 10z + e°%; y(0) = 0.

(G 4) Extremwertaufgabe
Gegeben sei die Funktion f: R?> - R, (z,y) — 22 — 2zy + 3y* — 10, die es auf der Menge

M := {(z,y) € R*| g(z,y) < 0}
mit
g(zy) =2+ 2y -1
zu minimieren und zu maximieren gilt.

a) Um was fiir eine Menge handelt es sich anschaulich bei M? Warum muss die Funktion
g
f auf M sowohl ein Maximum als auch ein Minimum annehmen?

(b) Berechnen Sie das Maximum und das Minimum von f auf M. Gehen Sie dabei in zwei
Schritten vor: Minimieren Sie f auf der offenen Menge M° = {(z,y) € R?| g(z,y) < 0}
und dann auf der Menge OM = {(z,y) € R?| g(z,y) = 0}.



Hausilibungen

(A 34) Exakte DGLen (34+5=8 Punkte)

Begriinden Sie jeweils, warum es sich bei den folgenden DGLen um exakte DGLen handelt
und losen Sie die zugehdrigen AWPe.

(a) 122y + 3+ 622 -y = 0; y(1) = 1.
(b) 2ze¥ — 1+ (2% +1) -y =0; y(1) = 0.

Hinweis: Gehen Sie bei (b) wie bei (a) vor. Wenn Sie die Losung y nicht explizit
bestimmen kénnen, begriinden Sie die Existenz von y durch einen geeigneten ,,grofien
Satz“.

(A 35) Trennbare DGLen (24+3+42+5=12 Punkte)
Losen Sie die AWPe der folgenden trennbaren DGLen.

(a) y' = sin(z)e’; y(0) = 0.

)
(c) ¥' = zy/1—y% y(0) =0.
)

(d) zy(1+2%)y' =1+y% y(1) = 1.
(A 36) Lineare DGLen und Variation der Konstanten (3+3+4=10 Punkte)
(a) Losen Sie das AWP zur folgenden linearen DGL 1. Ordnung:
y' +y - cot(z) = 5@
v(3) =0
(b) Losen Sie das AWP zur folgenden homogenen linearen DGL 2. Ordnung:

y"—8y'+7y:0
y(0) =0
y'(0) =1.

(c) Losen Sie das AWP zur folgenden homogenen linearen DGL 2. Ordnung:

y" + 12y 4+ 100y = 0
y(0) =1
y'(0) = 6.

Hinweis: Hat man eine homogene lineare DGL 2. Ordnung, d.h. eine DGL der Form
Yy +ay +by=0 (7)
fiir reelle Zahlen a,b € R, so ist das zugehorige AWP

y' +ay +by=0
Yy(wo) = Yo (8)
Y (zo) = m1
fiir beliebige yo, y; auf ganz R global eindeutig 16sbar. Man geht dazu in drei Schritten vor:



. Man bestimmt die Lésungen der charakteristischen Gleichung A2 + a) + b = 0.
. Je nachdem, was fiir Nullstellen \;, A\ man erhélt, wihlt man y; und ys:
() A, A €R, A # Xy = yi(x) = eM?, yp(z) = %,
(i) M1 =X € R = yi(x) =M%, yo(z) = zeM®.
(iii) A=a—iB, a=a+if, B #0 = yi(v) = e** cos(Bz), y2(x) = e** sin(Bz).
. Die Losung des AWPs (8) lautet

y(x) = iy (z) + caya(2),

wobei ¢y, co noch zu bestimmende reelle Zahlen sind, die man iiber die Anfangswert-
bedingungen y(zy) = yo und y'(z) = y; erhiilt.



