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Ma;he I
7. Ubung

Gruppeniibungen

(G 1) Offene/Abgeschlossene und kompakte Mengen

Entscheiden Sie, welche der folgenden Teilmengen von R jeweils offen, abgeschlossen oder
kompakt sind.

(a) N (b) [0,1) () Uits( 1) (d) M={(=1)"; | neNtu{0}
(G 2) Ein unendlichdimensionaler Banachraum

Zeigen Sie, dass die abgeschlossene Einheitskugel in dem unendlichdimensionalen Banach-
raum (C([a,b]), | - ||oo) nicht kompakt ist.

(G 3) Potenzreihen
Berechnen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:

(a) S teo)aeR (b)) 0,2 s eR (o) N, W p e

n=1n n=1 n?2 n=1 n?2
Fiir welche Werte sind die Reihen konvergent, auf welchen Teilmengen von R bzw. C sind
sie gleichméfig konvergent? Machen Sie sich jeweils klar, um welche Funktionenfolge es sich

dabei handelt.

(G 4) Konvergenz von Funktionenfolgen

Fir alle n € N seien die Funktionen f, : R — R mit D := D(f,) = [0,1] durch die
Zuordnungsvorschrift

1—2"2 L falls0<z <+
fnlx) ::{ 2

0 ,falls%<x§1

definiert. Skizzieren Sie f; und f, sowie qualitativ f,, und untersuchen Sie die Funktionen-
folge (fy)nen hinsichtlich punktweiser und gleichméfiger Konvergenz auf D.

(G 5) Taylorentwicklung

Bestimmen Sie die Taylorreihe der Funktion f(z) = Inz um den Punkt 1 und deren Kon-
vergenzradius.

Hausiibungen
(A 20) Potenzreihen (10 Punkte)

(a) Wir definieren (2) = w fiir beliebige A € R,k € N. Berechnen Sie den

Konvergenzradius R der Reihe > 7 (2) 2%, Hingt R von N ab?



(b) Es sei p(z) == 1, (2‘) 2%, Beweisen Sie p(2) = (1 + 2)*.
Hinweis: Zeigen Sie (14 z)¢'(z) = Ap(z). Benutzen Sie die Aussage ” f'(z) = ¢'(2) =
f(z) =g(z) + "

(c) Berechnen Sie die Taylorreihe von f(z) := ﬁ im Nullpunkt.

(d) Berechnen Sie die Potenzreihenentwicklung des Arcustangens arctan : R — R um den
Nullpunkt.

Hinweis: Bestimmen Sie zuerst die Ableitung des Arcustangens und benutzen Sie
Teilaufgabe (c).

(A 21) Potenzreihen (10 Punkte)
Bestimmen Sie die Konvergenzradien der folgenden Reihen:
0o . 0o 1)2 00 k
(a) Xpio(k + sin(k)) (@ — 2)* (b) Yo e () YRy folx — 1)

e’ —1)k
(d) 3o, Sira?et.

(A 22) (10 Punkte)

Fertigen Sie eine Skizze der Funktion

1
T2 flr x>0
R —R =
JiR=R @) { 0  sonst
an. Beweisen Sie, dafl diese Funktion beliebig oft differenzierbar ist und berechnen Sie die
Taylorreihe Ty um den Punkt 0. Stimmen 7 und f auf einer Nullumgebung B.(0) (e > 0)
iiberein?



