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“Those who ignore Statistics are condemned to reinvent it.”

BrAD EFRON

“Was war das fur eine Stimme?” schrie Arthur.

“Ich weil es nicht”, brillte Ford zuriick, “ich weif es nicht. Es klang
wie eine Wahrscheinlichkeitsrechnung.”

“Wahrscheinlichkeit? Was willst du damit sagen?”

“Eben Wahrscheinlichkeit. Verstehst du, so was wie zwei zu eins, drei
zu eins, finf zu vier. Sie sagte, zwei hoch einhunderttausend zu eins.
Das ist ziemlich unwahrscheinlich, verstehst du?”

Ein Finf-Millionen-Liter-Bottich Vanillesofle ergof3 sich ohne War-
nung iiber sie.

“Aber was soll das denn?” rief Arthur.

“Was, die Vanillesof3e?”

“Nein, die Wahrscheinlichkeitsrechnung!”

DoucLASs ADAMS
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Kapitel 4

Grundlagen der
Wahrscheinlichkeitstheorie

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der mathematischen Beschreibung
zufalliger Phanomene. Dabei kann das Auftreten des Zufalls verschiedene Ursa-
chen haben: Zum einen kann es auf unvollstandiger Information basieren. Ein
Beispiel dafiir ware ein Miinzwurf, bei dem man sich vorstellen kann, dass bei ex-
akter Beschreibung der Ausgangslage (Startposition der Miinze, Beschleunigung
am Anfang) das Resultat (Miinze landet mit Kopf oder mit Zahl nach oben) ge-
nau berechnet werden kann. Allerdings ist es haufig unmoglich, die Ausgangslage
genau zu beschreiben, und es bietet sich daher eine stochastische Modellierung
an, bei der man die unbestimmten Groflen als zufallig ansieht. Zum anderen kann
das Auftreten des Zufalls zur Vereinfachung der Analyse eines deterministischen
Vorgangs kiinstlich eingefiihrt werden. Beispiele dafiir wurden bereits in Kapi-
tel 2 gegeben, wo man statt einer (sehr aufwendigen) Befragung der gesamten
Grundmenge bei einer Umfrage nur eine zuféllig ausgewéhlte kleine Teilmenge
betrachtet hat.

4.1 Grundaufgaben der Kombinatorik

Manchmal lassen sich Fragestellungen der Wahrscheinlichkeitstheorie durch ein-
faches Abzahlen der “gilinstigen” bzw. “moglichen” Falle bestimmen. Dafiir sind
die in diesem Abschnitt behandelten Formeln der Kombinatorik extrem niitzlich.

Betrachtet wird das Ziehen von k Elementen aus einer Grundmenge €2 vom Um-

49
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fang |©2| = n. Die Anzahl aller méglichen Stichproben sei N.

Dabei kann man vier verschiedene Vorgehensweisen unterscheiden, und zwar je
nachdem, ob man die Elemente unmittelbar nach dem Ziehen wieder zuriicklegt
oder nicht, und je nachdem, ob man die Reihenfolge, in der die Elemente gezogen
werden, beachtet oder nicht.

Zuerst betrachten wir das Ziehen mit Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung
der Reihenfolge. Hierbei wird k£ mal ein Element aus der Grundmenge gezogen,
dabei hat man jeweils n Moglichkeiten, so dass man fiir die Anzahl der moglichen
Stichproben erhalt:

N=n-n-n-...-n=n"

Als néchstes wird das Ziehen ohne Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung
der Reihenfolge betrachetet. Hier hat man fiir das erste Elemente n Moglich-
keiten, flir das zweite aber nur noch n — 1, fiir das dritte n — 2, u.s.w., und fur
das k-te noch (n — k + 1) Moglichkeiten. Damit erhélt man fiir die Anzahl der
moglichen Stichproben:

n!

N:n-(n—l)-...-(n—k—l—l):m.

Dabeiist n!l =n-(n—1)----- 1 (gesprochen: n Fakultéit) die sogenannte Fakultét
von n.

Nun wird das Ziehen ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der
Reihenfolge betrachtet. Ordnet man jede der dabei erhaltenen Stichproben auf
alle k! moglichen Weisen um, so erhélt man alle Stichproben bzgl. Ziehen ohne
Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der Reihenfolge.

Beispiel: Fir Q = {1,2,3}, n = 3 und k£ = 2 erhilt man die Zuordnungen

(1,2) +— (1,2) oder (2,1)
(1,3) — (1,3) oder (3,1)
(2,3) — (2,3) oder (3,2)

Daher gilt fiir die Anzahl der méglichen Stichproben:
N - E!

= Wert beim Ziehen ohne Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung

der Reihenfolge
n!

(n—k)!’
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also '
n! n
N=—— = (7).
(n—k)!- k! k
Hierbei ist (}) (gesprochen: n iiber k) der sogenannte Binomialkoeffizient.
Beispiel 4.1 Binomischer Lehrsatz.

Zur Illustration der Nutzlichkeit der obigen Formel zeigen wir im Folgenden, dass
fur beliebige a,b € R, n € N gilt:

n

(a+b)" = Z (Z) a" o F

k=0
(sogenannter Binomischer Lehrsatz).
Beweis: Wir schreiben (a + b)" in die Form
(a+0)"=(a+b)-(a+0b)----- (a+0),

wobei das Produkt aus genau n Faktoren besteht. Beim Ausmultiplizieren kann
man sich bei jedem Faktor fiir a oder b entscheiden. Wahlt man k-mal a und
(n — k)-mal b, so erhilt man den Summanden a*b"~*. Da es genau

()
k
Méglichkeiten gibt, k~mal a und (n — k)—mal b zu wihlen, taucht nach vollstéandi-

gem Ausmultiplizieren der Summand a*b"~* genau (Z) mal auf. O

Zum Abschluss wird noch das Ziehen mit Zuriicklegen und ohne Beriicksich-
tigung der Reihenfolge betrachtet. Hierbei gilt fiir die Anzahl der moglichen

Stichproben:
n+k—1
N = )
()

Beweis: Gesucht ist die Anzahl der Elemente der Menge
A= {(xl,...,xk) eNF 1< m §...§xk§n}.
Durch die Zuordnung
(X1, ..., xp) = (T, 20+ Lzs + 2, 2, + k— 1)
wird jedem Element aus A genau ein Element (!) aus der Menge

B:{(yl,...,yk)ENk : 1§y1<y2<...<yk§n+k—1}
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zugeordnet.

Beispiel: Fir 2 = {1,2,3}, n = 3 und k£ = 2 erhilt man die Zuordnungen

(1,1) — (1,2)
(1,2) — (1,3)
(1,3) — (1,4)
(2,2) — (2,3)
(2,3) — (2,4)
(3,3) — (3,4)

Um dies formal nachzuweisen, betrachten wir die Abbildung

f:A— B, f((:l;’l,,l’k)) :(1’1,1’2+1,1’3+2,...,1’k—|—]{5—1).

52

Fir (zq,...,25) € Agilt 1 <y < -+ <2 < n, was impliziert 1 <z < 25+1 <
r3+2<---<zp+k—1<n+k—1, woraus folgt, dass f((z1,...,2zx)) in B

liegt. Daher ist die Abbildung f wohldefiniert.

Als néchstes zeigen wir, dass sie auch injektivist. Seien dazu (x4, ..., zx), (y1, . ..

A gegeben mit
@y, an) = f((yr, - un)-
Dies bedeutet

(1, 0+ Lo+ 2,...,0p+k—1)= (Y12 + Lys+2,.. .,y + k — 1),
woraus folgt x1 = y1, o =y, ..., Txp = Y, also

(S(Zl,...,l’k) = (yl,...,yk).

AbschlieBend zeigen wir noch, dass f auch surjektivist. Dazu wéahlen wir (y, . .

B beliebig. Dann gilt
1<y <y <ys<- <y <n+k—1,
woraus folgt
1<y1<yo—1<yz—2<--- <y —(k—1)<n,
was bedeutet, dass (y1,52 — 1,...,yx — (k — 1)) in A liegt. Wegen

flynye =1y — (K =1)) = (Y1, Y)

7yk) S
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folgt die Surjektivitat von f.

Da zwei Mengen, zwischen denen eine bijektive (d.h. injektive und surjektive)
Abbildung existiert, immer die gleiche Anzahl an Elementen haben, folgt N =

|A| = |B| und mit der oben hergeleiteten Formel fiir das Ziehen ohne Zuriicklegen
und ohne Bericksichtigung der Reihenfolge erhalt man:
n+k—1
N:|A\:|B\:( ) )

Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind in Tabelle 4.1 zusammengefasst.

Anzahl Moglichkeiten | Ziehen mit Zuriicklegen | Ziehen ohne Zuriicklegen
Ziehen mit
Berticksichtigung n

k n!
(n—k)!

der Reihenfolge
Ziehen ohne

Berticksichtigung (n+k_1) (Z)

der Reihenfolge

Tabelle 4.1: Grundformeln der Kombinatorik.

Eine weitere Illustration der Niitzlichkeit der obigen Formeln erfolgt im néchsten
Beispiel. In diesem wird gleichzeitig eine grundlegende Schlussweise der Statistik
eingefiihrt.

Beispiel 4.2 Die an der Universitdat Stuttgart im Sommer 2002 abgehaltene schrift-
liche Prifung “Statistik II fur WiWi” wurde von mehreren Priifern korrigiert.
Dabei bewertete Korrektor K von 98 Klausuren 8 mat der Note 5,0, wahrend
Korrektor W wvon 102 Klausuren nur 1 mit der Note 5,0 benotete. Kann man
daraus schlieffen, dass Korrektor K strenger korrigierte als Korrektor W ¢

Offensichtlich hat Korrektor K prozentual deutlich mehr Klausuren mit der Note
5,0 bewertet als Korrektor W. Es stellt sich jedoch die Frage, ob dieser Unter-
schied vielleicht nur durch das zufallige Aufteilen der Klausuren auf zwei Korrek-
toren auftrat.

Um dies zu beantworten, gehen wir zunachst einmal von der Annahme aus, dass
beide Korrektoren genau gleich korrigiert haben, und betrachten den Fall, dass
98 + 102 = 200 Klausuren, von denen 8 + 1 = 9 mit der Note 5,0 zu bewerten
sind, rein zufallig auf diese beiden Korrektoren aufgeteilt werden. Wissen mochten
wir, wie gro3 die Wahrscheinlichkeit ist, dass in diesem Fall der Korrektor, der
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98 der Klausuren bekommt, mindestens 8 mit der Note 5,0 bewertet. Sofern
diese Wahrscheinlichkeit sich als klein herausstellen wird (und in der Statistik
betrachtet man aus historischen Griinden meist Wahrscheinlichkeiten unter 0, 05
als klein), ist es nicht plausibel, dass wir bei Giiltigkeit der obigen Annahme ein
solches Resultat beobachten wiirden. Der iibliche statistische Schluss ist dann,
die obige Annahme zu verwerfen.

Zur Berechnung der gesuchten Wahrscheinlichkeit betrachten wir das folgende
Urnenmodell. In einer Urne sind 200 Kugeln, und zwar 9 rote und 191 schwarze
Kugeln. Aus diesen werden “rein zufallig” 98 Kugeln gezogen. Wie grof} ist dann
die Wahrscheinlichkeit, dass unter den 98 gezogenen Kugeln mindestens 8 rote
Kugeln sind ?

Wir betrachten das Ziehen ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfol-
ge. Dies ist auf insgesamt

200

98

verschiedenen Arten moglich. Da die Reihenfolge hierbei nicht beachtet wird,
kann man 0.B.d.A. davon ausgehen, dass man zuerst die roten Kugeln und dann
erst die schwarzen Kugeln zieht. Um genau 8 rote Kugeln dabei zu erhalten, muss
man aus den 9 roten Kugeln 8 ziehen und sodann aus den 191 schwarzen Kugeln

90 ziehen, was auf
9 191
8 90

verschiedene Arten moglich ist. Analog erhélt man, dass Ziehen von genau 9 roten
Kugeln auf

9 191

9 89

Da jede dieser Kombinationen der Kugeln mit der gleichen Wahrscheinlichkeit
auftritt, erhédlt man fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

vielen Arten moglich ist.

Anzahl giinstiger Fille _ (3) - (50) + (5) - (%) _ 015

Anzahl moglicher Fille (29%0)

und man kommt zu dem Schluss, dass die Annahme des rein zufélligen Verteilens
der Noten 5, 0 auf die beiden Korrektoren bei den aufgetretenden Beobachtungen
nicht plausibel ist.

Dennoch kann man hier nicht auf Unterschiede bei den beiden Korrektoren schlie-
Ben. Vielmehr ist es plausibel, dass die Klausuren keineswegs zuféllig aufgeteilt
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wurden. Die Klausuren wurden namlich in der Reihenfolge der Abgabe der Stu-
denten eingesammelt, und dann in zwei Teile unterteilt. Dabei ist zu vermuten,
dass einer der beiden Korrektoren vor allem Abgaben von den Studenten erhal-
ten hat, die auf die Klausur nur sehr schlecht vorbereitet waren, nur eine der vier
Aufgaben bearbeiten konnten und daher die Klausur frithzeitig wieder abgegeben
haben.

4.2 Der Begriff des Wahrscheinlichkeitsraumes

Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen ist ein Zufallsexperiment mit unbe-
stimmten Ergebnis w € ). Zur lllustration dienen die folgenden beiden Beispiele.

Beispiel 4.3 Ein Spieler zahlt zu Beginn 1.50 Furo. Dann werden vier Miinzen
geworfen, und zwar zweir 1 Euro Minzen und zweir 50 Cent Miinzen, und der
Spieler bekommt alle die Miinzen, die mit Kopf nach oben landen.

Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert der Minzen, die der Spieler
bekommt, hoher ist als der Einsatz von 1.50 Euro ?

Beispiel 4.4 Student S. fahrt immer mit dem Auto zur Uni. Dabei passiert er
eine Ampelanlage, bei der sich eine zweiminitige Grinphase mit einer dreimintti-
gen Rotphase abwechselt.

Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, dass er an der Ampel linger als eine Mi-
nute warten muss, vorausgesetzt seine Ankunft an der Ampel erfolgt rein zufillig
innerhalb eines finfminitigen Intervalls, bestehend aus Grin- und Rotphase ¢

Zur mathematischen Modellierung der obigen Zufallsexperimente, wird zuerst
einmal die Menge aller méglichen Ergebnisse (Beobachtungen) festgelegt.

Definition 4.1 Die Menge Q # (0 aller moglichen Ergebnisse w des Zufallsex-
periments heifft Grundmenge (oder Ergebnisraum, Ergebnismenge oder
Stichprobenraum). Die Elemente w € Q heiffen Elementarereignisse.

Fiir die Wahl des Ergebnisses w des betrachteten Zufallsexperiments (und damit
auch fiir die Grundmenge () gibt es meistens mehrere verschiedene Moglichkei-
ten. Z.B. kann man in Beispiel 4.3 den Gewinn (d.h. die Differenz zwischen ausge-
zahltem Betrag und Einsatz) des Spielers als Ergebnis w des Zufallsexperimentes
wahlen. In diesem Fall ist

Q={-15-1,-05,0,0.5,1,1.5},
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oder auch eine Obermenge davon, z.B. 2 = [-1.5,1.5] oder 2 = R. Die Model-
lierung wird aber (wie wir spiter sehen werden) deutlich einfacher, wenn man
als Ergebnis des Zufallsexperiments die Lage der vier Miinzen nach dem Werfen
wahlt. In diesem Fall ist

w = (w1, ws,ws,wy)

mit w; € {K,Z}. Dabei seien die Miinzen von 1 bis 4 durchnummeriert, die
Miinzen 1 und 2 haben den Wert 1 Euro, die Miinzen 3 und 4 den Wert 50 Cent,
und w; = K (bzw. w; = Z) bedeutet, dass die i-te Miinze mit Kopf (bzw. Zahl)
nach oben landet. Die Grundmenge ist dann

Q= {(wl,WQ,LU3,L¢J4) Tw; € {K, Z}}

Auch in Beispiel 4.4 gibt es mehrere Moglichkeiten fiir die Wahl des Ergebnisses
des Zufallsexperiments. Betrachtet man die Wartezeit an der Ampel als w, so ist
die Grundmenge gegeben durch

Q= 1[0,3]

(bzw. durch eine Obermenge davon, z.B. Q2 = R, ). Wie wir spéter sehen werden,
wird die Berechnung der gesuchten Wahrscheinlichkeit aber einfacher, wenn man
den Eintreffzeitpunkt in Minuten relativ zu Beginn der letzten Rotphase als w
wahlt. In diesem Fall ist

Q=10,5]
(bzw. eine Obermenge davon).

Gesucht ist in beiden Beispielen nach der Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis
w des Zufallsexperimentes in einer Menge A C () zu liegen kommt.

Definition 4.2 Teilmengen A der Grundmenge Q) heiffen Ereignisse. Fin Er-
eigniss tritt ein, falls das Ergebnis w des Zufallsexperiments in A liegt.

Waéhlt man in Beispiel 4.3 den Gewinn des Spielers als Ergebnis w des Zufalls-
experiments (und dann z.B. Q = {-1.5,—1,-0.5,0,0.5,1,1.5}), so ist dort nach
der Wahrscheinlichkeit gefragt, dass w in

A=1{0.5,1,1.5}
zu liegen kommt. Wahlt man dagegen
Q = {(w1,wz,w3,wy) : w; €{K,Z}},

d.h., ist die Lage der Miinzen das Ergebnis des Zufallsexperimentes, so ist A die
Menge aller der (wq,ws,ws, ws), bei denen der Wert der Miinzen mit Kopf oben



4. W-THEORIE 29.09.2000l 57

grofer als 1.50 Euro ist. Diese Menge lésst sich am einfachsten durch Betrachtung
aller Moglichkeiten fiir die Lage der Miinzen bestimmen.

Zur Bestimmung von A betrachten wir alle 16 Elemente von 2 und bestimmen
jeweils den Wert der Miinzen mit Kopf oben.

w1 Wa w3 Wy Wert der Minzen
1 Euro | 1 Euro | 50 Cent | 50 Cent || mit Kopf oben
K K K K 3

K K K 7 2.5

K K Z K 2.5

K K Z 7 2

K 7 K K 2

K 7 K 7 1.5

K 7 Z K 1.5

K 7 Z 7 1

7 K K K 2

7 K K 7 1.5

7 K Z K 1.5

7 K Z 7 1

7 7 K K 1

7 7 K 7 0.5

7 7 Z K 0.5

7 7 Z 7 0

Aus der obigen Tabelle liest man ab:

A = {(Z,K K K),(K,Z,K,K),(K,K,Z,2),(K,K, Z,K),
(K, K, K, Z),(K,K,K,K)}.

Als néchstes betrachten wir nochmals Beispiel 4.4. Betrachtet man hier den Ein-
treffzeitpunkt in Minuten relativ zu Beginn der letzten Rotphase als Ergebnis
des Zufallsexperiments (und setzt Q2 = [0, 5]), so ist die Wartezeit an der Ampel
genau dann langer als eine Minute, wenn man weniger als zwei Minuten nach
Beginn der letzten Rotphase an der Ampel eintrifft. In diesem Fall ist also nach
der Wahrscheinlichkeit gefragt, dass w in

A=10,2)
zu liegen kommt.

Im Folgenden wollen wir nun Teilmengen A der Grundmenge 2 Wahrscheinlich-
keiten, d.h. Zahlen aus dem Intervall [0, 1], zuweisen. Die intuitive Bedeutung
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dieser Wahrscheinlichkeiten ist wie folgt: Fiihrt man das Zufallsexperiment viele
Male unbeeinflusst voneinander hintereinander durch, so soll die relative Anzahl
des Eintretens von A (d.h., des Auftretens eines Ergebnisses w, welches in A liegt)
ungefihr gleich P(A) sein.

Hier gibt es zuerst einmal eine naive Moglichkeit fiir die Festlegung der Wahr-
scheinlichkeiten. Dabei legt man fiir jedes @ € €2 die Wahrscheinlichkeit P({&}),
dass das Ergebnis des Zufallsexperiments gerade gleich @ ist, fest, und setzt dann

P(4) =Y P({w}),
w€eA

d.h., die Wahrscheinlichkeit, dass A eintritt ist gleich der Summe der Wahrschein-
lichkeiten aller Elemente in A.

Dies ist problemlos moglich in Beispiel 4.3. Wahlt man hier
Q= {(w1,wz,w3,wy) : w; €{K,Z}},
so ist

A = {(Z,K K K),(K,Z,K,K),(K,K,Z,2),(K, K, Z,K),
(K, K, K, Z),(K,K,K,K)}.

Jedes Element w von 2 tritt dann mit gleicher Wahrscheinlichkeit

1

P(wh) = 7 = 19

auf. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein w in A C Q auftritt, ist dann

1[4

P(4) = ZP({W}) = Z @ = @
w€eA weA

“Anzahl der fiir A giinstigen Falle”

“Anzahl der moglichen Falle”

Mit |A| = 6 berechnet sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit zu

P(A) =6/16 = 3/8.

Dieser Zugang ist in Beispiel 4.4 aber nicht moglich. Betrachtet man hier den Ein-
treffzeitpunkt in Minuten relativ zu Beginn der letzten Rotphase als Ergebnis des
Zufallsexperiments (und setzt Q2 = [0, 5]), so ist die Wahrscheinlichkeit P({w}),
genau w Minuten nach der letzten Rotphase einzutreffen, fiir alle w € [0, 5] gleich
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Null. Denn diese ist sicherlich nicht gréfler als die Wahrscheinlichkeit, dass der
Eintreffzeitpunkt im Intervall [w — €,w + €] liegt (e > 0 beliebig), und da letztere
proportional zur Intervalllange ist, liegt sie fiir € klein beliebig nahe bei Null.

Als alternativen Zugang in Beispiel 4.4 bietet sich an, die Wahrscheinlichkeit fiir
das Eintreffen innerhalb eines Intervalls [a,b) C [0,5) proportional zur Inter-
valllange zu wéahlen. Genauer setzt man

Lénge von [a,b) b—a

Pl b)) = Lénge von [0,5) 5

und erhalt die gesuchte Wahrscheinlichkeit zu

P([0,2)) % — 04

Nachteil der obigen Ansétze ist, dass sie ziemlich unsystematisch sind. Insbeson-
dere werden hier die beiden Beispiele auf verschiedene Arten gelost. Mochte man
nun gewisse theoretische Aussagen iiber die zugrunde liegenden stochastischen
Strukturen herleiten, so muss man dies fiir beide Félle separat machen. Um dies
zu vermeiden, verallgemeinern wir beide Féalle im Folgenden. Dabei fordern wir,
motiviert von Eigenschaften relativer Haufigkeiten, dass bei der Zuweisung von
Wahrscheinlichkeiten zu Mengen gewisse Eigenschaften vorliegen sollen. Anschlie-
Bend werden wir separat untersuchen, wie man Abbildungen konstruieren kann,
die diese Eigenschaften besitzen, und welche Schlussfolgerungen man hinsichtlich
des Ausgangs von Zufallsexperimenten, die durch solche Abbildungen beschrieben
werden, ziehen kann.

Ziel im Folgenden ist die Festlegung von Eigenschaften, die die Zuweisung von
Wahrscheinlichkeiten (d.h. Zahlen aus dem Intervall [0,1]) zu Teilmengen der
Grundmenge 2, haben soll. Diese Zuweisung kann zusammengefasst werden zu
einer Abbildung

P:P(Q) —[0,1].

Hierbei ist P(2) = {A|]A C Q} die sogenannte Potenzmenge von €, d.h., die
Menge aller Teilmengen von 2. P weist jeder Menge A C 2 eine Zahl P(A) € [0, 1]
Zu.

Da das Ergebnis unseres Zufallsexperiments niemals in der leeren Menge () sowie
immer in der Grundmenge €2 zu liegen kommt, ist eine naheligende Forderung an
P:

P =0 und P(Q)=1.

Ist aulerdem A eine beliebige Teilmenge von  und A° = 2\ A das sogenannte
Komplement von A bestehend aus allen Elementen von €2, die nicht in A enthalten



4. W-THEORIE 29.09.2000l 60

sind, so liegt das Ergebnis des Zufallsexperiments genau dann in A¢; wenn es nicht
in A liegt. Dies legt die Forderung

P(A°) = 1 — P(A)

nahe. Sind dariiberhinaus A und B zwei disjunkte Teilmengen von €2, d.h. zwei
Teilmengen von Q mit AN B = (), so liegt das Ergebnis des Zufallsexperiments
genau dann in AU B, wenn es entweder in A oder in B liegt. Dies motiviert die
Forderung

P(AUB)=P(A)+P(B) falls AnB=1.

Durch wiederholtes Anwenden folgt daraus

P(AiUAU---UA,) = P(A)+P(AU---UA,)

- ‘I;(‘Al) +P(Ay) + -+ P(A,)

fir paarweise disjunkte Mengen Ay, ..., A, C Q, d.h. fiir Mengen mit A,NA; =0
fiir alle ¢ # j. Hinsichtlich der Herleitung von theoretischen Aussagen wird es
sich als sehr giinstig erweisen, dies auch fiir Vereinigungen von abzéahlbar vielen
paarweise disjunkten Mengen zu fordern:

P (U2 A,) =Y P(A,) fiir A, CQmit A;NA; =0 fiir i # j.
n=1

Dies fithrt auf
Definition 4.3 (Vorliufige Definition des Wahrscheinlichkeitsmajes).
Sei ) eine nichtleere Menge. Eine Abbildung
P:P(Q) —0,1]
heifst Wahrscheinlichkeitsmaf3 (kurz: W-Maj$), falls gilt:
(1) P(0) =0,P(Q) = 1.

(i1) Fir alle A C Q:
P(A°) =1—-P(A).

(i11) Fiir alle A, B C Q mit AN B = {):

P(AUB) =P(A) + P(B).



4. W-THEORIE 29.09.2000l 61

(iv) Fir alle Ay, Ag, -+~ CQ mit A;NA; =0 fiiri # j:

P(LL%)zEZPM@
n=1 n=1
(sog. o-Additivitdt).

In diesem Falle heifst (2, P(2), P) Wahrscheinlichkeitsraum (kurz: W-Raum),
P(A) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A C Q.

Die hier geforderten Eigenschaften sind z.B. im Falle

Q= {(wy,ws,ws,wyq) : w; € {K,Z}}
flir 1
P:P(Q) — 0,1, P(A) = H

erfiillt (vergleiche Beispiel 4.3 und Satz 4.1).

Will man jedoch auch fiir Beispiel 4.4 einen Wahrscheinlichkeitsraum (mit den Ei-
genschaften aus der obiger Definition) konstruieren, so stofit man auf das folgende
technische Problem: Man kann zeigen, dass keine Abbildung P : P([0,5]) — [0, 1]
existiert, fiir die einerseits

b= i alle0<a<b<s

P([a,b)) =

gilt, und die andererseits ein W-Ma$ ist, d.h. fiir die die Eigenschaften (i) bis (iv)
aus der obigen Definition erfiillt sind.

Um dieses Problem zu umgehen, legt man in solchen Beispielen nicht die Wahr-
scheinlichkeiten fiir alle Teilmengen von €2 fest, sondern nur fiir einen méoglichst
“groflen” Teil dieser Mengen. Ohne Probleme kann man die Wahrscheinlichkeiten
fiir die Mengen () und 2 festlegen. Die leere Menge () beschreibt das sogenannte
unmogliche Ereignis, welches nie eintritt, und dem man daher die Wahrschein-
lichkeit Null zuweisen kann. Die gesamte Grundmenge €2 steht fiir das Ereignis,
das immer eintritt, und dem man die Wahrscheinlichkeit Eins zuordnen kann.
Auflerdem sollte es nach Festlegung der Wahrscheinlichkeiten zweier Ereignisse
A und B auch méglich sein, die Wahrscheinlichkeit, dass A oder B (oder beide)
eintreten, d.h., dass ein w € AU B eintritt, sowie die Wahrscheinlichkeit, dass A
und B eintreten, d.h., dass ein w € A N B eintritt, und die Wahrscheinlichkeit,
dass A nicht eintritt, d.h., dass ein ein w € A° = Q\ A eintritt, festzulegen.
Hierbei heifit A das komplementdre Ereignis zu A.
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Dies motiviert, dass die Menge aller Ereignisse, fiir die man die Wahrscheinlich-
keiten festlegt, zumindest () und € enthalten sollte, sowie mit zwei Ereignissen
Aund B auch AU B, AN B und A¢ enthalten sollte. Aus technischen Griinden
(hinsichtlich asymptotischen Aussagen) ist es dariiberhinaus auch sinnvoll zu for-
den, dass die sukzessive Anwendung von abzéhlbar vielen Mengenoperationen
wie Vereinigung, Schnitt und Komplementbildung, auf solche Mengen wieder ei-
ne Menge ergibt, fiir die man die Wahrscheinlichkeit festlegen kann. Dies fiihrt
auf den Begriff der sogenannten o-Algebra:

Definition 4.4 Sei () eine nichtleere Menge. Eine Menge A von Teilmengen von
Q heifft c—Algebra (iber Q2), falls gilt:

(i) D e A und Q € A.

(i1) Aus A € A folgt A°:=Q\ Ae A

(11i) Aus A, B € A folgt AUBe A, ANB € Aund A\ B € A.
(iv) Sind Ay, Ay, --- € A, so ist auch U2 A, € A und N2, A, € A.

Eine o—Algebra ist also eine Menge von Teilmengen von €, die () und Q enthalt,
und bei der man bei Anwendung von endlich oder abzéhlbar unendlich vielen der
tiblichen Mengenoperationen auf Mengen aus der o-Algebra immer wieder eine
Menge erhalt, die in der o-Algebra enthalten ist.

Beispiele:
a) Sei 2 # () beliebig. Dann sind {0, 2} und P(£2) o-Algebren iiber €.

b) Wir betrachten das Werfen eines Wiirfels. Als Augenzahl kann dabei eine
der Zahlen 1, ..., 6 auftreten, so dass man Q = {1,2,3,4,5,6} setzt. Als o—
Algebren kommen dann Teilmengen der Potenzmenge von €2 in Frage, d.h., Men-
gen, deren Elemente wieder Mengen sind und zwar Teilmengen von (2. Hier ist

A ={0,{1},Q} keine o—Algebra iiber 2, da
{1} € A aber {1}°={2,3,4,5,6} ¢ A.

Wie man leicht sieht, ist aber A = {0,{1,3,5},{2,4,6},Q} eine o—Algebra tiber
Q.

Ist die Grundmenge wie im hier vorliegenden Fall endlich oder abzahlbar unend-
lich, so wird in Anwendungen immer die o—Algebra A = P(2) verwendet.

c¢) Als néchstes betrachten wir die stochastische Modellierung der Lebensdauer
einer Gliihbirne. Hier tritt als Resultat des Zufallsexperiments eine Zahl ¢ >
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0 (z.B. Lebensdauer in Sekunden) auf. Der Einfachheit halber wéhlen wir als
Grundmenge sogar die etwas zu grofie Menge 2 = R.

Es stellt sich dann die Frage, was eine sinnvolle Wahl fiir die o—Algebra iiber R
ist. A = P(R) ist zwar eine c—Algebra iiber R, sie ist aber fiir die Festlegung von
Wahrscheinlichkeiten (siehe oben) meist zu gro8.

Statt dessen verwendet man:

A= kleinste o—Algebra, die alle Intervalle der Form (a,b] :== {z : a < 2 < b}
(a,b € R) enthilt.

Formal kann man diese kleinste o—Algebra definieren als Menge bestehend aus
allen denjenigen Teilmengen von R, die die Eigenschaft haben, dass sie in allen
o—Algebren, die alle Intervalle der Form (a, b] (a,b € R) enthalten, enthalten sind.
Nach Definition sind Mengen aus dieser c—Algebra in jeder c—Algebra enthalten,
die alle Intervalle der Form (a,b] (a,b € R) enthélt. Dariiberhinaus kann man
leicht zeigen, dass es sich bei dieser Menge von Mengen um eine o—Algebra handelt
(z.B. enthélt sie die leere Menge, da diese ja nach Definition in jeder der o—
Algebren, die alle Intervalle enthalten, enthalten ist).

Man bezeichnet diese c—Algebra als Borelsche oc—Algebra iiber R und verwen-
det dafiir haufig die Abkiirzung B. Man kann zeigen, dass sie alle in der Praxis
vorkommenden Teilmengen von R (wie z.B. Einpunktmengen, abzdhlbare Men-
gen, Intervalle, offene Mengen, abgeschlossene Mengen, ... ) enthilt.

Wir erweitern nun den Begriff des Wahrscheinlichkeitsraums aus Definition 4.3,
indem wir die Wahrscheinlichkeiten nicht mehr fiir alle Teilmengen von € fest-
legen, sondern nur fiir diejenigen, die in einer vorgegebenen o-Algebra enthalten
sind.

Definition 4.5 (Endgiiltige Definition des Wahrscheinlichkeitsmajes).

Sei €2 eine nichtleere Menge und A eine o-Algebra iber ). Eine Abbildung
P:A—[0,1]

heifst Wahrscheinlichkeitsmaf3 (kurz: W-Maj$), falls gilt:

(1) P(0) =0,P(Q) = 1.

(11) Fiir alle A € A:
P(A%) =1—-P(A).
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(iii) Fir alle A,B € A mit AN B = ):

P(AUB) =P(A)+P(B).

() Fir alle Ay, Ag,--- € A mit A;NA; =0 fiiri # j:

P (U An> => P(4,)
n=1 n=1
(sog. o—Additivitdt).

In diesem Falle heifit (2, A, P) Wahrscheinlichkeitsraum (kurz: W-Raum),
P(A) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A € A.

Fiir die Wahl der o-Algebra ist es im Falle einer endlichen oder abzahlbar un-
endlichen Grundmenge (2 iiblich, A = P(Q2) zu setzen. Im Falle von @ = R wihlt
man meistens A = B, d.h., man wéhlt die oben eingefiihrte Borelsche o-Algebra.
Dies hat den Vorteil, dass man z.B. ein W-Maf§ P : B — [0, 1] konstruieren kann

mit b
P([a,b)) = %a fir alle 0 < a < b <5.

Dieses kann dann zur Beschreibung der Situation in Beispiel 4.4 verwendet wer-
den.

Zum Nachweis, dass eine Abbildung P : A — R ein W-Ma# ist, muss man nicht
alle Forderungen aus Definition 4.5 nachrechnen. Es gilt ndmlich

Lemma 4.1 Se: ) eine nichtleere Menge und A eine o-Algebra tiber Q2. Dann

ist eine Abbildung
P:A—-R

genau dann ein W-Maf$, wenn sie die drei folgenden Eigenschaften hat:

1. P(A) > 0 fiir alle A € A.
2. P(Q) =1.
3. Fir alle Ay, Ay, --- € Amit A;NA; =0 firi # j gilt

P (UzozlAn) = f: P(An)'



4. W-THEORIE 29.09.2000l 65

Beweis. Es ist klar, dass ein W-Maf} die Eigenschaften 1. bis 3. aus Lemma 4.1
hat. Also geniigt es im Folgenden zu zeigen, dass bei Giiltigkeit von 1. bis 3. die
Bedingungen (i) bis (iv) aus Definition 4.5 sowie P(A) < 1 fiir alle A € A erfiillt

sind.
Aus 3. folgt

PO)=POUQUOU...)=P0)+P(D)+P(D) +...
Mit P(0) € R folgt daraus P(0) = 0.

Damit folgt unter erneuter Verwendung von 3., dass fiir A,B € Amit ANB =10
gilt:

P(AUB) = PLAUBUQUOU...) =PA) +P(B)+P®) +P®) + - =
P(A)+P(B)+0+0+---=P(A4) +P(B).

Mit AU A =Q, AN A° = () und 2. folgt weiter
P(A)+P(A°) =P(AUA°) =P(Q) =1,
also gilt fiir A € A: P(A°) =1 — P(A). Letzteres impliziert insbesondere
PA)=1-PA)<1-0=1.
O
Einige weitere niitzliche Eigenschaften von W-Maflen sind zusammengefasst in
Lemma 4.2 Sei (2, A, P) ein W-Raum.
a) Sind A,Be€ A mit AC B, so gilt:
P(A) <P(B) und P(B\A)=P(B)-P(A).

b) Sind Ay, Ay, -+ € A so gilt fiir jedes n € N

P(UL,4) <) P(A)

sowie

P (U A) < S P(A)

c) Sind A, B € A, so gilt
P(AUuB)=P(A)+P(B)-P(ANB).
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d) Sind Ay,..., A, € A, so gilt
P(AjUAU---UA,)

:iP(Ai)_ Z P(A;NAj) + Z P(A;NA;NA) —

1<i<j<n 1<i<j<k<n

+H(=D)"P(A N AN NA).

Beweis: a) Aus A C B folgt B = (B \ A) U A, wobei die beiden Mengen auf der
rechten Seite leeren Schnitt haben. Dies impliziert
P(B)=P(B\A)UA)=P(B\A) +P(4)
bzw. 0 < P(B\ A) =P(B) — P(A).
b) Fir A, B € A gilt
P(AuB)=P(AU(B\A))=P(A) +P(B\ A) <P(A)+P(B),

wobei die letzte Ungleichung aus a) folgt. Mit Induktion ergibt sich der erste Teil
von b).

Fiir den zweiten Teil von b) schlieft man analog:

(0n) - o (noDanaooa)

=2

PO+ 3P AN (AU UAL)

< iPM)
c) folgt aus
P(AUB)
=P ((A\(ANB)U(B\(ANB))U(ANB))
=P(A\(ANB))+P(B\ (ANB))+P(ANB)
Y P(A) —P(ANB)+P(B) -~ P(BNA) + P(AN B)
= P(A) + P(B) ~ P(AN B).

Mit (schreibtechnisch etwas aufwendiger) Induktion folgt d) aus c). O
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Lemma 4.3 (Erstes Lemma von Borel und Cantelli).

Sei (2, A, P) ein W-Raum und sei (A,), eine Folge von Ereignissen mit

S

Dann gilt

Beweis. Fiir beliebiges N € N gilt
Moz1 Uk Ak © URZn A,

woraus folgt

k=N

da > P(A4,) < co.

4.3 Konstruktion von W—Raumen

4.3.1 Laplacesche W—Raume

67

Als néchstes betrachteten wir Zufallsexperimente, bei denen zum einen nur end-
lich viele Werte auftreten, und bei denen zum anderen jeder einzelne Wert mit
der gleichen Wahrscheinlichkeit auftritt. Solche Zufallsexperimente modelliert
man durch die im nachsten Satz beschriebenen Laplaceschen Wahrscheinlich-

keitsraume.

Satz 4.1 Sei Q eine (nichtleere) endliche Menge, A =P(2) und P : A — [0, 1]

definiert durch
A
P(A) = H (Ae A).

Dann ist (2, A, P) ein W-Raum. In diesem gilt

P(wh) = o

fur alle w € Q2.
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Beweis. Offensichtlich ist €2 eine nichtleere Menge und A eine o—Algebra iiber
(2, also geniigt es zu zeigen, dass P : A — [0, 1] ein W-MaS8 ist. Es gilt P(A) >0
fir alle A C © und

_ o

€2

Da dariiberhinaus die Anzahl der Elemente einer Vereinigung von nicht tiberlap-
penden Mengen gleich der Summe der Anzahlen der Elemente in den einzelnen
Mengen ist, ist P auch o-additiv. Mit Lemma 4.1 folgt daraus die Behauptung.
(I

P(Q) 1.

Definition 4.6 Der W—-Raum aus Satz 4.1 heifst Laplacescher W—Raum.
Bemerkung. In einem Laplaceschen W-Raum gilt fiir beliebiges A C :

@ _ “Anzahl der fiir A giinstigen Falle”
Q] “Anzahl der méglichen Falle”

P(A)

Im Folgenden werden drei (einfache) Beispiele fiir Laplacesche W-Raume be-
trachtet.

Beispiel 4.5 Viermaliges Werfen einer “echten” Muiinze.

Dies 148t sich beschreiben durch einen Laplaceschen W-Raum mit Grundmenge
Q={(w1,...,ws)  w;€{0,1} (=1,...,4)}.

Hierbei steht w; = 0 fiir “i-te Miinze landet mit Kopf nach oben” und w; = 1 fur
“i-te Miinze landet mit Zahl nach oben”. Da hierbei jeder Wert (wy, ..., w,) mit
der gleichen Wahrscheinlichkeit 1/|€2| auftritt, verwendet man zur stochastischen
Modellierung einen Laplaceschen W-Raum, d.h. man setzt A = P(2) und

P(A):%:%' (ACQ).

Sei A das Ereignis, dass mindestens einmal Kopf auftritt. Dann gilt:

) 1 15
P(A)=1-PA)=1-P{(O,1,1,1)}) =1 5= 16"
Beispiel 4.6 In einer Fernsehshow wird folgendes Gliicksspiel angeboten: Ver-
steckt hinter drei Ttren befinden sich ein Auto und zwei Ziegen. Im ersten Schritt
deutet der Spieler (in zufdlliger Weise) auf eine der drei Ttren, die aber geschlos-
sen bleibt. Dann offnet der Spielleiter eine der beiden anderen Turen, hinter der
sich eine Ziege befindet. Im zweiten Schritt wahlt der Spieler eine der beiden noch
geschlossenen Tiren. Befindet sich dahinter das Auto, so hat er dieses gewonnen.
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Im Folgenden soll die Wahrscheinlichkeit fiir den Spieler, das Auto zu gewinnen,
bestimmt werden, wenn er im zweiten Schritt

a) seine im ersten Schritt getroffene Wahl beibehdlt,

b) seine im ersten Schritt getroffene Wahl aufgibt und die andere geschlossene
Thire wahlt.

Dazu werden die Tiiren von 1 bis 3 durchnummeriert. Der Einfachheit halber
wird davon ausgegangen, dass der Spielleiter die Tir mit dem kleineren Index
offnet, sofern er zwei Moglichkeiten zum Offnen hat.

Zur Bestimmung der beiden Wahrscheinlichkeiten wird das obige Zufallsexperi-
ment beschrieben durch einen W-Raum mit Grundmenge

Q= {(wl,w2) Wi, Wwe € {1,2,3}}

Hierbei ist w; die Nummer der Tiir, hinter der sich das Auto befindet, und w»
die Nummer der Tiir, auf die der Spieler tippt. Da jeder Wert (wy,ws) mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit 1/]€| auftritt, wird zur stochastischen Modellierung
wieder ein Laplacescher W—Raum verwendet, d.h. es wird gesetzt

A="P(Q)
und Al A

Seien nun A bzw. B die Ereignisse, dass der Spieler bei Strategie a) bzw. b) das
Auto gewinnt. Zur Bestimmung von |A| bzw. | B| betrachtet man alle 9 Elemente
von ) und bestimmt jeweils, ob der Spieler das Auto bei Strategie a) bzw. b)
gewinnt oder nicht:

w1 | wy || Spielleiter || Spieler tippt | Gewinn || Spieler tippt | Gewinn
offnet bei a) auf | bei a) bei b) auf | beib)
1] 1 2 1 Ja 3 Nein
112 3 2 Nein 1 Ja
113 2 3 Nein 1 Ja
2 |1 3 1 Nein 2 Ja
2 | 2 1 2 Ja 3 Nein
2|13 1 3 Nein 2 Ja
3|1 2 1 Nein 3 Ja
3|2 1 2 Nein 3 Ja
313 1 3 Ja 2 Nein
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Aus der Tabelle liest man ab:
A={(1,1),(2,2),(3,3)} und B ={(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2)}

und damit erhalt man

Beispiel 4.7 In einer Stadt mit m Langs— und n Querstrafien sollen k Verkehrs-
polizisten (k < min{m,n}) auf die m - n Straflenkreuzungen aufgeteilt werden.
Aufgrund des Ausbildungsstandes der Polizisten ist klar, dass eine Kreuzung von
hochstens einem Polizisten gesichert wird. Wie grof$ ist bei rein zufdlliger Ver-
teilung der Polizisten auf die Kreuzungen die Wahrscheinlichkeit, dass auf jeder
Strafle hochstens ein Polizist steht ¢

1. Losung: Reihenfolge bei der Auswahl der Kreuzungen wird beachtet.
Anzahl moglicher Félle:
(m-n)-(m-n—1)-...-(m-n—k+1)

(Aus m - n Kreuzungen k auswéhlen ohne Zuriicklegen und mit Beachten der
Reihenfolge.)

Anzahl giinstiger Falle:
m-n-(m—1)-(n—=1)-...-(m—k+1)-(n—k+1)

(Zweite Kreuzung darf nicht in der gleichen Léngs— oder Querstrafle liegen wie 1.
Kreuzung, etc.)

Damit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich

m-n-(m—1)-(n—1)-...-(m—k+1)-(n—k+1) _ (") - (%) - k!
(m-n)-(m-n—1)-...-(m-n—k+1) (mmy

2. Losung: Reihenfolge bei der Auswahl der Kreuzungen wird nicht beachtet.

(")

Anzahl moglicher Félle:
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(Aus m - n Kreuzungen k auswéhlen ohne Zuriicklegen und ohne Beachten der
Reihenfolge.)

Anzahl giinstiger Falle:

(Z)-n-(n—n-...-(n—kﬁ).

(Zuerst aus m Léngsstraflen k& ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der Rei-
henfolge auswahlen. Dann noch aus n Querstrafien k ohne Zuriicklegen und mit
(!) Beachtung der Reihenfolge auswéhlen.)

Damit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich
() =) k) (D) (3) M

(") (")

4.3.2 W-Raume mit Zahldichten

Zur Motivierung dient das folgende

Beispiel 4.8 Mit einem (echten) Wiirfel wird so lange gewiirfelt, bis zum ersten
Mal eine 6 erscheint.

Wie groff ist die Wahrscheinlichkeit, dass die zufdllige Anzahl der Wiirfe bis (ein-
schlieflich) zum ersten Wurf mit 6 oben eine gerade Zahl ist ¢

Wir wahlen
Q=N={1,2,...},

wobei w = k bedeutet, dass beim k—ten Wurf der Wiirfel zum ersten Mal mit 6
oben landet. Gefragt ist dann nach der Wahrscheinlichkeit P(A), wobei

A=1{24,68,...}.

Zur Festlegung der Wahrscheinlichkeit einer Menge legen wir zuerst die Wahr-
scheinlichkeiten aller Einpunktmengen fest und setzen dann

P(A) =Y PHwh ™= > P{k).
weA ke{2,4,6,8,...}

Um festzustellen, mit welcher Wahrscheinlichkeit der Wiirfel beim k—ten Wurf
zum ersten Mal mit 6 oben landet, beschreiben wir die ersten k& Wiirfe durch
einen Laplaceschen W—Raum mit Grundmenge

{(wl,...,(Uk) . wie{l,...,b’}}.
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Diese besteht aus insgesamt 6F Elementen, davon sind 5¥~1 - 1 giinstig, so dass

folgt
5511 5\
PHk})=—/—==-1(= .
h =" =5 (2)
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist dann

P(A4) = Y Pk}

k€{2,4,6,8,...}

_ LY,
6 \6

I
w
K| o
VR
VRS
S| Gt
~_
[e=)
+
VR
| Ot
~__
[N}
+
/N O
S| Ot
~_
S
+
VR
| Ot
P \—/m | =

5 25°+251+252+253
36 36 36 6 6 '
5 1

36 1-2
~ 0.455

Als néchstes betrachten wir eine allgemeine Definitionsmoglichkeit fiir W-Raume
mit endlicher oder abzahlbar unendlicher Grundmenge 2. Hierbei wird sinnvol-
lerweise A = P(2) gewihlt. Jede beliebige Menge A C 2 lésst sich als endliche
oder abzahlbar unendliche Vereinigung von Einpunktmengen schreiben:

A= J{w}
w€EA
Ist P : A — R ein W-Ma#, so folgt daraus aufgrund der o—Additivitat:
P(4) =) P({w}),
weA

dh., P : A — R ist bereits durch die Werte P({w}) (w € Q) festgelegt. Wir
zeigen in dem folgenden Satz 4.2, dass die obige Beziehung auch zur Definition
von W-Maflen ausgehend von den Werten P({w}) (w € ) verwendet werden
kann.

Satz 4.2 SeiQ) = {x1,xs,...} eine abzdhlbar unendliche Menge und (py)ren €ine
Folge reeller Zahlen mit

0<p <1 (keN) und Zpkzl.
k=1
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Dann wird durch A =P () und

PA) = 3 p (ACQ)

kixp€A

ein W—-Raum definiert. Hierbei gilt

P({a}) =pe (K €N),

d.h. p, gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass xp das FErgebnis des Zufallsexperi-
ments 15t.

Beweis: Offensichtlich ist €2 eine nichtleere Menge und A eine o—Algebra iiber
(2, also geniigt es zu zeigen, dass P : A — R ein W-Ma8 ist. Dazu beachtet man
zuerst, dass fiir |A| = oo die Reihe

Zpk

k:xp€A

wohldefiniert ist, da die Reihenfolge der Summation bei Reihen mit nichtnegati-
ven Summanden keine Rolle spielt. Dann bleibt noch zu zeigen:

(i) P(A) > 0 fiir alle A C Q.
(i) P(Q) = 1.
(i) P ist o additiv.

Unter Beachtung von py > 0 und >~ pp = 1 folgen (i) und (ii) unmittelbar aus
der Definition von P.

Zum Nachweis von (iii) betrachten wir Mengen A;, As,--- C Q mit A, NA; =0
fiir alle @ # j. Zu zeigen ist

P (U2, 4;) = iP(Aj).

Mit der Definition von P folgt

linke Seite = Z Dk

k:xkEUJ‘?‘;lAj

und

rechte Seite = i Z Dk

7j=1 k:(EkEAj
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Bei beiden Summen summiert man alle p;, auf, fiir die x;, in einer der Mengen A,
ist. Unterscheiden tun sich die beiden Summen nur hinsichtlich der Reihenfolge,
in der die p;’s aufsummiert werden. Da aber (wie oben bereits erwéhnt) bei end-
lichen oder abzahlbar unendlichen Summen mit nichtnegativen Summanden die
Reihenfolge der Summation keine Rolle spielt, stimmen beide Werte iiberein. O

Gemaf obigem Satz kann also ein W-Raum bereits durch Vorgabe einer Folge
von nichtnegativen Zahlen, die zu Eins summieren, eindeutig bestimmt werden.
Aus dem Beweis des Satzes ist unmittelbar klar, dass er analog auch fiir endliche
Grundmengen Q = {zq,..., 2y} und 0 < p; (k =1,..., N) mit fo:lpk =1 gilt.

Definition 4.7 Die Folge (p;)ken (bzw. (pr)k=1,.. .~ m Falle einer N -elementigen
Grundmenge) heifst Zahldichte des W-Mafles P in Satz 4.2.

Zur Ilustration betrachten wir das folgende
Beispiel 4.9 Sonntagsfrage

Bei einer telefonischen Umfrage (mit rein zufdllig gewdhlten Telefonnummern)
werden n Personen gefragt, welche Partei sie wdhlen wirden, wenn ndchsten
Sonntag Bundestagswahl ware. Es seip € [0,1] der prozentuale Anteil desjenigen
Teils der gesamten Bevolkerung, der SPD wdhlen wirde. Wie grofS ist dann die
Wahrscheinlichkeit, dass genau k der Befragten (k € {0,...,n} fest) SPD wdhlen
wirden ?

Wir Betrachtung zunéchst den Spezialfall n = k = 1. Sei N die Anzahl aller
Wahlberechtigten. Dann sind davon N - p SPD Wahler, und die Wahrscheinlich-
keit, bei rein zufalligem Herausgreifen einer Person aus den /N Personen einen der

N - p SPD Wibhler zu erhalten ist

Anzahl giinstiger Félle N -p
Anzahl moglicher Félle N

p.

Analog ist die Wahrscheinlichkeit, bei rein zufalligem Herausgreifen einer Person
aus den N Personen keinen der N - p SPD Wahler zu erhalten, gegeben durch

N—-N-p

1—p.
N p

Nun betrachten wir den allgemeinen Fall. Zwecks Vereinfachung der Rechnung
gehen wir davon aus, dass sich der prozentuale Anteil der SPD Wahler nach
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Herausgreifen eines Wahlers nicht (bzw. nur unwesentlich) verdndert. Dann ist
die Wahrscheinlichkeit, dass genau die ersten k Befragten SPD Wahler sind und
die restlichen n — k nicht, gegeben durch

(N-p)*(N-(1—p)" "
Nn

Das gleiche Resultat erhédlt man auch, wenn man beliebige Positionen fiir die
k SPD Wahler unter den n Wéahlern vorgibt und danach fragt, mit welcher
Wahrscheinlichkeit man auf genau so eine Sequenz von Wahlern trifft. Da es
fiir die Wahl der k& Positionen der SPD Wihler unter den n Positionen genau
(Z) Moglichkeiten gibt, erhalt man fiir die Wahrscheinlichkeit, dass unter den n
Befragten genau k& SPD Wahler sind:

(Y ko \n—k
P({k}) = () -»*- (1 —p) "
Das dadurch festgelegte W—Maf} heifit Binomialverteilung.

Definition 4.8 Das gemdf Satz 4.2 durch Q2 = Ny und die Zihldichte (b(n, p, k))ken,
mat

=p*(1—p)" "

— (Z)'Pk'(l—P)"_k fur 0<k<n,
bl 2, %) '_{ 0 fir k>n

festgelegte W—-Maj$ heiffit Binomialverteilung mit Parametern n € N und p €
[0, 1].

Gemafl dem binomischen Lehrsatz gilt

sty =3 (1) at vt

k=0

Wendet man diese Formel mit a = p und b =1 — p an, so erhalt man

i(Z) P A=p) =+ 1 -p)" =1,

k=0

d.h. es handelt es sich hierbei in der Tat um eine Zahldichte.

Beispiel 4.10 Be: der Umfrage im Beispiel 4.9 interessiert man sich nun fur die
Wahrscheinlichkeit, dass der relative Anteil k/n der SPD Wihler unter den Be-
fragten um nicht mehr als 1% vom Wert p in der gesamten Bevdlkerung abweicht.
Wegen

‘E—p‘ <00len-p—001-n<k<n-p+001-n
n
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erhalt man dafir

P{keNy:n-p—001-n<k<n-p+0.01-n})

= > (Z) -t (1=p) R,

n-p—0.01-n<k<n-p+0.01-n

Beispiel 4.11 In einer grofien Teigmenge seien n = 1000 Rosinen rein zufdllig
verteilt. Fin Bdacker formt daraus m = 100 gleichgroffe Brotchen.

Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufdillig herausgegriffenes Brétchen
weniger als 8 Rosinen enthdlt ¢

Wir wahlen
Q=Ny=1{0,1,2,...},

wobei w = k bedeutet, dass das Brotchen genau k& Rosinen enthélt. Gefragt ist
dann nach der Wahrscheinlichkeit P(A), wobei

A=1{0,1,2,3,4,5,6,7}.

Zur Festlegung der Wahrscheinlichkeit einer Menge legen wir wieder die Wahr-
scheinlichkeiten aller Einpunktmengen fest und setzen dann

=Y "P{wh) "= S P({k}).

wEA

Dazu bestimmen wir zuerst fiir festes k£ € {0,1,...,n} die Wahrscheinlichkeit,
dass das Brotchen genau k Rosinen enthalt. Wir denken uns die Rosinen von 1 bis
n und die Brétchen von 1 bis m durchnummeriert. Das zufallig herausgegriffene
Brotchen sei das Brotchen mit Nummer 1. Jede der Rosinen landet in einem der
m Brotchen. Die Zuordnung der Rosinen zu den Brotchen kann daher durch ein n-
Tupel mit Eintrdgen in {1, ..., m} beschrieben werden, wobei die i-te Komonente
die Nummer des Brotchens angibt, in das die i-te Rosine kommt. Dabei gibt es m™
Moéglichkeiten, von denen jede mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 1/m™ auftritt.
Damit genau k Rosinen in dem Brétchen mit Nummer 1 landen, miissen in dem
n-Tupel genau & Komponenten gleich 1 sein, und alle anderen miissen ungleich
1 sein. Fiir die Wahl der Positionen dieser & Komponenten mit Eintrag 1 gibt es
(Z) Moglichkeiten. Damit gibt es insgesamt

() v
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n-Tupel, bei denen genau k& Komponenten 1 sind, und die Wahrscheinlichkeit,
dass das Brotchen genau k& Rosinen enthéalt, berechnet sich zu

i - U ) (2 (2) - G

mm m m
mit p = 1/m = 0.01.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist dann

P({0,1,2,3,4,56,7}) = Y P({k})

= i <Z) pr(L—p)*

k=0

7
= > (1000) 0.01%0.99!000~*

k=0
Zur konkreten Berechnung der obigen Summe erweist sich die folgende Approxi-
mation als niitzlich:

Lemma 4.4 Seien A\ € Ry und p, € [0,1] (n € N) derart, dass n - p, — A
(n — o0). Dann gilt fiir jedes feste k € Ny:

n
k

)\k
) ol (L=pp)" = e

X (n — 00).

b(n,pu, k) = (

Beweis: Wegen n-p,, — A gilt insbesondere p, — 0 (n — o0). Damit erhélt man

b(n, pn, k)

:H”'(n_l)""‘(”—k+1)-pﬁ-(l—pn)n—k

= e (g pa) - (= (k= D) - (1= po) - (= p)7e) ™
Mit

(1=p)™ =1 (n—00)

und

1

(1—pa)om —e™b (n— o)



4. W-THEORIE 29.09.2000l 78

folgt

b(n,pu k) — — - A 1. (™) (n — o).

Mit Hilfe von Lemma 4.4 lasst sich motivieren, die Wahrscheinlichkeit in Beispiel
4.11 approximativ folgendermafien zu berechnen:

. /1000
P({07172737475,6,7}) = Z( k )0_01/60.991000—19
k=0
7

k

?9--6—* mit A = 1000 - 0.01 = 10

— 1_016.6_1(]
Z |

— k!
~ 0.22

Q

Definition 4.9 Das gemdf Satz 4.2 durch Q) = Ny und die Zdhldichte (m(\, k))ken,

mit
k

A
T\ k) = 0 e (k€N
festgelegte W-Maj$ heifit Poisson—Verteilung mit Parameter A € R,
Wegen
A oA XA A
H - e = e . Z F = e - e = 1
k=0 k=0

handelt es sich hierbei in der Tat um eine Zahldichte.

Eine weitere Approximation der Binomialverteilung wird am Ende dieses Kapitels
vorgestellt.

4.3.3 W-Raume mit Dichten

Zur Motivation betrachten wir
Beispiel 4.12 Eine Zahl wird rein zufillig aus dem Intervall [0, 1] ausgewdhlt.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Zahl zwischen % und % liegt ¢
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Wir wahlen
Q =R,

wobel w € Q die rein zufillig aus [0, 1] gezogene Zahl ist (hierbei treten Zahlen
auBerhalb von [0, 1] nur mit Wahrscheinlichkeit Null auf). Gefragt ist dann nach
der Wahrscheinlichkeit P(A), wobei

11
)

Diesmal ist die Definition

P(4) =) P({w})

wEA

nicht sinnvoll, da hier gilt:
P({w}) =0 fir alle w € Q.

Eine naheliegende Idee ist jedoch, die Summe oben durch ein Integral anzunahern,
d.h. zu setzen

P(4) = [ fa)ds,
A
mit f: R — R.
Damit die obigen Wahrscheinlichkeiten nichtnegativ sind, fordern wir

f(z) >0 fir alle z € R.

Da P(R) dariiberhinaus Eins sein soll, fordern wir auch

/_Zf(x)dle.

Beriicksichtigt man, dass Zahlen auflerhalb von [0, 1] nur mit Wahrscheinlichkeit
Null auftreten sollen, sowie jede Zahl aus [0, 1] mit der “gleichen Wahrscheinlich-
keit” auftreten soll, so ist es naheliegend, im obigen Beispiel zu wéahlen:

fa) = 1 fir 0<z<l1,
V=Y 0 fir x<0oderz>1.

Damit erhélt man fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit:

11 1/2 1 1 1
P(|2,2])= :cdx:/ lde = = — = = —.
([3 2]) (%3] (®) 1/3 2 3 6
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Im Folgenden wird eine allgemeine Definitionsmoglichkeit fiir W—Raume mit
Grundmenge Q) = R vorgestellt. Hierbei ist zwar P(R) eine o—Algebra iiber €,
diese ist fiir die Festlegung von Wahrscheinlichkeiten aber meist zu grof§ (z.B.
kann die Existenz der im unten stehenden Satz verwendeten Integrale nicht fiir
alle Mengen A C R nachgewiesen werden). Daher wihlen wir als o—Algebra die
Borelsche o—Algebra B.

Wie in Beipiel 4.12 ist die Festlegung eines W—Mafles durch

P(A) =) P({w})

wEA

nicht moéglich, da hier meist P({w}) = 0 fir alle w € Q gilt. Eine naheliegende
Idee ist jedoch, die Summe oben durch ein Integral anzunahern.

Satz 4.3 Ist f : R — R eine Funktion, fir die gilt

f(z) >0 fir allex € R und /f(x)d:czl
R

(insbesondere sei hier die Ezistenz des Integrals vorausgesetzt), so wird durch
Q:=R, A:=B und

P(A):/Af(x)d:c (A€ B)
ein W—-Raum definiert.

Beweis: Wieder geniigt es zu zeigen, dass P ein W-Maf ist. Wegen f(x) > 0 fiir
alle z gilt P(A) > 0 (A € A). Weiter ist

P(R) = /Rf(x)dx = 1.

Bei geeigneter Definition der auftretenden Integrale kann man auch zeigen, dass
P o-additiv ist. Mit Lemma 4.1 folgt die Behauptung. O

Definition 4.10 f heifit Dichte (bzgl. des LB-Majes) von dem in Satz 4.3 de-
finierten W-Mafs P.

Bemerkung: Ist (2, A, P) der W-Raum aus Satz 4.3 und sind a,b € R mit a < b,
so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, dass beim zugrundeliegenden Zufallsexperiment
ein Wert zwischen a und b auftritt:

P((ab)= [ fa) o= / /() d.

Das folgende W-Maf} haben wir bereits in Beispiel 4.12 kennengelernt.
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Definition 4.11 Die Gleichverteilung U(a, b) mit Parametern —oo < a < b < 0o
ist das durch die Dichte

f(a:):{ ﬁ fir a<ax<b,

0 fur x<a oderx>0b
gemdfs Satz 4.3 festgelegte W—Maps.

/Rf(x)d:c:bia/abldle

sind hierbei die Voraussetzungen von Satz 4.3 erfiillt.

Wegen

Ein weiteres W—Mafl mit Dichte fiihren wir ein in

Beispiel 4.13 Die Lebensdauer einer Glihbirne betrage im Schnitt 24 Monate.
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Glihbirne bereits innerhalb von drei
Monaten ausfallt ¢

Wir wahlen
Q = R-l—a

wobei w die Lebensdauer der Gliithbirne in Monaten ist. Gefragt ist dann nach
der Wahrscheinlichkeit P(A), wobei

A=10,3].

Diese Wahrscheinlichkeit lasst sich ohne Zusatzvoraussetzungen an den zugrunde
liegenden Zufallsmechanismus nicht berechnen.

Lebensdauern modelliert man haufig mit der sogenannten Exponentialverteilung:

Definition 4.12 Die Ezponentialverteilung exp(\) mit Parameter A > 0 ist das
durch die Dichte

flx) =
gemdfs Satz 4.3 festgelegte W—Mayps.

N-e N fiir x>0,
0 fur <0

Wegen
/ f(z)dx = / A-e M dy = —e_)"m‘oo_o =1
R 0 o=
sind hierbei die Voraussetzungen von Satz 4.3 erfiillt.

Bei der Exponentialverteilung ist 1/A die “mittlere Lebensdauer” (wird spéter
noch bewiesen). Daher gehen wir im Beispiel 4.13 davon aus, dass gilt

P(A) ::/Af(:)s)dz
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mit
fl) =

und berechnen die gesuchte Wahrscheinlichkeit zu

i-e‘x/ﬂ fir x>0,
0 fuir z<0

3
P([0,3) — /02—14-6_9”/240&

3
— _6—:(:/24

z=0

e/ 0

~ 0.118

Ein weiteres Beispiel fiir ein W—Mafl mit Dichte ist gegeben in

Definition 4.13 Die Normalverteilung N(a,c?) mit Parametern a € R,o > 0
ist das durch die Dichte

1 _(z—a)?

e 207 relR
V2mo ( )
gemajl Satz 4.3 festgelegte W—Mayfs.

fz) =

Wegen

1 1 (z—a)? 1 2
d = — — . - 202 d = — _Td = ]_
/Rf(x) x —QW/_OOU e T _27T/_ooe U

sind hierbei wieder die Voraussetzungen von Satz 4.3 erfiillt.

4.3.4 Verallgemeinerung der Begriffe Dichte und Zahl-
dichte

Die Begriffe Dichte und Zahldichte lassen sich verallgemeinern. Dazu dient die
folgende Definition:

Definition 4.14 Q Grundmenge, A o—-Algebra. Fine Abbildung
p:A— Ry

(mit Ry =R, U {co}) heifit MaBB, wenn gilt:



4. W-THEORIE 29.09.2000l 83

(i) n(®) =0,
(ii) u(AU B) = u(A) + u(B) fir alle A,B € A mit AN B = 0.

(iii)

H (U An) = ZN(An)
fiir alle A, € A (n € N) mit A;NA; =0 firi# j.
In diesem Fall heif$t (2, A, u) Mafiraum.

Unmittelbar aus obiger Definition folgt, dass p genau dann ein W—Ma#f ist, wenn
p ein Maf ist und p(Q2) = 1 gilt.

Beispiele fiir Mafle:

a) @ =Ny, A=P(Q) und
p(A) = [A[ (A S Ny).

1 heifit abzahlendes Maf3.

b) 2 =R, A= B und B
w:B— Ry

dasjenige Maf} mit
ul((a,b]) = b—a

fir alle —c0o < a < b < 0.

p heift Lebesgue—Borel-Maf} (kurz: LB-Maf).

Sei nun (€2, A, 1) ein Mafiraum. Dann kann man durch Vorgabe einer Funktion
ﬁQﬁR+m@/ﬂmmmpﬂ
Q
ein W-Mafl P : A — R, definieren durch

Pmy:Afmu@n(Aem. (4.1)

Hierbei wird der in Abschnitt 4.6 definierte Integralbegriff verwendet.
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Man sagt dann, dass f Dichte von P bzgl. i ist.

Man kann nun zeigen: Ist p das abzéhlende Maf, so erhdlt man mittels (4.1)
W-MaBle mit Zahldichten. Ist dagegen p das LB-Maf; so besitzt das durch (4.1)
definierte Maf§ eine Dichte beziiglich dem LB-Ma8.

4.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhangig-
keit

Im Folgenden untersuchen wir, wie sich das wahrscheinlichkeitstheoretische Ver-
halten eines Zufallsexperiments andert, falls Zusatzinformation iiber den Ausgang
bekannt wird. Zur Motivierung betrachten wir

Beispiel 4.14 Beim sogenannten Down—Syndrom (Mongolismus) ist das Chro-
mosom 21 dreifach — statt wie sonst zweifach — vorhanden, was zu meist schwerer
geistiger Behinderung fihrt. Im Rahmen einer Fruchtwasseruntersuchung kann
festgestellt werden, ob ein ungeborenes Kind diesen Defekt hat oder nicht. Dazu
wird unter Ultraschallsicht durch die Bauchdecke der Schwangeren etwas Frucht-
wasser abgenommen. Dieses enthdlt kindliche Zellen, die im Labor vermehrt und
auf Fehler beim Chromosomensatz des Kindes hin untersucht werden konnen.
Nachteil dieser Untersuchung ist allerdings, dass es in ca. 0.5% der Falle zu
Komplikationen wie Fehlgeburt und Missbildungen beim Kind kommen kann.

Fine deutlich weniger aufwendige Untersuchung ist der sogenannte Triple Test,
bei dem im Rahmen einer Blutuntersuchung in der 15. Schwangerschaftswoche
drei Laborwerte des Blutes der Mutter bestimmt werden. Sind zwei dieser Werte
erhoht, der dritte hingegen nicht, so sagt man, dass der Triple Test positiv ausfallt.

Im Folgenden soll die Frage untersucht werden, wie sich die Wahrscheinlichkeit,
ein Kind mit Down—Syndrom zu bekommen, andert, falls der Triple Test positiv
ausfallt.

Zur Beantwortung obiger Frage wird zuerst einmal die bedingte Wahrscheinlich-
keit eines Ereignisses A unter einer Bedingung B definiert. Zur Motivation der
Definition betrachten wir die n—malige Durchfithrung eines Zufallsexperiments.
na bzw. ng bzw. nanp seien die Anzahlen des Eintretens des Ereignisses A bzw. B
bzw. AN B. Eine naheliegende Approximation der bedingten Wahrscheinlichkeit
von A unter der Bedingung B ist dann die relative Haufigkeit des Auftretens von
A unter den Ausgdngen des Zufallsexperimentes, bei denen auch B eingetreten
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ist, d.h.,

3
>
D
18y

nNaAnB
np

3

=5

Dies motiviert

Definition 4.15 Sei (2, A, P) ein W-Raum und seien A, B € A mit P(B) > 0.

Dann heift
P(ANB)

P(B)
bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

P(A|B) =

Lemma 4.5 Sei (2, A, P) ein W-Raum und B € A mit P(B) > 0. Dann wird
durch .
P(A)=P(A|B) (Aec A)

ein W-Raum (0, A, P) definiert. In diesem gilt:

P(B) = P(B|B) = % —1

(Sprechweise: “ Das W-Maf P ist auf B konzentriert”).

Beweis. Offensichtlich gilt P(A) > 0 fir alle A € A und
P(Q) =P(QN B)/P(B) = 1.

Sind dariiberhinaus A, As,--- € A mit A, N A; = 0 fir i # j, so folgt aus P
W-Ma#f:

P (UzozlAn) =P (UzozlAn|B)

P (U3, 4,) N B)
P(B)

P (U2, (A, N B))
P(B)

21 P (AN B)
P(B)

P (A,NB)

Z P(B)

n=1
[eS)

= P(A,).

3
Il
A

Mit Lemma 4.1 folgt die Behauptung. O
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Aus obigem Lemma folgt, dass fiir
A— P(A|B)
die iiblichen Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten gelten, z.B. ist
P(A°|B)=1-P(A|B)

und

Im Beispiel 4.14 interessieren wir uns fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(A|B),

wobel

e A = “Kind mit Down—Syndrom”,

e B = “Triple Test positiv”.
Bekannt sind die folgenden Naherungswerte:

e P(A) =0.0014 (ohne Beriicksichtigung des Alters der Mutter)
o P(B|A) = 0.65
e P(B|A°) =0.075

Der folgende Satz zeigt, wie man daraus P(A|B) berechnen kann.

Satz 4.4 Sei (2, A,P) ein W-Raum und seien By, ..., By € A mit

B;N\B; =0 fir alle i # j

und

P(B,) >0 (n=1,...,N).
Dann gilt:
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a)
P(A) =) P(A|B,) P(B,) firalle A€ A.

(Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit)

b)

_ P(A[By) - P(By)
> P(A]B,) - P(B,)

fir alle k € {1,..., N} und alle A € A mit P(A) > 0.

P(Bi|A)

(Formel von Bayes, 1793)
Beweis: a) Es gilt
A=ANQ=An (U, B,) =U_ AN B,,

wobei die letzte Vereinigung eine endliche Vereinigung von Mengen mit paarweise
leerem Schnitt ist. Mit P W-Maf§ folgt:

al Y P(ANB,) al
P(A)=> P(ANB,) =) W)n -P(B,) =) P(A[B,) - P(B,).
n=1 n=1 n n=1
b) Nach Definition der bedingten Wk. gilt:
P(B:NA
psa)_ PBNA) el P P(AIBY) - P(By)
' P(4) P(4) P(4)
Mit a) folgt die Behauptung. O
Mit Satz 4.4 erhélt man im Beispiel 4.14
P(B[A) - P(A)
P(A|B
(41B) P(B|A)-P(A) + P(B|Ac) - P(A°)
B 0.65 - 0.0014
~0.65-0.0014 + 0.075 - 0.9986

~ 0.012,

d.h. selbst wenn der Triple Test positiv ausfallt, so betragt die Wahrschein-
lichkeit, ein Kind mit Down-Syndrom zu bekommen, gerade mal 1.2% (oder
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anders ausgedriickt, mit Wahrscheinlichkeit 98.8% hat das Kind kein Down-—
Syndrom). Dagegen fiihrt die {iblicherweise nach positivem Triple Test empfohlene
Fruchtwasseruntersuchung in ca. 0.5% der Félle zu Komplikationen (Fehlgeburt,
Missbildungen, etc.)

Ist der Triple Test dagegen negativ, so sinkt die Wahrscheinlichkeit, ein Kind mit
Down—Syndrom zu bekommen, es gilt namlich:

P(B°|A) - P(A)

P(BA) - P(A) + P(Be|A%) - P(A°)
0.35-0.0014

0.35-0.0014 + 0.925 - 0.9986

~ 0.0005.

P(A|B°)

Allerdings ist auch dieser Wert nicht allzu viel kleiner als P(A).

Andere Resultate bekommt man bei Frauen iiber 35, da bei diesen der Wert von
P(A) hoher ausfillt und damit auch die durch P(A|B) gegebene Aussagekraft
des positiven Testergebnisses steigt.

Bemerkung: Im Beweis von Satz 4.4 wurde verwendet, dass die Wahrscheinlich-
keit einer Vereinigung nicht iiberlappender Mengen gleich der Summe der Wahr-
scheinlichkeiten ist. Da dies nicht nur fiir endliche, sondern auch fiir abzahlbar
unendliche Vereinigungen gilt, gelten analoge Aussagen auch fiir Mengen B,, € A
(n € N) mit

B,NnBj=0firallei#j, Q=U>,B, und P(B,) >0 (neN).
7.B. erhalt man in diesem Fall fiir die Formel von Bayes:

_ P(A|By) - P(By)
P(By|A) = S P(fﬁBn) : Pk(Bn)

fiir alle £ € N und beliebige A € A mit P(A) > 0.

Im Folgenden mochten wir definieren, wann sich zwei Ereignisse gegenseitig nicht
beeinflussen. Naheliegende Forderung dafiir ist

P(A|B)=P(A) und P(B|A)=P(B).
Fiir P(B) > 0 erhélt man

P(ANB)

P(AIB) = P(4) & —5

— P(A) & P(ANB) = P(A) - P(B).
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Die letzte Bedingung kann auch fiir P(A) = 0 oder P(B) = 0 betrachtet werden
und man definiert:

Definition 4.16 W-Raum (Q, A,P). Zwei Ereignisse A,B € A heiffen un-
abhangig, falls gilt:
P(ANB)=P(A)-P(B).

Bemerkung: Gemif obiger Herleitung gilt im Falle P(A) > 0 und P(B) > 0:
A, B unabhéngig < P(A|B)=P(4) und P(B|A)=P(B).

Bei unabhéangigen Ereignissen beeinflusst also das Eintreten eines der Ereignisse
nicht die Wahrscheinlichkeit des Eintretens des anderen.

Beispiel 4.15 Wir Betrachten das Werfen zweier echter Wiirfel. Sei A das Er-
eignis, dass der erste Wiirfel mit 6 oben landet und sei B das Ereignis, dass der
zweite Wiirfel mit 3 oben landet. Beschreibt man dieses Zufallsexperiment durch
einen Laplaceschen W—Raum mit Grundmenge

Q=A{(i,7) : i, €{1,...,6}},
so sieht man 1
P(ANB) = 3% =36 36 =P(A)-P(B),
also sind A und B unabhdngig.
Ist C' das FEreignis, dass die Summe der Augenzahlen 12 ist, so gilt

P(BNC)=P(l) =04 o - = = P(B) - P(C)

also sind B und C' nicht unabhangig.
Allgemeiner definiert man:

Definition 4.17 W-Raum (2, A,P). Eine Familie {A; : i € I} von Ereig-
nissen A; € A heifst unabhangig, falls fir jede endliche Teilmenge J von I

gilt:
jEJA HP
jeJ
Bemerkung: Ist eine Familie {A; : i € I} von Ereignissen unabhéngig, so

sind fiir alle 4,5 € I, i # j auch die Ereignisse A; und A; unabhéngig (folgt mit
J ={i,j}). Die Umkehrung gilt aber im allgemeinen nicht:
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Sei (2, A, P) ein Laplacescher W-—Raum mit Q = {1,2,3,4} und seien
Al = {1, 2},142 = {1, 3} und A3 = {2, 3}
Dann besteht fiir alle ¢ # j die Menge A; N A; aus genau einem Element. Daraus

folgt:

1

Dariiberhinaus gilt aber:

P(A1NAsNA;3) =P(0) =0#P(A)) - P(As) - P(A).

4.5 Zufallsvariablen

Oft interessieren nur Teilaspekte des Ergebnisses eines Zufallsexperimentes. Dies
kann man dadurch modellieren, dass man eine Menge ' und eine Abbildung
X : Q — @ wihlt und X (w) anstelle des Ergebnisses w des Zufallsexperimentes
betrachtet.

Beispiel 4.16 Zufallige Auswahl von Wohnungen zur Erstellung eines Mietspie-
gels.

Hier interessiert anstelle einer zufdllig ausgewdahlten Wohnung w nur Teilaspekte
dieser Wohnung wie z.B.

e X(w) = Nettomiete pro Quadratmeter,

o Y(w) = (Nettomiete, Grifle in Quadratmetern),

o Z(w)= Anzahl der Zimmer.
Wir untersuchen im Folgenden, wie man einen W—Raum (€', A’, P x) konstruieren
kann, der das Zufallsexperiment mit Ergebnis X (w) beschreibt.

X (w) liegt genau dann in A’, wenn das zuféllige Ergebnis w des Zufallsexperiments
in der Menge
{we : X(w)eA}

liegt. Daher ist es naheliegend zu definieren

Py(A):=PX e A =P({weQ : X(w)eA)}). (4.2)
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Damit diese Wahrscheinlichkeit wohldefiniert ist, muss
{lweQ : X(wed}ed

erfiillt sein. Abbildungen X, fur die das fiir alle betrachteten Mengen gilt, heiflen
Zufallsvariablen.

Definition 4.18 Q' Grundmenge, A" o-Algebra iber Q. Dann heifsit (', A’)
Messraum.

Definition 4.19 (Q, A, P) W-Raum, (', A") Messraum. Dann heifit jede Abbil-
dung
X: Q-
mat
X1 A)={weQ: X(w)eA}Ye A firaleA e A
Zufallsvariable (kurz: ZV). Im Fall ¥ = R und A = B heifst X reelle Zufalls-
variable.

Der Begriff Zufallsvariable ist zunéchst einmal nur eine Bezeichnung. Obwohl
sich diese sicherlich mit einiger Miihe rechtfertigen lasst, sei darauf hingewiesen,
dass es sich bei einer Zufallsvariablen keineswegs um eine Variable, sondern um
eine Abbildung handelt. Es ist daher nicht sinnvoll, den Begriff Zufallsvariable zu
intensiv zu interpretieren.

Beispiel 4.17 n Personen stimmen bei einer Abstimmung tiber zwei Vorschlage
A und B ab. Dabei entscheidet sich jede Person unabhdngig von den anderen
mit Wahrscheinlichkeit p € [0,1] fiir Vorschlag A und mit Wahrscheinlichkeit
1 — p fur B. Gesucht ist eine Moglichkeit zur stochastischen Modellierung des
Abstimmungsverhaltens der n Personen.

Als Ergebnis des Zufallsexperiments betrachten wir
w=(r1,...,7,) mit zy,...,z, € {0,1},

wobei x; = 1 bzw. x; = 0 bedeutet, dass die i—te Person fiir Vorschlag A bzw.
Vorschlag B stimmt.

Der zugehorige Wahrscheinlichkeitsraum ist dann (€, A, P) mit
Q={(r1,...,20) 12, €{0,1}}, A=P(Q) und P:A—[0,1]
festgelegt durch

P({(l’l, C ,Sl?n)}) = H(pml . (1 — p)l_mi) = pz?:l Zi, (1 _p)n—E?:l x;
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fiur xq,...,2, € {0,1}.

Interessiert man sich aber nur fiir die Anzahl der Stimmen fiir Vorschlag A (und
nicht fiir die Reihenfolge), so ist es naheliegend statt

(X1, ..., Ty)

nur
X((xl,,xn)):x1++xn

zu betrachten.
Da hier A = P(Q2) gewdhlt wurde, ist die Bedingung
X 1A)e A

trivialerweise fiir alle A" erfiillt. Also ist X (unabhéngig von der Wahl von A’)
eine Zufallsvariable gemafl obiger Definition. Im Folgenden bestimmen wir einen
Wahrscheinlichkeitsraum (2, A", Px), der das Zufallsexperiment mit Ausgang
X((x1,...,2,)) beschreibt.

Dabei setzen wir ' = Ny und A" = P(Np) und bestimmen die Wahrscheinlichkeit
Px({k}), dass X (w) den Wert k annimmt, gemaf

Px({k}) =P({w e @: X(w) = k}).
Fir £ > n gilt dann
Px({k}) =P{(z1,...,2,) €{0,1}" : 14+ -+ 2z, =k}) =P(0) =0,
wahrend fir 0 < k < n gilt:
Px({k}) =P ({(z1,...,2,) € {0,1}" : 214+ +x, =k}).

Es gibt (Z) n—Tupel (z1,...,2,) € {0,1}" mit x1 + - - -+, = k, fiir jedes dieser
n—Tupel gilt

P({(1,...,m,)}) = p=i=17 - (1= p)" 2= = pb (1 —p)"7F,

womit folgt

Pe(fb) = Y. Pl )b = (1) 0 (1-p ™

(@1,..,2n)€{0,1}™,
z1+ - tan=k

Py ist also eine Binomialverteilung mit den Parametern n und p.
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Beispiel 4.18 Um seinen aufwendigen Lebensstil zu finanzieren, beschliefit Stu-
dent S., seinen Lebensunterhalt durch Betreiben eines Glicksrads auf dem Cann-
statter Volksfest aufzubessern.

Nach Drehen bleibt dieses rein zufillig auf einem von 64 Feldern stehen. Bleibt
es auf einem der finf braun gefirbten Felder stehen, so erhdlt der Spieler einen
Mohrenkopf (Wert 20 Cent). Bleibt es auf einem der beiden rot gefirbten Felder
stehen, so erhdlt der Spieler eine rote Rose (Wert 3 Euro). Und bleibt es auf
dem einzigen schwarzen Feld stehen, so erhdlt der Spieler das Buch Statistik -
Der Weqg zur Datenanalyse von Fahrmeir, Kinstler, Pigeot und Tutz, Springer
2001 (Wert ca. 25 Euro). Auf den 56 ibrigen weiflen Feldern wird kein Gewinn

ausgegeben.

Gesucht ist eine Mdglichkeit zur stochastischen Modellierung des (zufalligen) Wer-
tes des Gewinns.

Der zufallige Gewinn X nimmt nur endlich viele Werte an, ndmlich nur die Werte
0,20, 300 und 2500 (in Cent). Wir bestimmen

fiir jeden dieser Werte:

Fir x = 300: X nimmt den Wert 300 an, wenn das Gliicksrad auf einem der
2 roten Felder stehenbleibt. Dass genau eines der beiden roten Felder von den
insgesamt 64 Feldern auftritt, kommt mit Wk. 2/64 vor. Daher gilt:

2
[ 300] el
Analog bestimmt man
56 5 1

Fiir alle anderen Werte x € R gilt P[X = 2] = 0. Wir setzen dann

P[X € B] = > P[X = k]
ke€{0,20,300,2500}NB

fir B C R.

Formal ist X eine Zufallsvariable, die definiert werden kann wie folgt:
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Wir beschreiben das Drehen am Gliicksrad durch einen Laplaceschen W-Raum
(Q, A, P) mit
Q={1,2,...,64},

A="P(Q)
und A
P(A) = @

Hierbei ist w € ) die Nummer des Feldes, auf dem das Gliicksrad stehenbleibt.
Die Felder 1 bis 5 seien braun, die Felder 6 und 7 seien rot, Feld 8 sei schwarz
und die Felder 9 bis 64 seien weif3.

Der bei Auftreten von Feld w ausgezahlte Gewinn ist gegeben durch

20 fir we{l,...,5}
300 fir we {6,7}
2500 fiir w =3

0 fir we{9,10,...,64}.

X(w) =

Die Wahrscheinlichkeit, dass X (w) in einer Menge B C R landet, wird dann
festgelegt gemaf

PX e B =P{weQ : X(w) € B})
Speziell gilt:

P[X = 20]:= P[X € {20)] = P(fw € Q : X() € {20}}) = P({1,2,3,4,5}) = .

Analog erhélt man

PIX —300] — P({6,7}) :634
1
" 64
56

PX =0] = P({9,10,...,64}) = =

P[X =2500] = P({8})

Dartiberhinaus gilt fiir B C R:
PXeB] = Plwe: X(w) € B})
= P({weQ: X(w) e {0,20,300,2500} N B})
= > P({weQ: X(w) =k}

£€{0,20,300,2500}NB

= > P[X = k.

k€{0,20,300,2500}NB
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Wie der folgende Satz zeigt, hat die Zuweisung (4.2) von Wahrscheinlichkeiten zu
Mengen immer die Eigenschaften, die wir fiir Wahrscheinlichkeitsmafle gefordert
haben.

Satz 4.5 Sei (2, A,P) ein W-Raum, (', A") ein Messraum und X : Q —
eine Zufallsvariable. Dann wird durch

Px(A) =P X1 (A)=P{weQ : X(w)ed}) (AecA)
ein W-Raum (Y, A',Px) definiert.

Beweis: Da X Zufallsvariable ist, gilt X '(A’) € A fir alle A’ € A’, und daher
ist Px wohldefiniert. Weiter gilt wegen P W-Maf3

Px(A)=P(X HA) >0
fiir alle A’ € A, sowie
Px(Q)=PX 1Y) =P{we: X(w) e Q})=P(Q) =1.
Sind dariiberhinaus A’, 4, ... € A’ paarweise disjunkt (d.h. gilt A; N A% = () fiir
i # j), so sind auch X 1(A}), X71(A)),... € A paarweise disjunkt, denn aus
weX M AYNXT(A) & weX (4] undwe X '(4))
& X(w) € A und X (w) € 4]
& X(w)eAnA
folgt X~'(Aj) N X~1(A}) = () fiir i # j. Beachtet man dariiberhinaus

we XU, A & X(w)eu A
dneN: X(w)e A,
IneN:we X HA)
we U XA,

Tt ¢

Woraus
X_I(UZO:lA;) = UZO:1X_1(A;1)
folgt, so erhélt man aufgrund der o-Additivitat des W-Mafles P:

Px (Ui’f’zlA;) =P (X_l (U;’ilA’n)) =P (U;"LlX‘l (A;z))
=Y P (X' (4)) =D Px(4),).

Mit Lemma 4.1 folgt die Behauptung. O
Fiir das in Satz 4.5 eingefithrte W-Maf ist die folgende Bezeichnung iiblich:
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Definition 4.20 Das in in Satz 4.5 eingefiihrte W-Mafi Px heifst Verteilung
der Zufallsvariablen X .

Bemerkung: Sei (€2, A, P) W-Raum. Dann ist P Verteilung der Zufallsvariablen
Y:0-Q Yw)=w.

Jedes W-Maf} kann also als Verteilung einer geeigneten Zufallsvariablen aufgefasst
werden. Daher ist es {iblich, die Begriffe W-Mafi und Verteilung synonym zu
verwenden.

Im Folgenden werden die bisher eingefithrten Bezeichnungen auf Zufallsvariablen
iibertragen. Dem Begrift W-Mafi mit Zahldichte entspricht der Begriff diskrete
Zufallsvariable.

Definition 4.21 Sei X eine reelle Zufallsvariable. Dann heiffit X diskrete Zu-
fallsvariable, falls fir eine endliche oder abzdhlbar unendliche Menge A C R
gilt:

PXeA =1,

d.h. falls X mit Wahrscheinlichkeit Eins nur Werte aus einer endlichen oder
abzdahlbar unendlichen Menge annimmt.

Definition 4.22 Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Werten x1, 2o, ... bzw.
mit Werten x1,...,xyx. Dann heifst

(PIX = 2p])pen  bow.  (PX =ai])pey  n
Zahldichte von X.

Beispiele fiir diskrete Zufallsvariablen:

1. Seien n € N und p € [0, 1]. Eine reelle Zufallsvariable X mit

n)pk(l —p)" " (ke{0,...,n})

k

heifit binomialverteilt mit Parametern n und p (kurz: b(n, p)-verteilt).

HX:@:(

Hierbei gilt:
PXe{0,....n}]=) PX=kl=(p+(1-p)"=1

und
P[X e R\{0,...,n}]=1-P[X €{0,...,n}] =0.
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2. Sei A € R,. Eine reelle Zufallsvariable X mit

N
heiflit Poisson-verteilt mit Parameter A\ (kurz: m(\)-verteilt).

Hierbei gilt:

P[XENO]:ZP[X:k‘]:e_A-ZF:e_)‘-e)‘zl
k=0 k=0

und
PX e R\No)=1-P[X € Ny =0.

Als néchstes iibertragen wir den Begriff W-MafS mit Dichte auf Zufallsvariablen.

Definition 4.23 Sei X eine reelle Zufallsvariable und sei f : R — Ry eine
Funktion mit [ f(z)dx = 1. Dann heifit X stetig verteilte Zufallsvariable
mit Dichte f, falls gilt

P[X € B] = /B fx)dz (B € B).

In diesem Fall heifst f Dichte von X bzw. von Py.

Beispiele fiir stetig verteilte Zufallsvariablen:

1. Seien a,b € R mit a < b und sei f : R — R, definiert durch

L fir a<z<b
P b—a — —_ )
flz) = { 0 fir z <aoderx>b.

Eine reelle Zufallsvariable X mit
P[X € B] = /Bf(:c)dx (B e B)
heiit gleichverteilt auf [a, b] (kurz: U([a, b])-verteilt).
2. Sei A € R, und sei f: R — R, definiert durch

A-e M fir x>0,
ﬂ@_{ 0 fir x<0.
Eine reelle Zufallsvariable X mit
P[X € B] = / f(z)dx (B € B).
B

heifit exponential-verteilt mit Parameter A (kurz: exp(\)-verteilt).
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3. Seien € R, 0 € Ry und sei f: R — R, definiert durch

1 o—p)?
e (x € R).

fx) =

2ro

Eine reelle Zufallsvariable X mit
P[X € B] = / f(x)dz (B € B)
B
heifit normalverteilt mit Parametern p und o2 (kurz: N(u, o?)-verteilt).

Als néchstes tibertragen wir den Begriff der Unabhéangigkeit auf Zufallsvariablen.

Definition 4.24 Sei (€2, A, P) ein W-Raum, seien (2, A;) (i =1,...,n) Messrdiume
und seien

Zufallsvariablen. Dann heiffen X1, ..., X, unabhangig, falls fir alle A; € A;
(i=1,...,n) gilt:
PXi€eA,. . .. X,eA])=P[XieA]  -PlX,eA,l.

Fine Folge (X,,)nen von Zufallsvariablen heifit unabhdngig, falls Xy, ..., X, un-
abhdngig sind fur jedes n € N.

Bemerkung:

a) In der obigen Definition wurden die Schreibweisen

P[X;€eA,....X, €A,
=P{weN: Xj(w) €A, ..., X, (w) € A})
=PH{weQ: Xi(w)eA}n - N{weN : X,(w) € A4,})

und
PX,cA]=P({weQ : X;(w)eA})

verwendet. Formal sind Ausdriicke wie X € A, wobei X eine Abbildung und A
eine Menge von Zahlen ist, natiirlich unsinnig. Da sie aber sowohl iiblich als auch
sehr suggestiv sind, werden sie im Folgenden vielfach verwendet.

b) Sind Xj, ..., X,, unabhéngig, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle Zufalls-
variablen gleichzeitig gewisse Bedingungen erfiillen, gleich dem Produkt der Ein-
zelwahrscheinlichkeiten.
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c) Die obige Definition der Unabhéngigkeit ist fiir n-Tupel von Zufallsvariablen
mit n > 2 etwas einfacher als die entsprechende Definition fiir Ereignisse, da
oben einige A; gleich €; gesetzt werden konnen und damit endliche Teilmengen
der Indexmenge automatisch mit erfasst werden.

Definition 4.25 Sei X eine reelle Zufallsvariable. Dann heifst die durch
F:R—R, F(z):=P[X <z|:=Px((—o0,z])

definierte Funktion die Verteilungsfunktion (kurz: Vf) der Zufallsvariablen X
(bzw. des W-Mafles Px ).

Bemerkung: Durch die Verteilungsfunktion sind die Werte von P x fiir alle In-
tervalle (a,b] (a,b € R, a < b) festgelegt:

Px ((a,b]) = Px ((—00,b]\ (—00,4a])
= Px ((—OO,b]) —Px ((—OO,CL])
F(b) — F(a).
Man kann zeigen, dass dadurch sogar das gesamte W-Mafl Py : B — R festgelegt
ist (1)

Beispiel 4.19 Sei X eine exp(\)—verteilte ZV, d.h.,

N-e N fiir x>0,

Pa() = [ fayde mit g0 ={ NS r20

wobei X > 0. Dann gilt fiir die Verteilungsfunktion F von X :

F(z) = Px((~00,2]) = / £(w) du

(—OO,:E}

B fox NoeMdy=1—e™* fir x>0,
o 0 fir x=<O.

Satz 4.6 (Eigenschaften der Verteilungsfunktion) Sei F die Verteilungsfunktion
einer reellen Zufallsvariablen X auf einem W-Raum (2, A, P). Dann gilt:

a) F(x) € [0,1] fir alle x € R,

b) F' ist monoton nichtfallend, d.h. aus 1 < x5 folgt F(x1) < F(x2),
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c) lim, .o F(z) =1, lim,,_ F(z) =0,
d) F ist rechtsseitig stetig, d.h.

lyig}F(y) = F(x)

fir alle x € R.

Zum Beweis von Satz 4.6 benotigen wir das folgende Lemma.
Lemma 4.6 Sei (2, A, P) ein beliebiger W-Raum.
a) Fir alle A, A, € A (n € N) mit

A C A CAC ... und UAn:A
n=1
gilt
lim P(A,) = P(A)

n—oo

(sog. Stetigkeit von unten des W-Mafles P ).
b) Fiir alle A, A,, € A (n € N) mit

A DA DA D ... und ﬂAn:A

n=1
qilt
lim P(A,) = P(A)

n—oo

(sog. Stetigkeit von oben des W—Mafes P ).

Beweis. a) Nachweis der Stetigkeit von unten: Wir zeigen,

lim P(A,) = P(A),

n—oo
indem wir beide Seiten separat umformen.

Zur Umformung der linken Seite stellen wir die Menge Ay dar als

Ay = A0 A\ Any).

n=2

Dabei haben die Mengen A, Ay \ Ay, ..., Ay \ Ay_1 paarweise leeren Schnitt.
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Mit der o—Additivitat von P folgt:

P(Ay) =P (Al U U(An \ An—l)) =P(4) + Z P(A,\ A;-1)

n=2

und damit

lim P(Ay) = lim (P(Al) —I-ZP(An\An—l))

N—oo N—oo
n=2

= P(4 jggrngPA \ Ani)
= A1+ZP n\ Ay

Zur Umformung der rechten Seite stellen wir die Menge U, A,, dar als

Ui An = AU [ J(An \ Any).

n=2
Dabei haben die Mengen Ay, A\ A;, A3\ As, ... wieder paarweise leeren Schnitt.
Mit der o—Additivitat von P folgt:

P (UL, A,) =P (Al U D(An \ An—l)) =P(4) + i P(A,\ 45-1)

n=2 n=2
Dies impliziert die Behauptung.
b) Nachweis der Stetigkeit von oben:

Es gilt:
Q\VA CO\ A CQ\ A3 C
und

Ui\ Ay = O\ (M2, 4,) = Q\ A

Anwendung der Stetigkeit von unten ergibt:

Tim P (Q\ 4,) =P (2 A).
Mit
P(Q\A,)=1-P(4,) ud P(@Q\A) =1-P(A)
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folgt
lim (1-P(A,)=1-P(4),

n—~0o0

also
lim P(A4,) =P(A).

n—oo

Beweis von Satz 4.6.
a) Da Px W-Ma# ist, gilt

F(z) =P[X < z] =Px((—o0,z]) € [0,1].

b) Fiir z; < x5 gilt (—o0,x1] C (—00, 2], und dies wiederum impliziert

F(a1) = Px((=00,21]) < Px((=00,25]) = F(x2).

c1) Nachweis von lim, ., F(x) = 1:

Sei (zp,), eine beliebige monoton wachsende Folge reeller Zahlen mit x,, — oo
(n — o0). Dann gilt

(=00, 1] C (—00,29) C ... und U2, (—o0,z,] =R,
und mit der Stetigkeit von unten des W-Mafles P x folgt

lim F(z,) = lim Py ((—o0,z,]) =Px(R)=1.

Aufgrund der Monotonie von F' folgt daraus die Behauptung.
c2) Nachweis von lim,_,_ F(x) = 0:

Sei (x,), eine beliebige monoton fallende Folge reeller Zahlen mit z, — —oo
(n — o0). Dann gilt

(—00, 1] 2 (—00,29] 2 ... und N, (—o0,x,] =10
und mit der Stetigkeit von oben des W-Mafles P x folgt

lim F(z,) = lim Py ((—o0,x,]) =Px(0)=0.

Aufgrund der Monotonie von F' folgt daraus die Behauptung.
d) Nachweis von lim,_., ,~, F(y) = F(z):
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Sei (), eine beliebige monoton fallende Folge reeller Zahlen mit x,, — = (n —
o0). Dann gilt

(—o0, 1] D (=00, 2] D ... und N2, (—o0, x| = (—o0, ]
und mit der Stetigkeit von oben des W-Mafles P x folgt

lim F(xz,) = lim Py ((—o0,z,]) =Px ((—o0,z]) = F(z).

n—oo n—0o0

Aufgrund der Monotonie von F' folgt daraus die Behauptung. O

Beispiel 4.20 Die zufdllige Lebensdauer X der Batterie eines Computers sei
exp(\)—verteilt. Um die Wahrscheinlichkeit eines plotzlichen Ausfalls des Rech-
ners zu verringern wird diese spdatestens nach einer festen Zeitt > 0 ausgetauscht,
d.h., fir die Betriebszeit Y der Batterie gilt

Y(w) = min{X(w),t} (weQ).
Zu ermitteln ist die Verteilungsfunktion G von Y.

Wegen
min{X(w),t} <y <& X(w)<yodert<y
gilt
G(y)
= Py ((—00,y]) = P[min{X, t} <y
=P ({weQ: min{X(w),t} <y}})

P(Q)=1 fir y >t
= PHwe: Xw<y})=PX<yl=1-—e™ fir 0<y<t,
P)=0 fir y <O.

4.6 Erwartungswert

Sei X eine reelle Zufallsvariable. Im Folgenden wird festgelegt, was man unter
dem “mittleren Wert” des Ergebnisses X (w) des zugehorigen Zufallsexperiments
versteht.

Dieser Begriff ist in vielen Anwendungen von zentraler Bedeutung. Z.B. wird oft
versucht, einen moglichst hohen (zufélligen) Gewinn zu erzielen, indem man den
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“mittleren Gewinn” (bei Versendung von Werbung, Vergabe von Krediten, Kauf
von Aktien, etc.) optimiert.

Das weitere Vorgehen wird mit Hilfe der drei folgenden hypothetischen Beispiele
illustriert werden:

Beispiel 4.21 FEin “echter” Wiirfel wird so lange geworfen, bis er zum ersten
Mal mit 6 oben landet.

Wie oft wird der Wiirfel dann “im Mittel” geworfen ¢

Beispiel 4.21 kann durch eine diskrete Zufallsvariable mit Werten in N beschrieben
werden.

Beispiel 4.22 Dozent K. fahrt nach seiner Statistik Vorlesung immer mit der
S-Bahn nach Vaithingen. Diese fdahrt alle 10 Minuten. Da Dozent K. sich die
genauen Abfahrtszeiten nicht merken kann, trifft er rein zufdllig innerhalb eines
zehnmintitigen Intervalls zwischen zwei aufeinanderfolgenden Abfahrtszeiten am
Bahnhof ein.

Wie lange muss Dozent K. dann “im Mittel” warten ¢

Die Wartezeit in Beispiel 4.22 ist rein zufillig im Intervall [0, 10] verteilt und wird
daher durch eine auf [0, 10] gleichverteilte Zufallsvariable, d.h. durch eine stetig
verteilte Zufallsvariable mit Dichte, beschrieben.

Beispiel 4.23 Student S. fahrt immer mit dem Auto zur Uni. Dabei passiert er
eine Ampelanlage, bei der sich eine einminiitige Grinphase mit einer zweiminiti-
gen Rotphase abwechselt.

Wie lange wartet er “im Mittel”, wenn seine Ankunft an der Ampel rein zufallig
innerhalb eines dreiminttigen Intervalls, bestehend aus Grin- und Rotphase, er-

folgt ¢

Die Zufallsvariable X, die die zufillige Wartezeit an der Ampel beschreibt, ist
weder diskret verteilt noch stetig verteilt mit Dichte (denn aus letzterem wiirde
folgen:

P[X =0] < P[X € (—¢,¢€)] :/_E f(z)de — 0 (e —0),

was im Widerspruch steht zu P[X = 0] = 1/3).
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4.6.1 Diskrete Zufallsvariablen

Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Werten x1, xs,--- € R. Dann ist es nahe-
liegend, als “mittleren Wert” von X das mit P[X = z;] gewichtete Mittel der
Zahlen z; zu wahlen:

Definition 4.26 Sei X cine diskrete Zufallsvariable mit Werten x1,xq,--- € R.
Dann heift

EX =) - P[X =z
k=1
— sofern existent — der Erwartungswert von X.

Anwendung im Beispiel 4.21: Fiir die zufillige Anzahl X der Wiirfe des
Wiirfels in Beispiel 4.21 gilt

PX =k = P[l Augenzahl € {1,...,5},...,(k — 1)te Augenzahl € {1,...,5},
k — te Augenzahl = 6]

Damit erhalt man

k—1

< 1 (5 1 d & L1
k=1

k=0

Beispiel 4.24 Wir betrachten nochmals das Gliicksrad aus Beispiel 4.18. Be-
stimmen mdchten wir den “mittlere Gewinn” (Erwartungswert) beim Drehen an
diesem Glicksrad.

Der zuféllige Gewinn X nimmt hier nur die Werte 0, 20, 300 und 2500 an, und
zwar mit den in Beispiel 4.18 bestimmten Wahrscheinlichkeiten P[X = 0] =
56/64, P[X = 20] = 5/64, P[X = 300] = 2/64 und P[X = 2500] = 1/64.

Damit ergibt sich der mittlerer Wert ( Erwartungswert) des zufélligen Gewinns X
als

EX = 0-P[X =0]+20-P[X = 20]+ 300 - P[X = 300] + 2500 - P[X = 2500]

56 5 2 1
= 0050 #2000+ 300 = 42500

= 50.
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Beispiel 4.25 X sei eine b(n, p)-verteilte Zufallsvariable (n € N,p € [0,1]), d.h.

PIX = k] = (Z) PP —p)" (ke {o,...,n}).

Dann gilt

k=1
“/n—-1 _ 1) —(f—
By
k=1
= n-p-(p+(1-p)""
= n-p.

P[X = k] ﬁe—k (k € Ny)
Dann gilt
- A¥ A — A A A —A
EX — A A A
kz:%k: o e A kz:; = 1) e A-et-e A

4.6.2 Stetig verteilte Zufallsvariablen

Im Falle einer stetig verteilten Zufallsvariablen X mit Dichte f ersetzt man die
Summe in der obigen Definition durch das entsprechende Integral:

Definition 4.27 Sei X eine stetig verteilte Zufallsvariable mit Dichte f. Dann
heifst

EX:/ x- f(x)dx
— sofern existent — der Erwartungswert von X.

Anwendung im Beispiel 4.22: Die zufallige Wartezeit auf die S-Bahn in Bei-
spiel 4.22 wird durch eine auf [0, 10] gleichverteilte Zufallsvariable X beschrieben,
d.h. durch eine stetig verteilte Zufallsvariable mit Dichte

L fir 0<z<10
_J) 10 =4 = 1Y
f(z) { 0 fiur z <0 oder z > 10.
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Damit folgt fiir die mittlere Wartezeit:

10 1 :L.Z
EX = . drx = c—dr = —
/Rx f(z)dx /0 T 175% =35

Beispiel 4.27 X sei eine exp(\)—verteilte Zufallsvariable, d.h.

= 9.

=0

A-e fiir x>0,

Pa(d) = [ sayde mit g0 ={ N0 20

wobet A > 0. Dann gilt

A

= z=0

EX = / T-XN-e My = —x e M
0

o o0 1 o
+/ e dr =0 — — e M
=0 0

> =

Beispiel 4.28 X sei eine N(a,0?)-verteilte Zufallsvariable, d.h.

Py(A) = /A flx)de mit f(z) = L ~ap/eo?)

2ro

Dann gilt

o = [ e
oo 2o

xr —a 2 2 *°
_ —(z—a)?/(20?)
= e d:)s+a-/

—oo V21O o
= 04+a=ua.

- L /o) g,
2o

Dabei wurde beim dritten Gleichheitszeichen ausgenutzt, dass der erste Integrand
punktsymmetrisch beziiglich x = a ist, und dass beim zweiten Integral tuber eine
Dichte integriert wird.

4.6.3 Berechnung allgemeinerer Erwartungswerte

Wie aus Beispiel 4.23 ersichtlich wird, reichen die bisher behandelten Spezialfalle
nicht aus. Im néchsten Unterabschnitt wird eine wesentlich allgemeinere (aber
auch etwas kompliziertere) Definition des Erwartungswertes gegeben. Die wich-
tigsten Konsequenzen daraus werden in diesem Unterabschnitt kurz zusammen-
gefasst und an einigen Beispielen illustriert.
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Die allgemeine Definition des Erwartungswertes erfolgt durch Definition eines
Integrals [, X (w)dP(w).

Ist h: R — R eine (messbare) reelle Funktion, und ist X eine diskrete Zufallsva-
riable mit Werten x1, zo,--- € R, so gilt:

o0

Eh(X) =Y h(x) - P[X = a).

Ist dagegen X stetig verteilt mit Dichte f, so gilt

Eh(X) = /_ " @) - f(2) da

(e 9]

Mit h(z) = z folgen daraus die bisher eingefithrten Berechnungsvorschriften fiir
Erwartungswerte.

Anwendung im Beispiel 4.23: Sei X die zufillige Ankunftszeit an der Ampel.
Nach Voraussetzung ist diese auf dem Intervall [0, 3] gleichverteilt. Da die Ampel
im Intervall [0, 1) griin und im Intervall [1, 3] rot ist, gilt fiir die zuféllige Wartezeit
Z an der Ampel:

Z =h(X) mit h(x):{3 0 fur 0<z<l,

—x fur 1<z<3,

Damit folgt

EZ — Eh(X):/OO h(:)s)-f(a:)d:)s:/o h(x)édz

3 1 1,)? 2
= 3—2) —dr =1 — —a2 =Z.
/1( x) 3 rT=1 6x T3

Beispiel 4.29 Die zufillige Zeit, die eine Internet Suchmaschine bis zum Finden
der Antwort auf die Anfrage eines Benutzers bendtigt, werde durch eine exp(\)—
verteilte reelle Zufallsvariable X angegeben. Um geniigend Zeit fir die Prdsenta-
tion von Werbung zu haben, wird dem Benutzer die Antwort aber grundsdtzlich
nicht vor Ablauf einer festen Zeit t > 0 gegeben, d.h. fir die zufillige Zeit Y bis
zur Beantwortung der Anfrage des Benutzers gilt

Y (w) = max{X (w),t} (weQ).

Wie lange muss der Benutzer dann im Mittel auf die Antwort auf seine Anfrage
warten ¢
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Man erhalt:

EY = / max{z,t} - X e *dx
0

t 00
= / max{z,t} - \-e " dx + / max{z,t} - \- e dx
0 ¢

t [e%¢]
= / t-X-e Mdr + / r-\-e Mdx
0 t

= e et g [t
=0 r=t t
X\t a1 —)\moo
= t-e +t—0+t-e ——-e
)\ x=t
1
= t+—-e
A

Beispiel 4.30 Nach erfolgreichen Beenden des Cannstatter Volksfestes beschliefst
Student S., sich geschdftlich weiterzuentwickeln, und erdffnet einen Weihnachts-
baumgrofShandel. Dazu kauft er von einem Forster 10.000 Weihnachtsbdume, de-
ren Groffen rein zufdallig zwischen 50cm und 300cm schwanken.

Zur Festlequng der Preise betrachtet er die beiden folgenden Maglichkeiten:
Bei Méglichkeit 1 verlangt er fiir jeden Baum pro Zentimeter Lange 10 Cent.

Bei Mdglichkeit 2 legt er den Preis (in Euro) eines Baumes in Abhdngigkeit von
der Linge x des Baumes in Zentimeter fest gemaf

6 fir x <100,
h(z) =14 6+ (z—100)- & fir 100 <z < 250,

30 fir x> 250.
Bei welcher der beiden Moglichkeiten ist der mittlere Verkaufserlos hoher ¢
Erstes Preissystems in Beispiel 4.30:

Als Ergebnis des Zufallsexperiments (Festlegung des Preises fiir den zuféllig aus-
gewéahlten Baum geméfl 10 Cent pro Zentimeter) erhdlt man einen Wert, der rein
zufallig zwischen 5 Euro und 30 Euro schwankt. Dabei kann jeder Wert zwischen
5 und 30 auftreten, daher kann dieses Zufallsexperiment nicht durch eine diskrete
Zufallsvariable beschrieben werden.

Statt dessen verwendet man hierbei eine stetig verteilte Zufallsvariable mit Dichte,
d.h. man setzt

P[X € B] :/Bf(x)d:z
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fiir B C R, wobei f : R — R eine Funktion mit [ f(z) dz = 1 ist (sogenannte
Dichte).

Da hier der Wert von X rein zufallig zwischen 5 und 30 schwanken soll, setzt man

30—-5 25

f() = == =5 fir 5 <z <30,
)= 0 fir <5 oder z > 30.

X ist damit eine auf dem Intervall [5,30] gleichverteilte Zufallsvariable.

Der mittlere Verkaufserlos ist hier gegeben durch

EX—/OOSC f(z)d —/30x Lgpo Lo _ars
) L T s TR e T

Beschreibung des zweiten Preissystems in Beispiel 4.30:

Als Ergebnis des Zufallsexperiments (Festlegung des Preises fiir den zuféllig aus-
gewdhlten Baum als Funktion i von der Lange x) erhélt man einen Wert, der
zwischen 6 Euro und 30 Euro liegt. Dabei kann jeder Wert zwischen 6 und 30
auftreten, daher kann dieses Zufallsexperiment nicht durch eine diskrete Zufalls-
variable beschrieben werden. Dariiberhinaus ist aber die Wahrscheinlichkeit, dass
der Wert 6 auftritt, grofler Null, woraus folgt, dass das Zufallsexperiment auch
nicht durch eine stetig verteilte Zufallsvariable mit Dichte beschrieben werden
kann.

Statt dessen beschreiben wir die zufallige Lange X des Baumes durch eine auf
eine auf dem Intervall [50, 300] gleichverteilte Zufallsvariable, d.h.

Pmem:/ﬂ@w
B
fir B C R, wobei f: R — R, gegeben ist gemaf

f) = sooss = 555 fur 50 < @ < 300,
0 fiir x <50 oder x > 300,

und beschreiben dann den Preis eines zuféllig ausgewahlten Baumes durch h(X),

d.h. bei Lange X (w) betriagt der Preis h(X (w)) mit

6 fir x <100,

h(z) =4 6+ (z—100)- 2 fir 100 <z < 250,

30 fir x> 250.
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Fir den mittleren Verkaufserlos erhalt man hier:

Eh(X)

/ h(x dx
300

/ h(z) - — dz
50 " 250

100 1 250 24 1 300 1
— | 6 —d 6+ ( — 100 —d 30 —d
/50 250 :c+/100( (@ ) 150" 250 ”H/50 250 "

6 100 1 24 1 250 30 300
=550 " * (6 o+ 5o — 100y 150) 5500 T 950" Plamaso
= 18.

Also ist der mittlere Verkaufserlos beim zweiten Preissystem hoher als beim ersten
Preissystem.

Aus der allgemeinen Definition des Erwartungswertes als Integral folgt aufgrund
der Linearitat des Integrals auch

e E(X+Y)=EX+EY, fiir beliebige reelle Zufallsvariablen X und Y, sowie

e E(a-X) =« -EX, fiir beliebige o € R und beliebige reelle Zufallsvariablen
X.

Beispiel 4.31 Zehn perfekten Schiitzen stehen zehn unschuldige Enten gegentiber.
Jeder Schiitze wahlt zufdllig und unbeeinflusst von den anderen Schitzen eine Ente
aus, auf die er schiefit. Wieviele Enten tiberleben tm Mittel ¢

Sei X die zufallige Anzahl der iiberlebenden Enten. Dann ist X eine diskrete
Zufallsvariable die nur Werte in {0,...,9} annimmt. Damit erhdlt man den Er-

wartungswert von X zu
9
EX =) i PX=
i=0

Problematisch daran ist, dass die Wahrscheinlichkeiten P[X = i] schwierig be-
stimmbar sind. Als Ausweg bietet sich die folgende Darstellung von X an:

10
X=> X,
=1

wobei

Y. — 1 falls Ente 7 iiberlebt,
‘1 0 falls Ente i nicht iiberlebt.
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Mit
10 g\
PX;,=1]= HP[SChﬁtzej ziehlt nicht auf Ente i] = (—)
1 10
folgt
9\
xi=1=(35)

und daraus wiederum

EX:E{ZXZ} ZE{X}_H) (190)1(]%3.49‘

i=1

4.6.4 Mathematisch exakte Definition des Erwartungswer-
tes

Im Folgenden wird definiert:
EX = / X(w)dP(w) ~ Y X(w) - P({w}),
we

d.h. der Erwartungswert wird als (geeignet definiertes) Integral eingefiihrt, das
anschaulich der mit den Wahrscheinlichkeiten P({w}) gewichteten Summe der
Ergebnisse X (w) des Zufallsexperiments entspricht.

Zur exakten Definition des obigen Integrals werden die folgenden Begriffe benotigt:
Definition 4.28 (Q, A) sei Messraum.
a) Fine Funktion f : Q — R heifft A — B—messbar (kurz: messbar), falls gilt:

' B)={weQ: flw)e B} A fiiralle B € B.

b) Jede Funktion f :Q — R mit

n
= E (07 1A7;7
=1

wobei n € N, aq,...,a, € R, Ay,... A, € A, {Ay,..., A} Partition von €,
heif$t einfache Funktion.
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c) FEine Folge von Funktionen f, : & — R konvergiert von unten gegen
f:Q—=R, falls gilt:

filw) < folw) < ... wund lim f,(w) = f(w) fir allew € Q.

n—oo

Schreibweise dafir: f, T f.

Definition 4.29 Allgemeine Definition des Mafintegrals.
(Q, A, ) sei Mafraum, f:Q — R sei messbar.

a) Ist f =>"" o, - 14, eine nichtnegative einfache Funktion, so wird definiert:
/fd,u = Zai - p(A;).
i=1

b) Ist f nichtnegativ einfach, so wird definiert:

[ an=tin [ fudn
wobei (fn)nen eine beliebige Folge nichtnegativer einfacher Funktionen ist

mit fn 1 [
FEine solche Folge existiert immer, z.B. kann man wdhlen:
n-2"—1

Fo= Lo+ Y Sl p ey
k=0

PIg

c) Nimmt f auch negative Werte an, so wird
ffw) = max{f(w),0},
[ (W) = max{—f(w),0}

gesetzt (so dass gilt: f(w) = fT(w) — f~(w), wobei fT(w) >0, f~(w) >0), und
im Falle

/f+d,u < oo oder /f_d,u < 0o

[tan= [ rran- [ £an

wird definiert:
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Schreibweisen:
Jran= [ rau= [ s e = [ f@)due) = [ e = [ e

Bemerkung: Das obige Integral ist wohldefiniert, da gilt
(i) Ist

= ZO@lAZ- = Zﬂlej
i=1 j=1

mit o, 8, € R, A;,B; € A, {A, : i=1,....,n}und {B; : j=1,...,m}
Partitionen von €2, so gilt

ZO(Z,U Zﬁg#

Begriindung: Da {B; : j =1,...,m} Partition von (2 ist, gilt

wobei die Mengen in der letzten Vereinigung paarweise leeren Schnitt haben.
Aufgrund der o-Additivitat von P folgt daraus

n

iai,uu AN Bj) ZZ@ZMA N B;).
i=1

i=1 j=1

Analog erhélt man

n

r.S. —Zﬁju (U AinB)) =Y > Biu(A;NBy)

7j=1 7j=1 i=1

Ist nun A; N B; # 0, so folgt durch Wahl von w € A; N B;:

= ZaklAk<w) =q; sowie f(w)= Zﬂlek(u)) = 0j,
k=1 k=1

also gilt in diesem Fall o; = (3;. Dies impliziert [.S.=r.S., w.z.z.w.

(ii) Man kann dariiberhinaus (mit Hilfe eines etwas technischen Beweises) zeigen,
dass der Grenzwert in b) existiert und unabhéngig von der Wahl der f,, mit f, T f
ist.
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Definition 4.30 W-Raum (Q, A, P), X : Q — R reelle ZV. Dann heifst

EX ::/QX(w) dP(w)

— sofern existent — der Erwartungswert der Zufallsvariablen X.

Einige niitzliche Eigenschaften des Integrals werden beschrieben in

Satz 4.7 (2, A, u) Mafraum, f,g:Q — R messbar, « € R. Dann gilt:

a)
/(f+g)du=/fdu+/gdu-
[ nau=a- [ sau

fw) <gw) firalleweQ = /fduﬁ/gd,u.

b)

115

Folgerung: E(X; + X5) = E(X;) + E(X,) und E(a - X) = a - E(X), wobei
X1+ X5 bzw. a- X die Zufallsvariablen mit Werten X (w) + Xo(w) bzw. a - X (w)

sind.

Beweis von Satz 4.7:

a) Gemas der schrittweisen Definition des Integrals erfolgt der Beweis schrittweise
fiir nichtnegative einfache Funktionen, nichtnegative Funktionen und beliebige

messbare Funktionen.

Fall 1: f, g nichtnegativ einfach

Sei f=>" 14, und g = Z;”:l Bilp,, mit A;, B; € Aund {A,,..., A} bzw.

{B,..., B} seien Partitionen von 2. Wegen

und A; N By, ..., A; N B,, paarweise disjunkt gilt dann

m
1Az‘ = E 1Az‘ﬂBj7
Jj=1



4. W-THEORIE 29.09.2000l 116

woraus folgt

m
§ a']-AiﬂBj'

f =
i=1 j=1
Analog erhélt man
= Z ﬂ'lAiﬂBj .
=1 j=1
Damit .
FHg=> Y (a+5) Llans,, (4.3)

i=1 j=1

und aus der Definition des Integrals folgt

/(f+g)du - Zzaz+ﬁ] u(A; N By)

’lljl

::EZZp% (A;N By) +222@ (AN By)

=1 j5=1 i=1 j=1

= /fd,u—l—/gd,u.

Fall 2: f, g nichtnegativ

Waéhle nichtnegative einfache Funktionen f, und g, mit f, T f und g, T ¢g. Dann
sind f, + g, einfache Funktionen (vgl. (4.3)) mit f, + g, T f + g, und aus der
Definition des Integrals bzw. des ersten Falles folgt

/(f+g)du = Jgrgof(fn+gn)du

=t ([ focin)

= lim [ f,dpu+ lim /gnd,u

n—oo

= /fd,u—i—/gd,u.

Fall 3: f, g beliebig

Aus
fHo=U+9) = (f+9)"
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und
frg=0"—f)+" —9)
folgt
(fTH+g)+f +g =fT+g +(f+9)
Anwendung des Integrals auf beiden Seiten dieser Gleichung und Verwendung des
Resultats von Fall 2 ergibt

Je+oraus [1aus [qan= [ aus [grans (740 an

woraus folgt

/(f+9)dﬂ = /(f+9)+du—/(f+g)‘du
= /f*du—/f‘du+/g+du—/g‘du
= /fdu+/gdu.

b) Fiir @ > 0 folgt die Behauptung analog zu a), fiir « = 0 ist sie trivial. Fiir
a < 0 gilt

(@ f)T=(=a)-f7 wnd (a-f)" =(-a) f".
Unter Benutzung des Resultates fiir den Fall & > 0 und der Definition des Inte-
grals folgt daraus

Je-naw = [@-ntau- [ 5 au
= oy ([ rau- [ rran)
= a-/fdu.

c) Aus f(w) < g(w) fur alle w € Q folgt g(w) — f(w) > 0 fir alle w € Q.
Nach Definition des Integrals ist das Integral im Falle nichtnegativer Funktionen
nichtnegativ, was impliziert

/(g—f)duzo.

/gdu—/deZ/(g—f)duzo.

Mit a) und b) folgt
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Die nachsten beiden Séatze bilden die Grundlage zur Berechnung von Erwartungs-
werten.

Satz 4.8 (Transformationssatz fir Integrale)

(Q, A, P) sei ein W-Raum, X sei eine reelle ZV und h : R — R sei messbar.
Dann gilt

| e ipe) = [ hwpdpxo)

R
wobei P x die Verteilung von X ist, d.h.,

Px(B)=P(X"(B)) (B € B).

Beweis: Gemaf der schrittweisen Definition des Integrals erfolgt der Beweis wie-
der schrittweise fiir nichtnegative einfache Funktionen, nichtnegative Funktionen
und beliebige messbare Funktionen. Im Folgenden wird die Behauptung nur im
Falle h nichtnegativ einfach gezeigt. Der allgemeine Fall folgt daraus analog zum
Beweis von Satz 4.7, Teil a).

Sei also h = Y"1 | ;- 14, nichtnegativ und einfach. Dann gilt
MXW) = D 14X ()
i=1

= Zai Ax-10ay (W),
=1

und aus der Definition des Integrals und der Verteilung von X folgt:
[ HX@)aPE) = Y arP (X (4)
Q i=1
i=1
_ / h(z) dPx (x).
R
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Satz 4.9 (2, A, P) sei W-Raum, X sei reelle Zufallsvariable und g : R — R sei
messbar.

a) Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit Werten xq,xs, ..., so gilt
/ ) dP x(w Z g(zk) = k.
R

b) Ist X eine stetig verteilte Zufallsvariable mit Dichte f, so gilt

/R §(w) dPx (w) = / 4(2) - f(z) da.

Beweis: Gemaf der schrittweisen Definition des Integrals erfolgt der Beweis wie-
der schrittweise fiir nichtnegative einfache Funktionen, nichtnegative Funktionen
und beliebige messbare Funktionen. Im Folgenden wird die Behauptung nur im
Falle g = " | a;- 14, gezeigt, der allgemeine Fall folgt daraus analog zum Beweis
von Satz 4.7, Teil a).

a) Aus der Definition des Integrals und der Wahl von X folgt:
/g(w) dPx(w) = Y a; Px(4
R i=1
= Y ai- Y PX=

i=1 kixp€A;

= Z Z a; - P[X = x]

i=1 k:xp€A;

= > > gla) - PIX =

i=1 k:xp€A;

= Zg(xk) -P[X = ],
k=1

wobei fiir die letzte Gleichheit benutzt wurde, dass {Ay, ..., A,} eine Partition
von R ist.
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b) Aus der Definition des Integrals bzw. der Wahl von X folgt:

[ o)) = Za Py(A)
= gai~[4if(x)dx
= Z/Aiai-f(a:)dx

_ Z/g@:) (o) dr
_ / 9(@) - f(z) d

wobei fiir die letzte Gleichheit benutzt wurde, dass {A;,..., A,} eine Partition
von R ist. O

Korollar 4.1 Sei X eine reelle Zufallsvariable und h : R — R messbar.

a) Ist X diskrete Zufallsvariable mit Werten xy, s, ..., so gilt:
Eh(X) =Y h(z) - P[X = xy],
k=1
insbesondere (mit h(zx) = x)

k=1

b) Ist X stetig verteilte Zufallsvariable mit Dichte f, so gilt
BA(X) = [ ba) - f(2) do.
insbesondere (mit h(z) = x) )
EX:/R:c-f(x)d:c.

Beweis: Geméaf der Definition des Erwartungswertes und Satz 4.8 gilt

Eh(X) = /Q h(X (w)) dP(w) = / h(z) dPx(z).

R

Mit Satz 4.9 folgt daraus die Behauptung. O
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4.7 Varianz

Der Ewartungswert beschreibt den Wert, den man “im Mittel” bei Durchfiihrung
eines Zufallsexperiments erhalt. In vielen Anwendungen reicht diese Information
aber keineswegs aus. Interessiert man sich z.B. fiir den Kauf einer Aktie, so mochte
man nicht nur wissen, was man im Mittel daran verdient. Vielmehr mochte man
im Hinblick auf die Beurteilung des Risikos, das man eingeht, unter anderem auch
wissen, wie stark der zukiinftige Erlos um diesen mittleren Wert schwankt. Ein
Kriterium zur Beurteilung der zufalligen Schwankung des Resultats eines Zufalls-
experiments ist die sogenannte Varianz, die die mittlere quadratische Abweichung
zwischen einem zufalligen Wert und seinem Mittelwert beschreibt:

Definition 4.31 Sei X eine reelle ZV fiir die EX existiert. Dann heifst
V(X)=E(X -EX[)

die Varianz von X.

Wir illustrieren diesen neu eingefiihrten Begriff zunachst anhand zweier Beispiele.

Beispiel 4.32 Wir betrachten nochmals das Gliicksrad aus Beispiel 4.18. Wie
wir in Beispiel 4.32 gezeigt haben, betrdgt der Wert des Gewinnes dabei vm Mit-
tel 50 Cent. Im Folgenden maochten wir wissen, wie stark der zufdllige Gewinn um
diesen Wert schwankt. Dazu bestimmen wir die mittlere quadratische Abweich-
nung zwischen zufdalligem Gewinn und dem mittleren Gewinn von 50 Cent.

Der mittlere Wert ist hier EX = 50, die tatsachlich auftretenden Werte sind
0,20, 300 und 2500, damit sind die quadratischen Abweichungen gleich

(0 — 50)% = 502, (20 — 50)% = 302, (300 — 50)? = 2507, (2500 — 50)* = 24502

Diese treten mit den Wahrscheinlichkeiten

56 5

2 1
P[X = 0] = = P[X = 20] = 7. P[X = 300] = = und P[X = 2500] = .

Als mittlere quadratische Abweichung erhalt man damit

56 5 2 1
X) =502 = 2. = 42507 — +2450% . — ~ 98.
V(X) =50 64+30 64+ 50 64+ 50 5 98.000

(Rechnung in Euro ergibt ~ 9,8 Euro?).
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Beispiel 4.33 Sei X N(a,o0?) verteilt. Dann gilt EX = a (vgl. Beispiel 4.28)

und -
1 _(@—a)?

VIX) = B(X — af) = / (7 — ) - e
o 2ro
Mit der Substitution uw = (v — a)/o und partieller Integration folgt
o 1 u?
V(X) = 02/ w——-e 7 du
—oo 2m

Als néchstes leiten wir einige niitzliche Rechenregeln fiir die Berechnung von
Varianzen her:

Satz 4.10 Sei X eine reelle ZV fiir die EX existiert. Dann gilt:

a)
V(X) = E(X?) - (EX)%

b) Fiir alle o € R:
Via-X)=a* V(X).

c) Fir alle § € R:
V(X + ) =V(X).

Beweis:
a) Aufgrund der Linearitét des Erwartungswertes gilt:
V(X) = E(X-EX])=E(X*-2-X-E(X)+ (EX)?)

= E(X?) -2 EX) EX)+ (EX)’=E(X? — (EX)~

b)

Vie-X)=E(Jla- X —E(a-X)]’) =E (- | X — E(X)) = o* - V(X).
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c)
VIX+3) = E(|(X+8)—EX+
E(|X+3-(EX)+
= E(|X —EX)]’) = V(X).

Beispiel 4.34 Sei X 7(\)-verteilt, d.h.

)\k
P[X =k| = 0 e (ke Ny).
Dann gilt EX = \ (siehe Beispiel 4.26) und
2 e A
E(X?) = > k e
k=0
[ A o oo )\k o
= Zk‘ (l{:—l)-H-e —I—Zk‘ e
k=1 k=1
OO AF—2 OO AF—1
= . AP ce
kz:;(k:—Z)' —~ (k—1)!
= A+

und damsit
V(X)=EX?) - (EX) =\ +)) -\ =]\

Der folgende Satz zeigt, dass die Varianz wirklich zur Abschiatzung der Abwei-
chung zwischen X (w) und EX verwendet werden kann:

Satz 4.11 Sei X eine reelle ZV fur die EX existiert und sei e > 0 beliebig. Dann
gilt:

a)
E(X]")

P[|X| > ¢ < fiir alle r > 0.

(Markovsche Ungleichung)
b)
V(X)

€2

P[|X —EX|> ¢ <
(Tschebyscheffsche Ungleichung)



4. W-THEORIE 29.09.2000l 124

Bewelis:

a) Wir definieren zusétzliche Zufallsvariablen Y und Z wie folgt: Y (w) sei 1 falls
| X (w)| > € und andernfalls 0,

Ist dann Y (w) = 1, so folgt Z(w) > 1 = Y (w), und ist Y (w) = 0 so ist Z(w) >
0 =Y(w). Also gilt Y (w) < Z(w) fiir alle w, was impliziert EY < EZ. Mit der
Definition des Erwartungswertes folgt:

B(X])

67‘

P[|X|>¢=EY <EZ =

b) Setze Y = (X — EX). Dann folgt aus a) mit r = 2:

P[X —EX|>d =P[Y]>d < 20 ) —

Als néachstes tiberlegen wir uns, wie die Varianz einer Summe von Zufallsvariablen
mit den Varianzen der einzelnen Zufallsvariablen zusammenhéngt. Im Falle von
Unabhangigkeit zeigen wir, dass die Varianz der Summe gleich der Summe der
Varianzen ist. Ein wichtiges Hilfsmittel dazu ist:

Satz 4.12 Sind X, Xy unabhingige reelle ZVen fir die E(X;), E(X;) und
E(X; - X5) existieren, so gilt:

E(X: - X;) = E(Xy) - E(Xy)
(ohne Beweis)

Damit konnen wir zeigen:

Satz 4.13 Sind X, Xy unabhingige reelle ZVen fir die E(X;), E(Xs) und
E(X; - Xs) existieren, so gilt:

V(X1 + Xo) =V(Xy) + V(Xy)



4. W-THEORIE 29.09.2000l 125

Beweis:
V(X1 + Xs)
=E (|(X, - EX)) + (X, - EX;)]?)
=E (|X: —EXi’+|X; —EX5" + 2+ (X; — EX)) - (X, — EX)))
=E(|X: —EX\") + E(|X; - EX;) P+ 2- E((X; — EX)) - (X, — EX))).
Die Behauptung folgt aus
E (X1 — EXy) - (X; — EX)))
=E (X1 X, — X1E(Xy) — XoE(X,) + E(X)) - E(X3Y))
=E(X; - Xy) —E(X)) -E(Xy) - E(Xo)E(X)) + E(X)) - E(X)Y)
=E(X; - Xy) —E(X;) E(Xy)
=0,
wobei bei der letzten Gleichheit Satz 4.12 verwendet wurde. O
Bemerkung: Der letzte Satz gilt analog auch fiir beliebige endliche Summen

unabhangiger Zufallsvariablen. Sind namlich X, ..., X, unabhangige reelle Zu-
fallsvariablen, fiir die EX; und E(X; - X,) existieren, so gilt:

v(Zx) .

n 2

> (Xi - EX;)

i=1

n

= E|D) (X, —EX)’+ ) (X;—EX))-(X; - EX))
=1 1<i,j<n
i#]

- XR:E (X;—EX;)*) + ) E((X;-EX;)- (X, - EX}))

=1 1<i,j<n
i#]
n
i=1 1<i,j<n
i#]
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4.8 Gesetze der grofien Zahlen

Beispiel 4.35 Wir betrachten das wiederholte Drehen am Gliicksrad aus Beispiel
4.18.

Ist der im Durchschnitt ausgezahlte Gewinn wirklich durch EX gegeben ?

Es sei X; der beim i-ten mal ausgezahlte Gewinn. Dann wird bei n-maligem
Drehen im Durchschnitt der Gewinn

1

L (Xt X)

ausgezahlt. Dieser betragt im Mittel

1 1
E{—-(X1+---+Xn)}:—-(EX1+---+EXn):EX1:5O,
n

n

die mittlere quadratische Abweichung ist (da die einzelnen Auszahlungen unbe-
einflusst voneinander erfolgen) gegeben durch

V(%-(X1+~-~+Xn)) = %V(X1+~-~+Xn)
= )+ V(X))
= ~vix).

Mit der Ungleichung von Tschebyscheff folgt daraus:

1
P{\;(X1+~-~+Xn)—50|>e} <

LV (X1)

Es folgt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass im Durchschnitt etwas mehr oder etwas
weniger als 50 Cent ausgezahlt wird, fiir n (=Anzahl Drehen) grof beliebig klein
wird.

Im Folgenden interessieren wir uns fiir asymptotische Aussagen tiber Summen
>, X; unabhéngiger Zufallsvariablen fir grofie Werte von n. Zur Abkiirzung
der Schreibweise ist dabei die folgende Definition niitzlich:
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Definition 4.32 Zufallsvariablen X1, ..., X, heiffen identisch verteilt, falls
gilt:
Py, =---=Pxy,.

1

Fine Folge (X;)ien von Zufallsvariablen heifit identisch verteilt, falls gilt: Px, =
Py, =...

Der nachste Satz verallgemeinert Beispiel 4.35.

Satz 4.14 (Schwaches Gesetz der groflen Zahlen).

X1, Xo, ... seien unabhangige identisch verteilte reelle Zufallsvariablen mit exi-
stierendem Erwartungswert p = EX;. Dann gilt fir jedes € > 0:

%;X,-—,u >e] =0,

lim P

n—oo

d.h.

Beweis im Spezialfall V(X)) < oo:

Mit der Ungleichung von Tschebyscheft folgt:

E (X?)

2 Y

P >e| <

1 n
g;Xi—M

€
wobel
1 n
X:— Xz_ .

Wegen EX = 0, der Unabhangigkeit von Xy, ..., X,, und der identischen Ver-
teiltheit von Xy, ..., X, gilt:

E(X?) =V(X)= %v (ix) = %iwxi) _ V&)

n

Damit erhalt man

P >el| <

1 n
g;Xi—M
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Dariiberhinaus gilt:

Satz 4.15 (Starkes Gesetz der groflen Zahlen von Kolmogoroff).
X1, Xo, ... seien unabhangige identisch verteilte reelle Zufallsvariablen mit exi-
stierendem Erwartungswert p = EX;. Dann gilt

JEEORZX ]

(o i)

d.h.

(ohne Beweis)
Bemerkung: Die Behauptung des obigen Satzes a3t sich umformulieren zu

::P({wGQ : %in(w)+u(n—>oo)}> = 0.

Man sagt, dass eine Folge von Zufallsvariablen Y,, fast sicher gegen eine ZV'Y
konvergiert (Schreibweise: Y,, — Y f.s.), falls gilt:

1 n
> Xi = p(n— o0)
n

=1

PY,»Y(n—-o00)]=P{we: Y, (w) »YW)(n—o0)}) =0.
In diesem Sinne konvergiert also im obigen Satz + =30 1 X fast sicher gegen p.

Mit der Konvergenz fast sicher kann man rechnen wie mit der Konvergenz von
Zahlenfolgen. Z.B. folgt aus X,, — X fs. und Y,, — Y f.s., dass fiir beliebige
a, 3 € R gilt

a-X,+0-Y,—a-X+5-Y fs

Zum Beweis beachte man
Pla-X,+08-Y,»a- X+5-Y (n— )]

<P[X,» X (n—00)]+P[Y,»Y (n— o0
=0+0=0.
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4.9 Der zentrale Grenzwertsatz

Beispiel 4.36 Bei einer Abstimmung tber zwei Vorschlige A und B stimmt ei-
ne resolute Gruppe von r = 3.000 Personen fir A, wdihrend sich weitere n =
1.000.000 Personen unabhdngig voneinander rein zufdllig entscheiden. Wie grofs
ist die Wahrscheinlichkeit p, dass A angenommen wird ?

Zur Modellierung des Abstimmungsverhalten im obigen Beispiel betrachten wir
unabhéangige Zufallsvariablen X7, ..., X,, mit

Hierbei bedeutet X; = 1, dass die i—te Person fiir A stimmt, wahrend X; = 0
bedeutet, dass die i—te Person fiir B stimmt. Dann ist die Anzahl der Stimmen

fiir A gleich
Z XZ + 7,
i=1

wéahrend die Anzahl der Stimmen fiir B gegeben ist durch

n

> (1-X)) :n—ZX,-,

i=1
und gefragt ist nach der Wahrscheinlichkeit

i=1 i=1

p=P

Diese lasst sich wie folgt umformen:

p = P iXi+r>n—iX,-]

Die obige Wahrscheinlichkeit kann approximativ bestimmt werden mit
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Satz 4.16 (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg—Lévy).

Seien X1, Xo, ... unabhdngige indentisch verteilte reelle Zufallsvariablen mit E(X3) <

00. Setze
p=EX; und o°=V(X)).

Dann gilt, dass die Verteilungsfunktion von

T 4 5~ i

punktweise gegen die Verteilungsfunktion ® einer N(0,1)-verteilten ZV konver-
giert, d.h., dass fiir alle v € R gilt:

1

lim P Z (X; —p) < x] = d(x) = e dt.

| 7).

(ohne Beweis)

Sprechweise: \/ﬁg > (X; — p) konvergiert nach Verteilung gegen eine N(0,1)-
verteilte ZV.

Bemerkungen:

a) Die Aussage des obigen Satzes lasst sich wie folgt leicht merken: Betrach-
tet wird eine Summe unabhangiger identisch verteilter Zufallsvariablen. Geméaf
obigem Satz lasst sich diese asymptotisch durch eine Normalverteilung approxi-
mieren. Dazu renormalisiert man diese Summe so, dass sie Erwartungswert Null
und Varianz Eins hat, d.h., man ersetzt )., X; durch

s I

Anschliessend kann man die Werte der Verteilungsfunktion der obigen normali-
sierten Summe durch die einer N(0, 1)-Verteilung approximativ berechnen.



4. W-THEORIE 29.09.2000l 131

b) Aus obigem Satz folgt fiir —oo < o < f < o0:

n

1
Pla<— X, —pn) <
IR
N IEER I RN
= —= i M) S - —= i M) S«
Vno — K Vno — K
(n—o0) 1 /5 —t2/2
—  P(F) —Pla) = — e dt.
- = [
Anwendung im Beispiel 4.36:
Seien X7, ..., X,, unabhangige Zufallsvariablen mit
1
P[X; =0] =P[X; = 1] =5 (1=1,...,n).
Dann gilt
1
EX1:0-—+1-—:§,
1 1 1
E(X?) = 0? 12. - ==
und
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Damit

- P_f\/TlZ< ~3) 2 V(%)
- f\/TlZ( “3) <
~ 1-® Qﬁfm)

Y (N
21000 - 1
— 1-®(-3)=®(3)~0,9986.

Beispiel 4.37 Ein Flugunternehmen weifs aus Erfahrung, dass im Mittel 7% der-
jenigen Personen, die ein Flugticket erworben haben, nicht bzw. zu spat zum Ab-
flug erscheinen. Um die Zahl der somit ungenutzten Pldtze nicht zu grof$ werden
zu lassen, werden daher fir einen Flug, bei dem 240 Pldtze zu Verfigung stehen,
mehr als 240 Flugtickets verkauft.

Wieviele Flugscheine diurfen hochstens verkauft werden, dass mit Wahrscheinlich-
keit mindestens 0.99 alle zum Abflug erschienenen Personen, die ein Flugticket
haben, auch einen Platz im Flugzeug bekommen ¢

Zur stochastischen Modellierung des obigen Beispiels betrachten wir unabhangige
b(1, p)-verteilte Zufallsvariablen Xi,..., X,. Dabei gelte X; = 1 genau dann,
falls die Person, die das i-te Flugticket gekauft hat, (rechtzeitig) zum Abflug
erscheint. p = 1 — 0.07 = 0.93 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Kaufer des
i-ten Flugtickets (rechtzeitig) zum Abflug erscheint, und n ist die Anzahl der
verkauften Flugtickets.

Dann gibt > " | X; die Anzahl der zum Abflug erschienenen Personen, die ein
Flugticket haben, an, und damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle zum Abflug
erschienenen Personen, die ein Flugticket haben, auch einen Platz im Flugzeug



4. W-THEORIE 29.09.2000l

bekommen, gegeben gemaf:

P zn:X,- < 240] .
i=1

Gesucht ist dass grofite n € N mit

P ZXZ- < 240] > (.99.

i=1

Es gilt:
P Z X, < 240
=1

=P |) (X;—EX;) <240 - n-EX;

Li=1

=P

f \/TZX —EX)) <

240 —n - EX1
Vi V(X

133

Nach dem Zentralen Grenzwertsatz stimmt die letzte Wahrscheinlichkeit appro-

ximativ mit

o (240 —n. EX1>
Vi V(Xy)

tiberein, wobei ® die Verteilungsfunktion der N(0,1)-

Mit

Verteilung ist.

EX, =p, V(X1) =p(l —p) und p = 0.93

folgt, dass die obige Bedingung approximativ dquivalent ist zu

240 —n-p
) (\/_ JT) 0.99.

Wegen ®(2.4) ~ 0.99 ist die dquivalent zu
240 —n-p

Vi)

Quadrieren der letzten Gleichung liefert die notwendige Bedingung

(240 — n - p)?

> 242
n-p-(1-p)



4. W-THEORIE 29.09.2000l 134

Diese impliziert aber nur dann die vorige Bedingung, wenn gleichzeitig

240 240
240 —n-p>0. dhn< =2 =2 Lorg1 44
np="5 =TT 003 (44)

gilt.
Gilt dies, so fiihrt die obige Bedingung auf
(240 —n-p)? >2.4*n-p- (1 —p)

bzw. auf
240% — (480p + 2.4%p - (1 — p)) - n + p*n* > 0.

Bestimmt man die Nullstellen des quadratischen Polynoms auf der linken Seite,

so erhalt man
ny &~ 247.7 und ny ~ 268.8

Also ist die obige Ungleichung erfiillt fir n < 247 oder n > 269.
Unter Beriicksichtigung von n < 258.1 (vgl. (4.4)) erhélt man als Resultat:

Es diirfen hochstens 247 Flugtickets verkauft werden, damit mit Wahrscheinlich-
keit > 0.99 nicht zu viele Passagiere beim Abflug erscheinen.



Kapitel 5

Induktive Statistik

5.1 Einfiihrung

Aufgabenstellung der induktiven (oder auch schlieffenden) Statistik ist es, auf-
grund von Beobachtungen eines zufalligen Vorgangs Riickschliisse auf die zugrun-
deliegenden GesetzmafBigkeiten, d.h. auf Eigenschaften des zugrundeliegenden W—
Raumes, zu ziehen. Die verschiedenen Arten der dabei auftretenden Fragestellun-
gen werden anhand des folgenden Beispiels erlautert.

Beispiel 5.1 Ein Produzent stellt Sicherungen her. Beim Produktionsprozess ldsst
es sich nicht vermeiden, dass einige der produzierten Sicherungen defekt sind. Wie
kann man feststellen, wie grof$ der Ausschussanteil p € [0, 1] ist ¢

Im Prinzip ist das keine stochastische Fragestellung. Man kann z.B. soviele Siche-
rungen herstellen, wie man insgesamt herstellen mdchte, dann alle testen, ob sie
defekt sind oder nicht, und kann daraus den relativen Anteil der defekten Siche-
rungen genau bestimmen. Dies ist aber aus zweierlei Griinden nicht sinnvoll: Zum
einen ist das Testen aller Sicherungen sehr aufwendig, zum anderen kénnte das
Ergebnis sein, dass sehr viele defekt sind, so dass man eine grofie Zahl defekter Si-
cherungen hergestellt hatte. Wiinschenswert wéare, das schon frither festzustellen,
um dann noch Einfluss auf den Produktionsprozess nehmen zu konnen.

Eine naheliegende Idee ist, nur eine kleine Menge von Sicherungen zu testen, und
daraus Riickschliisse zu ziehen auf den Ausschussanteil in einer grofien Menge
von Sicherungen, die spater nach der gleichen Methode hergestellt werden. Dazu

135
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entnimmt man der laufenden Produktion n Sicherungen und setzt

~_ | 1, falls die i-te Sicherung defekt ist,
TP 0, sonst,

fir = 1,...,n. Man versucht dann, ausgehend von (z1,...,z,) € {0,1}" Riick-
schliisse auf p zu ziehen.

Der gesamte Vorgang kann stochastisch wie folgt modelliert werden: Man fasst die
Ty, ..., T, als Realisierungen (d.h. als beobachtete Werte) von Zufallsvariablen
Xl,...,Xn mit

{ 1, falls die i—te Sicherung defekt ist,
Xi -
0, sonst,

auf, wobei diese ZVen unabhangig identisch verteilt sind mit
PX;=1=p, P[X;=0=1-p. (5.1)
x1,...,x, wird dann als Stichprobe der Verteilung von X; bezeichnet.

In diesem Modell beschéftigt man sich mit den folgenden drei Fragestellungen:

Fragestellung 1: Wie kann man ausgehend von (x4, ..., x,) € {0,1}" den Wert
von p schatzen ?

Gesucht ist hier eine Funktion 7, : {0,1}" — [0, 1], fir die T,,(z1,...,x,) eine
“moglichst gute” Schétzung von p ist. Hierbei wird 7,, : {0,1}" — [0,1] als
Schétzfunktion und T, (X1, ..., X,,) als Schdtzstatistik bezeichnet.

Beachtet man, dass p = EX gilt, so ist

T4t

To(xy, ... x,) = -

eine naheliegende Schéatzung von p. Diese hat die folgenden beiden Eigenschaften:

e Nach dem starken Gesetz der groflien Zahlen gilt
1 n
_ZXi —EX;=p (n—o0) fs,
n
i=1
d.h. fiir groflen Stichprobenumfang n nahert sich der geschatzte Wert mit

Wahrscheinlichkeit Eins immer mehr dem “richtigen” Wert an.

Man bezeichnet T,, daher als stark konsistente Schdtzung fir p.
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o Weiter gilt
1 n
ET,(X,...,X,) = — EX;, = EX, = p,
(Xi ) n ; 1=7D
d.h. fiir festen Stichprobenumfang n ergibt sich im Mittel der “richtige”
Wert, so dass der “richtige” Wert durch T,,(z1, ..., z,) weder systematisch

iiber- noch unterschatzt wird. Schatzfunktionen mit dieser Eigenschaft wer-
den als erwartungstreue Schatzfunktionen bezeichnet.

Fragestellung 2: Wie kann man ausgehend von (x4, ..., x,) € {0,1}" ein (mdg-
lichst kleines) Intervall angeben, in dem p mit (maéglichst grofier) Wahrscheinlich-
keit liegt ¢

Hierbei mochte man x4, ..., x, zur Konstruktion eines Intervalls
U(z1,...,x,),0(x1,...,2,)] CR

verwenden, in dem der wahre Wert p mit moglichst groler Wahrscheinlichkeit
liegt.
U(X1,...,X,),0(Xy,...,X,)] heift Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau
1 — a, falls gilt

Plpe[UXy,....X,),0(X:,...., X)]| >1—«

fir alle p € [0, 1]. Aufgrund von (5.1) héngen die bei der Berechnung der obigen
Wahrscheinlichkeit verwendeten Zufallsvariablen von p ab.

Haufig wird hier o = 0.05 bzw. a = 0.01 gewahlt, d.h. man fordert, dass der
wahre Wert p mit Wahrscheinlichkeit 1 — a = 0.95 bzw. 1 — a = 0.99 im Konfi-
denzintervall liegt.

Fragestellung 3: Wie kann man ausgehend von (xy,...,x,) € {0,1}" feststel-
len, ob der wahre Ausschussanteil p einen gewissen Wert po uberschreitet ¢

Hierbei mochte man zwischen zwei Hypothesen
Hy:p<po wund Hi:p>po

entscheiden. Ein statistischer Test dazu wird festgelegt durch Angabe eines
Ablehnungsbereichs K C {0, 1}" fiir Hy: Man lehnt Hy ab, falls (z1,...,2,) € K,
und man lehnt Hy nicht ab, falls (zq,...,2,) € K.
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5.2 Punktschatzverfahren

Im Folgenden werden Verfahren vorgestellt, mit deren Hilfe man ausgehend von
einer Stichprobe einer unbekannten Verteilung Kennzahlen (wie z.B. Erwartungs-
wert oder Varianz) sowie Parameter eines angenommenen Verteilungsmodells (wie
z.B. den Parameter A der Exponentialverteilung) schétzen kann.

Ausgangspunkt sind Realisierungen x1,...,x, € R von unabhingigen identisch
verteilten reellen ZVen Xi,..., X,,. x1,...,x, wird als Stichprobe der Verteilung
von X; bezeichnet. Die Verteilung P x, von X; sei unbekannt, es sei aber bekannt,
dass diese aus einer vorgegebenen Klasse

{wy : 0 €O}
von Verteilungen stammt.

Beispiel 5.2 Gegeben sei eine Stichprobe einer Normalverteilung mit unbekann-
tem Erwartungswert und unbekannter Varianz. In diesem Fall ist © = R x R,
und fir 0 = (u,0) € O ist wy die Normalverteilung mit Erwartungswert p und
Varianz o?.

Es sei g eine Funktion g : © — R. Gesucht ist eine Schatzfunktion 7,, : R" — R,
mit deren Hilfe man ausgehend von der Stichprobe x1,...,z, den unbekannten
Wert ¢(6) durch T,,(z1,. .., x,) schitzen kann.

Fortsetzung von Beispiel 5.2: Interessiert man sich in Beispiel 5.2 fiir die
Varianz der unbekannten Verteilung, so ist g : R x R, — R definiert durch

9(u,0) = o,
Definition 5.1 a) T, heifit erwartungstreue Schdtzung von g(0), falls fir alle
0 €O gilt:

EoT,(X1,...,X,) = g(0).
Dabei seien bei der Bildung des Erwartungswertes Eg die ZVen Xy, ..., X, un-
abhangig identisch verteilt mit Px, = wy.

b) FEine Folge von Schatzfunktionen T, heifst stark konsistente Schdtzung von
g(0), falls fir alle 0 € © gilt:

P, | lim T,(X1,...,X,) # g(0)] = 0.

n—00

Daber seien bei der Bildung der Wahrscheinlichkeit Py die ZVen Xy, Xs, ... wie-
der unabhangig identisch verteilt mit Px, = wy.
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Wir betrachten nun zunachst die Schatzung von Kennzahlen der zugrunde lie-
genden Verteilung wie z.B. Erwartungswert und Varianz.

Beispiel 5.3 Wie schatzt man den Erwartungswert einer unbekannten Vertei-
lung ?

Die Schatzung
ist erwartungstreu, da
ET,(X X)—liEXl—liEX—EX
n 1y--4) n_ni_l z_ni:1 1 — 1.
Sie ist stark konsistent, da nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen gilt
1 n
To(Xy,..., X)) = — X; - EX .S.
(X1 ) n; —EX; (n—o00) fs

Beispiel 5.4 Wie schdtzt man die Varianz einer unbekannten Verteilung ¢

Die Idee bei der Konstruktion einer Schétzung von
V(Xl) == E[(Xl - EX1>2]

ist zuniichst den Erwartungswert von (X; — EX1)? wie oben durch
1 )
- Z(Xz - EX;)
(gt

zu schatzen, und dann fiir den darin auftretenden Wert EX; die Schitzung von
oben zu verwenden. Dies fithrt auf

To(zy,...,2,) = lZ(L —z)? mit 7= —in.
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T,, ist stark konsistent, da nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen gilt

To(X1,.... X)) = %;XE—ZX-%;Xﬂr%;Xz

T,, ist aber nicht erwartungstreu, da

2
1 n
ET,(X1,..., X ZX2 (E;X>

n n

- %ZEXE - % > ) E(XX;)
=1

i=1 j=1

— EX?— ZEXX Z > B(XX;)

i=1 j=1,...,n,j#i

- By - EO MDY

i=1 j=1,...,n,j#i

E(X;) - E(X))

(vergleiche Satz 4.12)

- (1 - %) EX} — (1 - %) (EXy)?

n—1

Aus obigem folgt aber, dass die Schatzung

n—1

~ - 1
To(z1,...,x,) = " Ty, .y y) = Z(%—:Z“)Q mit

3

&I
Il
S|
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stark konsistent und erwartungstreu ist.

Als néchstes wird eine systematische Methode zur Konstruktion von Schatzfunk-
tionen spezifischer Parameter eines angenommenen Verteilungsmodels vorgestellt.

Xq, ..., X, seien unabhangige identisch verteilte reelle ZVen.

Fall 1: X sei eine diskrete Zufallsvariable mit Werten zq, 29, ...Die Verteilung
von X sei wy, wobei § € © C R gelte.

Geschatzt werden soll € aufgrund einer Realisierung x1,...,z, von Xq,..., X,,.

Beispiel 5.5 FEine Supermarktkette interessiert sich fir die (zufdllige) Zahl der
Kunden, die in einer Niederlassung wihrend der Mittagszeit (d.h. zwischen 12:30
Uhr und 13:30 Uhr) einkaufen.

Geht man davon aus, dass im FEinzugsbereich des Supermarktes insgesamt n Kun-
den leben, die sich unbeeinflusst voneinander mit Wahrscheinlichkeit p € (0, 1)
enstcheiden, um die Mittagszeit einzukaufen, so ist es naheliegend, die zufdlli-
ge Zahl von Kunden durch eine Binomialverteilung mit Parametern n und p zu
modellieren. Da n hier eher grof§ sein wird, bietet es sich an, diese Binomialver-
teilung durch eine Poisson-Verteilung mit Parameter @ = n - p zu approzimieren
(vgl. Lemma 4.4 ). Daher wird im Folgenden angenommen, dass die zufdllige Zahl
X wvon Kunden wdhrend der Mittagszeit w(0)-verteilt ist, d.h. dass gilt

Hk _0

PIX = k] = 5-¢ (keN).

In den vergangenen n = 5 Tagen kamen wdahrend der Mittagszeit x1 = 10, o =
25, x3 =3, x4 = 15 und x5 = 7 Kunden.
Wie schitzt man ausgehend von dieser Stichprobe den Wert von 0 ¢

In Beispiel 5.5 ist X; eine diskrete Zufallsvariable mit Werten 0, 1, 2, ..., fur
0 € O ist die Verteilung von X; eine m(#)-Verteilung, d.h.,

Hk —0
:H'e

Geschatzt werden soll 6 ausgehend von x1, ..., z,.

P[Xl = k] = we({k})

Fiir jeden festen Wert von # kann man die Wahrscheinlichkeit bestimmen, dass
gerade x1,...,x, als Realisierungen von X1, ..., X, auftreten, falls diese Zufalls-
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variablen wirklich die Verteilung haben. Die Idee beim Maximum-—Likelihood—
Prinzip ist, als Schatzer fiir # denjenigen Wert zu nehmen, bei dem die Wahr-
scheinlichkeit, dass gerade die beobachteten xz1,...,x, als Realisierung der Zu-
fallsvariablen X7, ..., X,, auftreten, maximal ist, d.h. bei dem

Pg [Xl :Il,...,Xn :ZL’n]
maximal ist.

Unter Ausniitzung der Unabhéngigkeit der ZVen X, ..., X,, lasst sich die obige
Wahrscheinlichkeit umschreiben zu

Pg[Xlzl’l,...,Xn:l'n] = Pg[Xlzl’l]Pg[Xn:l'n]

= L(O;xy,...,z,).
L(0;x4,...,x,) ist die sogenannte Likelihood—Funktion.
Bei der Maximum—Likelihood—Methode verwendet man als Schatzer

~

O(xq,...,x,) = argr(gleaé(l)(ﬁ;xl, cey ),

d.h., man verwendet als Schatzung dasjenige
0=0(x1,...,2,) €0,
fiir das gilt:

L(é(ml,...,xn);xl,...,xn> =max L (0;xq,...,2,).

0c6
Fortsetzung von Beispiel 5.5: In Beispiel 5.5 sind Xy, ..., X,, unabhangig
identisch 7(0)—verteilt, d.h. es gilt
9k
PIX) = k] = - e? (keNy).

Bestimmt werden soll der Maximum-Likelihood Schétzer (kurz: ML Schétzer)
fiir 6.

Dazu muss die Likelihood—Funktion

L(H;xl,...,xn):H el =m0

Ll ! L
i=1
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beziiglich § € R, maximiert werden.

Beachtet man, dass fiir z > 0 die Funktion In(x) streng monoton wachsend ist,
so sieht man, dass
L(O;xy,...,x,)

genau dann maximal wird, wenn
InL(0;2,...,2,)

maximal wird. Die Anwendung des Logarithmus fithrt hier zu einer Vereinfachung
der Rechnung, da das Produkt

[Twolfai)

in die Summe . .
In (H ’UJ@({SL’Z'})) = Zhl we({x:})

umgewandelt wird. Sie ist aber nur moglich, sofern L (6;xy,...,x,) fir alle 0
ungleich Null ist.

Es geniigt also im Folgenden,
InL(O;21,...,20) = —n- -0+ (1 + ...+ 2,) - In(0) —In(z,! - ... - z,0)
beziiglich 6 zu maximieren.

Da diese Funktion im hier vorliegenden Beispiel differenzierbar ist, ist eine not-
wendige Bedingung dafiir

0

%hl[/(e;l’l,...,l’n) = 0.
Mt 0 + +

gL (G:ar, .. 20) = —n+1T —0
folgt unter Beachtung von
L(O;zy,...,x,) = —00 fur 6 —0 oder 6 — oo,
dass der ML Schatzer gegeben ist durch
~ I + ...+ Tn

9(1’1,...,l’n) =
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Fir die Daten aus Beispiel 5.5 ergibt sich damit

104254341547
- : -

12

é(l’l, P ,[L’n)

als Schatzung fiir 6.
Fall 2: X, habe Dichte fo : R —[0,1], § € © C R%.

In diesem Fall ist es nicht sinnvoll, § durch Maximierung der Wahrscheinlichkeit
Py X1 =a1,.... Xy =, = [[Po[Xi = 2]
i=1

zu bestimmen, da diese Wahrscheinlichkeit fiir alle Werte x4, . .., x,, Null ist. Statt
dessen definiert man die Likelihood—Funktion durch

L(O;xq,...,2,) = H Jo(x;),
i=1

d.h. anstelle des Produktes der Wahrscheinlichkeiten betrachtet man das Pro-
dukt der Werte der Dichten an den Stellen x4, ..., z,, und wihlt den Maximum-—

Likelihood—Schétzer wieder durch Maximierung der Likelihood-Funktion bzgl.
6.

Beispiel 5.6 Student S. fahrt immer mit dem Auto zur Universitat. Auf dem
Weg dorthin passiert er eine Ampelanlage. In der Vergangenheit war diese mehr-
fach rot, wobei die letzten n = 6 Wartezeiten x1 = 10, x9 = 60, x3 = 45, x4 = 50,
x5 = 5 und g = 30 Sekunden betrugen. Da das Fintreffen von Student S. an
der Ampel als rein zufdllig innerhalb der Rotphase der Ampel (vorausgesetzt die
Ampel ist nicht grin!) betrachtet werden kann, ist es naheliegend, die zufdllige
Wartezeit X wvon Student S. an der roten Ampel durch eine auf einem Inter-
vall [0,a] gleichverteilte Zufallsvariable X zu modellieren, d.h. durch eine stetig
verteilte Zufallsvariable X mit Dichte

fa(x):{é fur 0<z<a,

0 fur x <0 oder x> a.
Wie schatzt man ausgehend von den obigen Daten die Dauer a der Rotphase ?

Anwendung des Maximum-Likelihood Prinzips erfordert hier Maximierung von

La) = [ fula)
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Zur Bestimmung der Werte von L(a) bietet sich die folgende Uberlegung an: L(a)
ist Null, falls einer der Faktoren Null ist. Ist dies nicht der Fall, sind alle f,(z;)
gleich 1/a und damit ist L(a) = 1/a™.

Da f,(z;) fir z; > 0 genau dann Null ist, falls a < z; gilt, folgt, dass L(a) genau
dann Null ist, falls @ < max{xy,...,z,} ist.

Insgesamt ist damit gezeigt:
L(a) = % f?_l" a > max{xy,..., Ty},
0 fir a<max{zy,...,z,}.

Damit wird L(a) maximal fiir
a =max{zy,..., T},

und im Falle der Daten aus Beispiel 5.6 liefert das Maximum-Likelihood Prinzip

die Schatzung
a = max{10, 60, 45,50, 5,30} = 60.

Beispiel 5.7 Xi,..., X, seien unabhdingig identisch N(a,c?)-verteilt, d.h. X,
hat die Dichte

1 _(z—a)?
f) = —— e
2ro

Hierbei sei a € R bekannt und o > 0 unbekannt. Geschitzt werden soll § = 0.
In diesem Fall ist die Likelihood—Funktion gegeben durch

n
Zi*a)2 ?:1(17;*“)2

1 ( by
L(O;xy,...,2,) = H cem = (2m) VAT T
o V2m- 0

Maximierung von In L(6; x1, . .., x,) bzgl. § fihrt auf

r 0 .
0 = %[1HL(9,$1>?$W)]
_ 9 —n/2 _ M
5 {m ((2m)="72) In(0) Y
_ _n 1+ Lim(7i = )
200 262

Unter Beachtung von

L(O;zy,...,2,) =0 fir § -0 oder 60— ¢
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ergibt sich damit der Maximum-Likelihood—Schéatzer zu

n

Barr o ra) = 3 (i — )2,

n
i=1

Beispiel 5.8 Wir betrachten nochmals Beipiel 5.7, d.h., X1, ...,

X,, seien wieder

unabhdngig identisch N(u,o?) verteilt, aber diesmal seien sowohl p € R als auch

o > 0 unbekannt. Geschatzt werden soll 0 = (u, o

Die Likelihood—Funktion ist hier gegeben durch

2),

LO;zy,...,2,) = L((1, 2)' Tlyeey Ty)
B ﬁ <xi2—m2
V2T =
S (@)
— (27T)—n/2(0_2)—n/26—T
Maximierung von
InL((y,0%);21,...,7,) =In ((2%)_"/2) . In(o?) — Zi:l(;g 2
o
fiithrt auf ) .
0 L aln<L((:u7 o >; L1, - ,LL’n)) _ Zi:l(xi — :u)
ou o2 ’
was aquivalent ist zu
1 n
n= o ; Ly
sowie auf
0 i aln(L((:u> 02); T, ,Zlfn)) _.n 1 + Z?:l(xz - :U)z
B do? 2 o2 2(02)2 7

woraus folgt

i=1

Damit ergibt sich der Maximum-Likelihood—Schétzer zu

6’ sz,—z

=1

2
1 n
(5 130s)
j=1
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5.3 Statistische Testverfahren

Statistische Testverfahren werden anhand der folgenden Fragestellung eingefiihrt.

Beispiel 5.9 Wie kann man feststellen, ob eine geplante Vereinfachung des Steu-
errechts zu Mindereinnahmen des Staates fiihrt oder nicht ?

Eine naheliegende Idee ist, fiir n zufallig ausgewahlte Steuererklarungen des ver-
gangenen Jahres die Differenzen

z; = Steuer im Fall 7 bei neuem Steuerrecht

—Steuer im Fall 7 bei altem Steuerrecht

(1 =1,...,n) zu berechnen. Ist hierbei z; > 0, so erhélt der Staat bei der i—ten
Steuererklarung nach dem neuen Recht mehr Geld; im Falle xz; < 0 erhalt er
weniger Geld.

Ein naiver Zugang ist nun,
n
1
Xr = — E ZT;
n
i=1

zu betrachten und im Falle Z < 0 zu schliefen, dass die Steuerreform die Ein-
nahmen des Staates verringern wird, und im Fall z > 0 zu schlielen, dass dies
nicht der Fall ist. Es stellt sich aber sofort die Frage, ob das Ergebnis hier nicht
aufgrund der zufélligen Auswahl der n betrachteten Steuererklarungen (statt auf-
grund des Einflusses der Steuerreform) enstanden ist. Diese zuféllige Auswahl hat
vor allem dann einen groflen Einfluss, wenn z “nahe bei” Null ist, n “klein” ist
(fiir grole n wiirden sich zuféllige Schwankungen bei den Werten der x; bei der
Bildung des arithmetischen Mittels Z “herausmitteln”) und wenn die Differenzen
der zu zahlenden Steuern in der Menge aller Steuerpflichtigen stark schwanken.
Letzteres kann durch Betrachtung der Streuung

1
2 _ =\2
° _n—1z(x"_x)

i=1

beurteilt werden, die (aufgrund der zufilligen Auswahl der n Steuerpflichtigen)
eine Schatzung fiir die Streuung der Differenzen der zu zahlenden Steuern in der
Menge aller Steuerpflichtigen darstellt.

Man steht dann vor dem Problem, ausgehend von der GroBe von Z, s? und vom
Stichprobenumfang n zu entscheiden, ob die Steuerreform die Einnahmen des
Staates vermindert oder nicht.
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Zahlenbeispiel zu Beispiel 5.9: n = 100, £ = 120 und s = 725. Was folgt
daraus ?

Wir modellieren die Fragestellung stochastisch wie folgt: Wir fassen die x4, ..., z,
als Realisierungen von unabhéangigen identisch verteilten reellen ZVen Xy, ..., X,
auf. Aufgrund dieser Realisierungen mochten wir entscheiden, ob EX; kleiner als
Null ist oder nicht.

Zwecks Vereinfachung der Problemstellung schréanken wir die Klasse der betrach-
teten Verteilungen ein. Wir nehmen an, dass die Verteilung Px, von X; aus einer

gegebenen Klasse
{'LU@ :0e @}

von Verteilungen stammt.

Im Beispiel 5.9 konnte man z.B. annehmen, dass X; normalverteilt ist mit un-
bekanntem Erwartungswert p und bekannter Varianz o? = s?, oder dass X

normalverteilt ist mit unbekanntem Erwartungswert g und unbekannter Varianz

o2

Wir betrachten eine Aufteilung der Parametermenge © in zwei Teile:

®:@0U@1 wobei @0#@,@17&@111'&1 @(]ﬁ@l:@.

Die Aufgabe ist, aufgrund von z1,. .., x, zu entscheiden (“testen”), ob die soge-
nannte Nullhypothese
HO 10 c @0

abgelehnt, d.h. die sogenannte Alternativhypothese
H,:0ec06,
angenommen werden kann, oder nicht.
In Beispiel 5.9 wollen wir uns zwischen den Hypothesen
Hy:p<pg versus Hp:p> o

mit pp = 0 entscheiden. Dabei bedeutet p < 0, dass die Steuerreform die Steuer-
einnahmen vermindert, wahrend p > 0 bedeutet, dass dies nicht der Fall ist.

Andere haufig auftretende Beispiele fiir das Aufteilen der Parametermenge © in
zwei Mengen ©y und ©; sind

Ho:p>po und Hy:p < pg
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oder
Ho:p=po und Hi:p# po.

Bei Letzterem interessieren sowohl Abweichungen von pg nach oben als auch Ab-
weichungen nach unten und man spricht daher von einem zweiseitigen Testpro-
blem. Bei den anderen beiden Beispielen handelt es sich um sogenannte einseitige
Testprobleme. Hier mochte man entweder eine Abweichung von pg nach oben oder
eine Abweichung nach unten feststellen.

Durch Angabe eines Ablehnungsbereichs (oder kritischen Bereichs) K C R™ ist
ein statistischer Test festgelegt:

Hy wird abgelehnt, falls (z1,...,x,) € K. Ist dagegen (x1,...,z,) € K, so wird
Hy nicht abgelehnt.

Bei einem solchen Test konnen zwei Arten von Fehlern auftreten:

Ein Fehler 1. Art ist die Entscheidung fiir H,, obwohl Hj richtig ist. Ein Fehler
2. Art ist die Entscheidung fir Hy, obwohl H; richtig ist.

In Beispiel 5.9 bedeutet das Auftreten eines Fehlers 1. Art, dass wir zu dem
Schluss kommen, dass die Steuerreform die Steuereinnahmen nicht vermindert,
obwohl sie dass in Wahrheit tut. Dagegen bedeutet ein Fehler 2. Art, dass wir
bei Vorliegen einer Steuerreform, die die Steuereinnahmen nicht vermindert, zum
Schluss kommen, dass die Steuerreform die Steuereinnahmen verringert.

Die Funktion ¢ : © — [0, 1] mit
g(0) =Py [(Xy,...,X,) € K]

heifit Gutefunktion des Tests. Hierbei gibt Py [( X7, ..., X,) € K] die Wahrschein-
lichkeit an, dass Hy abgelehnt wird; die obige Wahrscheinlichkeit wird berechnet
fiir unabhangig identisch verteilte ZVen Xy, ..., X, mit Py, = wy.

Im Fall § € O gilt:

g(0) = Wahrscheinlichkeit, Hy abzulehnen obwohl Hj richtig ist
=:  Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art.

Im Fall 0 € O, gilt:

1—9g0) = Po[(Xy,...,X,) & K]
Wabhrscheinlichkeit, Hy nicht abzulehnen obwohl H; richtig ist
=:  Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art.
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Die ideale Giitefunktion ist gegeben durch

(0) = 0, falls § € O,
g\ = 1, falls 6 € ©,.

Leider existieren nur in trivialen Fallen Tests mit dieser Giitefunktion. Dariiber-
hinaus existieren im allgemeinen auch keine Tests, die die Fehlerwahrscheinlich-
keiten 1. und 2. Art gleichméfig bzgl. # € © minimieren.

Als Ausweg bietet sich eine asymmetrische Betrachtungsweise der Fehler erster
und zweiter Art an. In vielen Anwendungen ist eine der beiden Fehlerarten als
schwerwiegender zu betrachten als die andere. Z.B. fiihrt in Beispiel 5.9 ein Fehler
erster Art (Entscheidung fir 1 > 0 obwohl p < 0 gilt) zur Durchfithrung einer
Steuerreform, die die Steuereinnahmen vermindert. Aus Sicht des Finanzministers
ist dies ein deutlich schwerwiegender Fehler als ein Fehler zweiter Art, der dazu
fiihrt, dass eine Steuerreform, die die Einnahmen des Staates nicht vermindert,
nicht durchgefiihrt wird.

Was man daher macht, ist eine Schranke fiir eine der beiden Arten von Feh-
lerwahrscheinlichkeiten vorzugeben und unter dieser Nebenbedingung die andere
Art von Fehlerwahrscheinlichkeiten zu minimieren. OBdA gibt man hierbei eine
Schranke fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art vor.

Dazu gibt man ein a € (0,1) vor (sog. Niveau, meist wiahlt man o = 0.05 oder
a = 0.01) und betrachtet nur noch Tests mit Fehlerwahrscheinlichkeiten 1. Art
< a, d.h. mit

g9(0) < a furalle § € O

(sog. Tests zum Niveau ).

Unter allen Tests zum Niveau « sucht man dann denjenigen Test, fiir den fiir alle
0 € ©, die zugehorige Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art 1 — g(#) am kleinsten ist.

Der Ablehnungsbereich solcher Tests hat hiufig die Form
K={(z1,...,2,) € R" : T(xy,...,2,) > c}

(evt. mit > c ersetzt durch < ¢) fiir eine Funktion 7" : R" — R und ein ¢ € R. Die
Zufallsvariable T'(X7, ..., X,,) heifit in diesem Fall Testgrifie oder Teststatistik,
c heiflt kritischer Wert.

Bemerkungen:
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a) Bei den obigen Tests werden die Fehlerwahrscheinlichkeiten 1. und 2. Art
unsymmetrisch behandelt. Als Konsequenz sollte man die Hypothesen so wéhlen,
dass der Fehler erster Art als schlimmer angesehen wird als der Fehler zweiter Art,
bzw. dass das statistisch zu sichernde Resultat als Alternativhypothese formuliert
wird.

b) Aufgrund der Konstruktion der obigen Tests wird bei einem Test zum Niveau
a = 5% bei wiederholtem Durchfithren des Tests fiir unabhéngige Daten bei
Giiltigkeit von Hy in bis zu 5% der Falle Hy falschlicherweise abgelehnt.

c) Fithrt man mehrere verschiedene Tests zum Niveau « hintereinander aus,
und gelten jeweils die Nullhypothesen, so ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens
bei einem dieser Tests die Nullhypothese abzulehnen, im allgemeinen grofier als
a. Sind z.B. die Priifgrolen der einzelnen Tests unabhéngig und ist der Fehler
erster Art bei jedem der Tests genau o = 0.05, so ist beim Durchfithren von
n = 3 solchen Tests die Wahrscheinlichkeit, kein einziges Mal die Nullhypothese
abzulehnen, gegeben durch
(1 o a)n’

d.h., die Wahrscheinlichkeit, bei mindestens einen der Tests die Nullhypothese
abzulehnen, betragt

I-(1—a)"=1-0.95"~0.14
(sog. Problem des multiplen Testens).

d) Betrachtet man erst die Daten, und wéhlt dann einen zu diesen Daten pas-
senden Test aus, so fithrt dies analog zu b) eventuell zu einem Verfilschen des
Niveaus.

e) Haufig betrachtet man den sogenannten p—Wert

p=maxP[T(Xy,..., X)) > T(v1,...,2,)]
€6,
eines Tests. Dieser gibt dasjenige Niveau an, bei dem die Nullhypothese Hy bei
den gegebenen Daten gerade noch abgelehnt werden kann. Ist das vorgegebene
Niveau « grofler oder gleich dem p—Wert, so kann Hy zum Niveau « abgelehnt
werden, andernfalls kann Hj nicht abgelehnt werden.

Man beachte, dass der p—Wert nicht die Wahrscheinlichkeit angibt, dass die Null-
hypothese falsch ist. Denn in dem oben beschriebenen Modell fiir statistische
Tests ist diese entweder richtig oder falsch, daher gibt es keine Wahrscheinlich-
keit zwischen Null und Eins, mit der diese richtig ist.
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Beispiele:
a) Einseitiger Gauf3-Test

Hier wird davon ausgegangen, dass die ZVen Xj,..., X, unabhangig identisch
N (p, 03)—verteilt sind, wobei p € R unbekannt ist und oy > 0 bekannt ist.

Zu testen sei
Hy:p<pg versus Hy:p> pyo.

Als Testgrole wird verwendet
n b -
T(X1r o X0) = Y (X = 1)

mit

Da X, ein Schiitzer fiir p ist, werden die Werte von T(X1, ..., X,) (mit groBer
Wk.) umso grofler sein, je grofier p ist. Sinnvollerweise entscheidet man sich da-

her vor allem dann fiir eine Ablehnung von Hy : p < g, wenn der Wert von
T(Xq,...,X,) grof ist.

Beim einseitigen Gauf-Test wird Hy abgelehnt, falls (z1,...,x,) im Ablehnungs-
bereich
K={(x1,...,2,) € R" : T(x1,...,2,) > c}

enthalten ist.
Zur Bestimmung von ¢ wird wie folgt vorgegangen:

Man kann zeigen, dass Linearkombinationen von unabhangigen normalverteilten
ZVen normalverteilt sind. Daher ist fiir p = po die Testgrofe T(Xq, ..., X,)
N(0, 1)-verteilt, da

Vi [1E Vi [1E
EuoT(X1>---,Xn)=U—O EZEMOXZ'_,UO = o EZUO_UO =0
=1 i—1

und
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Sei @ € (0,1) das vorgegebene Niveau. Dann wéahlt man ¢ so, dass die Fehler-
wahrscheinlichkeit erster Art des Tests im Falle u = o gerade gleich « ist, d.h.,
dass gilt:

P, [(X1,...,X,) € K] =a,

bzw. /i
Y2

00

P, Xn—u0)>c = Q.
Die linke Seite oben ist gleich 1 — ®(c¢), wobei ® die Verteilungsfunktion zur

N(0, 1)-Verteilung ist. Also ist die obige Forderung dquivalent zu
1—®(c) =abzw. &(c) =1—«
(d.h. ¢ ist das sogenannte av—Fraktil der N(0,1)—Verteilung).

Aus dieser Beziehung kann man c¢ z.B. unter Zuhilfenahme von Tabellen fiir die
Verteilungsfunktion bzw. die Fraktile der N (0, 1)-Verteilung bestimmen.

Fiir diese Wahl von c gilt, dass der resultierende Test ein Test zum Niveau « ist.
Ist namlich p = f fiir ein g € R, so ist

N(0, 1)-verteilt, und daher gilt fiir die Giitefunktion des obigen Tests:

) = P | Y = ) >

Voo n
= P | (X )+ -
L 00 0o

Vi o vn _

= Py a—O(X" — ) >c+ U—O(Mo—ﬂ)]

(7 — o) >c

= 1—<I><c—|—\£—oﬁ(,uo—u)).

Also ist fiir i < pg die Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art des einseitigen Gauf-
Tests wegen

n
¢+ —\/_(Mo —R)=c
g0

und ® monoton wachsend gegeben durch

o) =1-2 (c+ - ) <120 o
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d.h. alle Fehlerwahrscheinlichkeiten erster Art sind kleiner oder gleich a.

Aus der obigen Uberlegung sieht man auch, dass fiir i > 1o die Fehlerwahrschein-
lichkeit zweiter Art gleich

1= () =@ (4 L2 )

ist, d.h. fiir & nahe bei py nahe bei

P(c)=1—«
sowie fiir i1 sehr groff nahe bei
lim ®(z) =0

ist.

Anwendung in Beispiel 5.9 mit py = 0 und o = 5% ergibt 1 — ®(¢) = 0.05
bzw. ®(c) = 0.95, woraus ¢ &~ 1.645 folgt. In Beispiel 5.9 war n = 100, z = 120
und oy = s = 725. Wegen

N 100

— (T — = ——(120—-0) =~ 1.655 >

2@ = ) = g (120 -0) :
kann hier H, abgelehnt werden, d.h. man kommt zur Schlussfolgerung, dass die
Steuerreform die Steuereinnahmen vermutlich nicht vermindert.

Der obige einseitige Gauf3-Test kann nach naheliegender Modifikation auch zum
Testen der Hypothesen

Hy:p>pe versus Hp:p < o

verwendet werden. Dazu beachte man, dass bei der obigen Testgrofie grofie (bzw.
kleine) Werte eine Entscheidung fiir grofie (bzw. kleine) Werte von p nahelegen.
Daher entscheidet man sich jetzt fiir Ablehnung von Hy : 1 > pg, falls (zq, ..., z,)
im Ablehnungsbereich

K={(x1,...,2,) € R" : T(x1,...,2,) <c}

enthalten ist. ¢ wird dabei wieder so gewéhlt, dass fiir p = po die Fehlerwahr-
scheinlichkeit erster Art gleich « ist, d.h. dass gilt:

p V7

o | L5 (=) <c| =a.
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Analog zu oben folgt daraus
d(c) = a,

d.h. ¢ wird hier als (1 — «)-Fraktil der N (0, 1)-Verteilung gewé&hlt.

Problematisch bei Anwendung des Gauf-Tests in Beispiel 5.9 ist, dass die Varianz
eigentlich unbekannt war und aus den Daten geschéatzt wurde und damit die
Voraussetzungen des Gauf-Tests nicht erfiillt waren.

Dabher ist eigentlich eine Anwendung des sogenannten ¢—Tests notig, der als nachstes
behandelt wird.

b) Einseitiger t—Test

Hier wird davon ausgegangen, dass die ZVen Xj,..., X, unabhangig identisch
N(p, o)—verteilt sind, wobei © € R und ¢ > 0 beide unbekannt sind.

Zu testen sei wieder
Hy:pu<pg versus Hy:p> po.
Als Testgrofie wird

(Xn — po)

T(X),. . X)) = Vi 2

verwendet, wobei
5= Y x wmd = LS X - xP
! [t Z ! n—1lc Z .
Die Testgrofie wird also analog zum Gauf-Test bestimmt, nur dass jetzt anstelle

der Varianz o, eine Schéatzung derselbigen verwendet wird.

Wie bei der Testgrofle des einseitigen Gauf-Tests gilt auch hier, dass die Werte
von T'(Xq,...,X,) (mit grofer Wk.) umso grofer sind, je groBer p ist.

Hy wird wieder abgelehnt, falls (x1,...,z,) im Ablehnungsbereich
K={(z1,...,2,) € R" : T(xy,...,2,) >c}
enthalten ist.

Ausgangspunkt zur Bestimmung des Wertes von c ist, dass fiir = po die Test-
grofe ~
(Xn - ,U/O)

\/ﬁ ' Sn
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t,,_1—verteilt ist, wobei man eine t—verteilte Zufallsvariable mit n — 1 Freiheitsgra-
den (kurz: eine t,,_;—verteilte ZV) erhélt, indem man ausgehend von unabhéngig
identisch N(0, 1)—verteilten ZVen Yi,... Y, die ZV

Yn
VOZ+ - +YZ )/ (n—1)

bildet. Die Verteilungsfunktion der t¢,,_;—Verteilung ist tabelliert.

Man wahlt nun ¢ so, dass

gilt.

Anwendung in Beispiel 5.9 mit ;o = 0 und o = 5% ergibt ¢ = 1.660. Mit
n = 100, £ = 120 und s = 725 folgt

T — 120 -0
i) _ rag120=0) s
s 725
d.h. Hy kann nicht abgelehnt werden und man kommt nun zur Schlussfolgerung,
dass die Steuerreform die Steuereinnahmen vermutlich vermindert.

Im Vergleich mit der Anwendung des einseitigen Gaufl-Test fallt auf, dass der
kritische Wert ¢ jetzt grofler ist und daher die Nullhypothese seltener abgelehnt
wird. Dies liegt daran, dass beim ¢-Test die Varianz als unbekannt vorausgesetzt
wird, damit weniger Informationen iiber die zugrundeliegende Verteilung bekannt
sind und man sich daher seltener fiir die Ablehnung der Nullhypothese entscheiden
muss, um sicherzustellen, dass eine falschliche Ablehung der Nullhypothese nur
mit Wahrscheinlichkeit « erfolgt.

Der einseitige t-Test kann analog zum einseitigen Gau3-Test auch zum Testen der
Hypothesen
Ho:p>po und Hy:p < po.

verwendet werden.

c) Zweiseitiger Gauf3- bzw. t-Test.
Zu testen ist hier
Hy:p=po versus Hy:p# po,

wobei die Stichprobe wieder normalverteilt mit unbekanntem Erwartungswert
p und bekannter bzw. unbekannter Varianz of bzw. o2 ist. Die Teststatistik 7
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wird wie beim einseitigen Gauf}- bzw. t-Test gebildet. Hy wird abgelehnt, falls
(x1,...,x,) im Ablehnungsbereich

K={(z1,...,2,) € R" : |T(x1,...,2,)| > c}
enthalten ist, wobei ¢ durch die Forderung

PMO[\({—?(XH—MO) A

bestimmt wird. Da hier T(Xi,...,X,) die gleiche Verteilung hat wie (—1) -
T(X1,...,X,), ist dies dquivalent zu

Py [ L (- p) > o] = 5.

und ¢ ergibt sich im Falle des zweiseitigen Gauf}-Test, bei dem die Varianz als
bekannt vorausgesetzt wird, als a/2-Fraktil der N (0, 1)-Verteilung, und im Falle
des zweiseitigen t-Tests, bei dem die Varianz unbekannt ist, als a/2-Fraktil der
t,,_1—Verteilung.

Eine Ubersicht tiber die bisher eingefithrten Tests findet man in Tabelle 5.1.

Hypothesen Varianz | T'(z1,...,z,) | Ablehnung von Hy, falls
Hy:p <o, Hy:pp> pg | bekannt Vn - ke T(x1,...,Tn) > Ug
Hy:p> g, Hy - < pg | bekannt \/ﬁ% T(x1,. .., Tp) < Ul_q
Hy:p= o, Hy - o # 1o | bekannt Vn - j"a—_o’m T(21, ..., 2n)| > Uay2
Hy: < po, Hy : po > po | unbekannt | /n - I"S—_L”O T(x1,... xp) >ty 1a
Ho:p > po, Hy o o < po | unbekannt | /n - I”S—;“O T(x1,...,2n) <tn_11-a
Hy: p= po, Hy : o # po | unbekannt | /n - I”S—TL“O T(1,. ., 20)| > the1,a/2

Tabelle 5.1: Gauf}- und t-Test fiir eine Stichprobe. Vorausgesetzt ist jeweils,
dass w1, ..., x, eine Stichprobe einer Normalverteilung mit unbekanntem Erwar-
tungswert p und bekannter Varianz of bzw. unbekannter Varianz o? sind. wu,
bzw. t,_1 o ist das a-Fraktil der N (0, 1)- bzw. der ¢,_;—Verteilung. Es werden die
Abkiirzungen 7, = 1/n Y z; und s2 =1/(n—1) Y7 (z; — T,)* verwendet.
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Bei den obigen Test wurde der Erwartungswert mit einem festen Wert vergli-
chen. Manchmal ist allerdings kein solcher Wert vorgegeben, statt dessen hat
man Stichproben zweier unterschiedlicher Verteilungen gegeben und mochte de-
ren (unbekannte) Erwartungswerte vergleichen. Die zugehorigen Tests bezeichnet
man als Tests fiir zwei Stichproben (im Gegensatz zu den oben vorgestellten Tests
fiir eine Stichprobe).

Beispiel 5.10 Im Rahmen einer prospektiv kontrollierten Studie mit Randomi-
sierung soll die Wirksamkeit eines Medikamentes uberprift werden. Dazu werden
die Uberlebenszeiten x1, ..., T, der Studiengruppe (die mit dem neuen Medika-
ment behandelt wurde) sowie die Uberlebenszeiten Y1, - -+, Ym der Kontrollgruppe
(die aus Personen besteht, die nicht mit dem neuen Medikament behandelt wur-
den) ermittelt. Durch Vergleich dieser Uberlebenszeiten maochte man feststellen,
ob die Einnahme des neuen Medikaments eine Wirkung auf die Uberlebenszeit hat
oder nicht.

Zur stochastischen Modellierung fassen wir z1, ..., x,, bzw. y1, ..., y,, als Rea-
lisierungen von Zufallsvariablen X, ..., X, bzw. Y;, ..., Y,, auf. Hierbei seien

die Zufallsvariablen
X, X, Y,

unabhangig, wobei X, ..., X,, identisch verteilt seien mit Erwartungswert ux
und Y7, ..., Y, identisch verteilt seien mit Erwartungswert iy .

Aufgrund der obigen Stichprobe wollen wir uns zwischen der Nullhypothese
Ho:px = py

und der Alternativhypothese

Hy o px # py

Eine Moglichkeit dafiir ist der sogenannte zweiseitige Gaufs-Test fiir zwei Stichpro-
ben . Bei diesem geht man davon aus, dass die X, ..., X,, unabhéngig identisch
N(ux,op)-verteilt sind, und dass die Y7, ..., Y,, unabhangig identisch N (uy, o2)-
verteilt sind. Hierbei sind px, py unbekannt, die Varianz o3 wird aber als bekannt
vorausgesetzt. Man beachte, dass hier insbesondere vorausgesetzt wird, dass die
Xy, ..., X, die gleiche Varianz wie die Yi, ..., Y,, haben.

Betrachtet wird hier die Testgrofle
T—y
_l_

T(xl,...,xn7y17"'7ym) =
[

S
3=
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wobei
1 & 1 &
E:—in und f:—Zyj.
N4 m j=1

Ist die Differenz von px und py betragsmafig groff, so wird, da z und y Schatzun-

gen von puy bzw. py sind, auch T'(xq,...,y,) betragsméBig grof sein. Dies legt
nahe, Hy abzulehnen, sofern T'(x1,...,y,,) betragsmaBig einen kritischen Wert ¢
iibersteigt.

Ausgangspunkt zur Bestimmung von c¢ ist, dass bei Giiltigkeit von Hy (d.h. fiir
fx = py)

1 n 1 m
. ﬁzi:rxi_ﬁzj':lyj
/1 1
[ E‘FE

N(0, 1)-verteilt ist. Dazu beachte man, dass T'(Xj,...,Y,,) normalverteilt ist,
da Linearkombinationen unabhéngiger normalverteilter Zufallsvariablen immer
normalverteilt sind. Desweiteren gilt

_ %Z?:lEXi_%Z;nzlEY} _ Hx — Ky

1 1 /1 1
oo - ﬁ_‘_ﬁ oo - ﬁ_‘_ﬁ

T(Xy,..., X0, Y1,...,Y,)

ET(X,...,Y,) _0

fiir px = py, sowie

V(T(Xy,...,Yn) =

Man wahlt nun ¢ als a/2-Fraktil der N (0, 1)-Verteilung. Es gilt dann bei Giiltig-
keit von Hy: Die Wahrscheinlichkeit, H, falschlicherweise abzulehnen, ist gegeben
durch

P(IT(X1,..., Xn Y1,... . Y| > =2-P[T(X1,..., Xp, Ya, ..., V) > ] = .
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Damit erhélt man als Vorschrift fiir den zweiseitigen GauB-Test fiir zwei Stich-
proben: Lehne Hj ab, falls

r—y

1
oo E“‘

> ¢,

1
wobei ¢ € R so gewahlt ist, dass fiir eine N (0, 1) verteilte Zufallsvariable Z gilt:

a
PZ>c ==
Z>d="%,
d.h. man wahlt ¢ als a/2-Fraktil der N(0, 1)-Verteilung.
Beim zweiseitigen GauB-Test fiir zwei Stichproben wird vorausgesetzt, dass die

Varianz o7 bekannt ist. In Anwendungen ist diese aber iiblicherweise unbekannt
und muss aus den Daten geschatzt werden.

Beim zweiseitigen t-Test fiir zwei Stichproben geht man davon aus, dass die X7,

, X, Y1, ..., Y, unabhingig sind, wobei die X;, ..., X,, N(ux,o?)-verteilt
und die Y3, ..., Y,, N(uy, o?)-verteilt sind. Hierbei sind z1x, pty und o unbekannt.
Man beachte, dass wieder vorausgesetzt wird, dass die Varianz der X; mit der
der Y; iibereinstimmt.

Zu testen ist wieder

Hy:px = py versus Hy:px # py.

In einem ersten Schritt schitzt man o2 durch die sogenannte gepoolte Stichpro-

benvarianz . _ . _
2 — Zz’:l(Xi - Xn)2 + Zj:l(yj - YM)2
P m+n—2 ’
Wegen
) 1 I .
ElS.] = m(W‘”'E a1 2 X ]
=1
+m—1) B | — 1; )
1 2
= m((n—l)-a + (m — =

(vgl. Beispiel 5.4) handelt es sich hierbei um eine erwartungstreue Schitzung der
Varianz.
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Man bildet dann analog zum zweiseitigen GauB-Test fiir zwei Stichproben die

Teststatistik _ _
B X, —-Y,
1 1
V% Vutm

Man kann zeigen, dass bei Giiltigkeit von puxy = py diese Teststatistik t-verteilt
ist mit m + n — 2-Freiheitsgraden. Daher lehnt man beim zweiseitigen Gaufs-Test
fur zwei Stichproben Hy : 1x = py genau dann ab, falls

T

|T‘ > tm+n—2,a7

wobei tpin_2q das a/2-Fraktil der ¢-Verteilung mit m + n — 2-Freiheitsgraden
ist.
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