Wiederholung: Was bisher geschah . ..

1. Erhebung von Daten im Rahmen von Studien

In der Medizin sind nur prospektiv kontrollierte Studien mit Randomisierung
zum Nachweis der Wirksamkeit von Medikamenten zugelassen.

Alle anderen Studien konnen verfalscht sein durch konfundierende Faktoren.

Beispiel: PISA-Studie

/ .B. unterscheiden sich die einzelnen Landern hinsichtlich der Muttersprache der
Schiiler mit Migrationshintergrund . . .

Seltsam: Mit solchen Studien kann man zwar begriinden, dass man das Bildungs-
system reformieren muss, aber kein neues Medikament zulassen . . .
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2. Erhebung von Daten im Rahmen von Umfragen

Die Ergebnisse von Umfragen konnen systematisch verfalscht werden durch

e “untypische” Auswahl der Befragten aus der Menge aller interessierenden Perso-
nen (sampling bias). Am besten (aber oft nicht wirklich moglich) ist hier eine
rein zufallige Auswahl der Befragten . . .

e Verweigerung der Teilnahme an der Befragung (non-response bias).

Beispiel: Wahlumfragen

Hier lassen sich weder sampling bias noch non-response bias vollig vermeiden.
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3. Beschreibende Statistik

Datenmengen werden durch wenige Zahlen (statistische MaBzahlen wie z.B.
(empirisches) arithmetisches Mittel bzw. (empirische) Varianz) oder Abbildungen
(wie z.B. Histogramme oder Boxplots) beschrieben.

Beispiel: Sprechen Frauen mehr als Manner ?

Im Rahmen einer Studie an der Universitdt Arizona wurden bei 210 Studentinnen
und 186 Studenten approximativ die Anzahl der gesprochenen Worte iiber einen
Zeitraum von mehreren Tagen bestimmt. Fiir die empirischen arithmetischen Mittel
der Anzahlen der gesprochenen Worter pro Tag ergab sich:

Frauen: 16215
Manner: 15669

Also haben hier die betrachteten Studentinnen im Durchschnitt etwas mehr Woérter
pro Tag gesprochen als die betrachteten Studenten.
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4. Modellierung von Datensatzen mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitstheorie

Frage im vorigen Beispiel:
Wie kann man die Aussage liber den betrachteten Datensatz hinaus verallgemei-
nern?

Vorgehen in der Statistik (vereinfacht):

1. Fasse den Datensatz als Realisierung von Zufallsvariablen auf.

2. Wahle ein (von Parametern, also reellen Zahlen) abhidngendes Modell fiir die
Verteilung dieser Zufallsvariablen.

3. Passe Parameter der Verteilung dieser Zufallsvariablen an die beobachteten
Daten an.

4. Beantworte die betrachtete Frage durch Betrachtung der Verteilungen der Zu-
fallsvariablen.
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Zu 1: Wir fassen die Beobachtungen (Anzahl gesprochener Wérter pro Tag und
pro Versuchsperson) auf als Ergebnis eines Zufallsexperiments:

Dieses hat ein unbestimmtes Ergebnis X (w)e R, und fiir groBe Anzahlen von
Wiederholungen nahert sich fiir jedes Ereignis A C R die relative Haufigkeit des
Auftretens eines Ergebnisses, dass in der Menge A liegt, einer Zahl

P[X € A] € [0,1]

(sog. Wahrscheinlichkeit von A) an.

Z.B. X = Anzahl der von einer (zufillig ausgewahlten) Frau gesprochenen Worter
an einem (zufdllig ausgewahlten) Tag,

P|X € [16000, 16500]] = Wahrscheinlichkeit, dass eine (zufillig ausgewahlte) Frau
an einem (zufallig ausgewdhlten) Tag zwischen 16000 und 16500 Wortern spricht.
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Zu 2: Die Zuordnung von Wahrscheinlichkeiten zu Mengen, also
A—P|X € A],

heiBt Verteilung der sogenannten Zufallsvariablen X.

Eine Moglichkeit, solche Verteilungen festzulegen, sind diskrete Verteilungen mit
Zahldichte. Bei diesen wird fiir jedes k € Ny die Wahrscheinlichkeit

festgelegt. AnschlieBend bestimmen wir die Wahrscheinlichkeit, dass das unbe-
stimmte Ergebnis in einer Menge A C R zu liegen kommt, als Summe der
Wahrscheinlichkeiten aller natiirlichen Zahlen in A:

PXecAl:= > PX=k
k€ ANNy
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Im obigen Beispiel konnen wir die folgenden diskreten Verteilungen verwenden:

1. Seien n € N und p € [0,1]. Bei einer binomialverteilten ZV mit Parametern
n und p (kurz: b(n, p)-verteilte ZV) wird

n

PIX = = (

)pk(l —p)n_k fir k€ {0,...,.n}, P X =k|=0firk >n
gesetzt und alle weiteren Wahrscheinlichkeiten werden wie oben berechnet.

Man kann zeigen:

Hier liegt die Vorstellung zugrunde, dass die (zufdllig ausgewdhlte) Frau am Tag
genau n Moglichkeiten hat, ein einzelnes Wort zu sprechen, und jedes dieser
Worter unbeeinflusst voneinander mit Wahrscheinlichkeit p spricht.
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2. Sei A > 0. Bei einer Poisson-verteilten ZV mit Parameter \ (kurz: w(\)-
verteilte ZV) wird

PX =kl="--e" firkeN

gesetzt und alle weiteren Wahrscheinlichkeiten werden wie oben berechnet.
Man kann zeigen:

Dieses Modell kann als Approximation einer b(n, p)-Verteilung fiir n groB und p
klein aufgefasst werden, sofern man A = n - p setzt.
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Bei einer stetig verteilten Zufallsvariablen mit Dichte wahlen wir eine soge-
nannte Dichte f : R — R, also eine Funktion f : R — R mit

oo

f(x) >0 firallexeR und / f(x)dx =1,

— 00

und bestimmen die Wahrscheinlichkeit, dass das unbestimmte Ergebnis in einer
Menge A C R zu liegen kommt, als Flacheninhalt zwischen der Dichte und der
x-Achse im Bereich der Menge A:

P X e A] ::/f(x)dx.
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Wahlt man fiir f die Funktion

@)= (pem)
x) = e 20 x :
V2o

so spricht man von einer sogenannten Normalverteilung mit Parametern 1 und

o2 ist.

Wir werden spater sehen:

Summen von Zufallsvariablen der gleichen Art, die sich gegenseitig nicht beeinflus-
sen, konnen durch Normalverteilungen approximiert werden, daher bietet sich im
obigen Beispiel auch die Normalverteilung als Modell an.
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Um Punkt 4 bearbeiten zu kénnen (Punkt 3 folgt spater) wollen wir beschreiben,
wie groB der Wert ist, der sich bei wiederholter Durchfiihrung des Zufallsexperi-
ments fiir groBe Anzahl von Wiederholungen im Mittel approximativ ergibt.

Im Beipiel oben:
Wieviele Worter sprechen Frauen im Durchschnitt am Tag, wenn wir immer wieder
einzelne Frauen und einzelne Tage zufallig auswahlen ?

Definition: Sei X eine diskrete Zufallsvariable, die mit Wahrscheinlichkeit Eins nur
einen der Werte x1,29,..., 2 € R bzw. 1,25, --- € R annimmt. Dann heiBt

K 00
EX:Za:k-P[X:xk] bzw. EX:Z:Ck-P[X:xk]
k=1 k=1

der Erwartungswert von X.
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Beispiel: Fiir eine b(n, p)-verteilte Zufallsvariable gilt

n
EX = Y k-(,)pa-p
k() p"(1—p)
k=0
— (n—1 k—1 (n—1)—(k—1)
— 1 —
n-p (k_l)p (1—p)

da (a+b)™ =31, (1) a"bm k.

Folgerung: Sind die Anzahl der gesprochenen Worter bei Frauen b(n¢,py)- und
bei Mannern b(n s, par)-verteilt, so sprechen Frauen mehr als Manner, falls gilt:

nf-pf>nM-pM.
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Beispiel: Fiir eine w(\)-verteilte Zufallsvariable gilt

o0 )\k L
k=0

— )\ S )‘k_l —A
- ;(k—l)! '

= )\°€>\'6_)\:)\,

da o
oL — Zx_
k!

k=0

Folgerung: Sind die Anzahl der gesprochenen Woérter bei Frauen w(Agr)- und bei
Mannern 7(Aps)-verteilt, so sprechen Frauen mehr als Manner, falls gilt:

AR > A
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