Vorlesung am 26.01.2009

In der schlieBenden Statistik gehen wir davon aus, dass die beobachteten Daten
gemal einem stochastischen Modell erzeugt wurden.

Genauer:

Die beobachteten Daten sind Realisierungen (also beobachtete Werte) von Zufalls-
variablen, deren Werte unbeeinflusst voneinander (d.h. unabhingig) und nach dem
gleichen Prinzip (d.h. mit identischer Verteilung) entstanden sind.

Noch genauer:

Unsere Stichprobe x1, ..., x, ist Realisierung der ersten n-Glieder X, ..., X,, einer
Folge (Xi)ren von reellen Zufallsvariablen definiert auf dem gleichen Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, P), die unabhingig und identisch verteilt sind.
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Ausgehend von diesen Daten mochten wir Aussagen iiber die zugrundeliegende

Verteilung (z.B. wie groB ist der Wert, der sich im Mittel bei dieser Verteilung
ergibt) machen.

Genauer:

Konstruiere eine Schatzung T),(x1,...,z,) von einem “Parameter’ der Verteilung
von X1, z.B. vom Erwartungswert oder von der Varianz von Xj.

Beispiel:
Schatze Erwartungswert und Varianz der Verteilung durch

Tn(xl,...,xn):%zn:xi und T,(z1,...,2,) = ! Z xi—lZazj
i=1 =1
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Wiinschenswerte Eigenschaften von Schatzfunktionen sind erstens, dass sich der
geschatzte Wert asymptotisch, also bei immer groBer werdenden Stichprobenum-
fang, dem gesuchten Wert immer mehr anndhert (sog. starke Konsistenz), und
dass sich zweitens im Mittel, also bei wiederholtem Schatzen und festem Stichpro-
benumfang, der richtige Wert ergibt (sog. Erwartungstreue).

Im Falle der Schatzung des Erwartungswertes durch das empirische Mittel der
Stichprobe bedeutet dies:

1 n
-y X; — EX, (1)
=

mit Wahrscheinlichkeit Eins (also fast sicher, abgekiirzt f.s.), und

E (; zn: Xi> _EX,. (2)

SFHS WS 08/09 3



Nach dem starken Gesetz der groBen Zahlen gilt:
Sind die auf dem selben Wahrscheinlichkeitsraum definierten reellen Zufallsvariablen
X1, X9,... unabhangig und identisch verteilt, und existiert EX;, so gilt:

1 n
n
1=1

Also ist bei obiger Schatzung die Eigenschaft (1) (und nach den Rechenregeln fiir
Erwartungswerten auch (2)) erfiillt.

Man kann zeigen, dass auch die empirische Varianz stark konsistent und erwar-
tungstreu ist. Der Vorfaktor 1/(n — 1) stellt dabei die Erwartungstreue sicher.
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