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Ubungen zur Vorlesung
Optimierung bei partiellen Differentialgleichungen

G7. Differenzierbarkeit

Zeigen Sie, dass die folgenden Abbildungen stetigchet-differenzierbar sind. Leiten Sie
hierzu zurachst formal ab und weisen Sie nach, dass es sichctdtsh um die Fechet-
Ableitung handelt:

a) F:yeL*(Q)— |ly —vall7: € R,yq € L*(Q), Q C R™ offen.

b) G:y e LS(N) — 3> € L3(Q), Q C R" offen, beschankt.
Hinweis: Aus der Hblder-Ungleichung folgtiir allel < s < 00,1 < p < oo, %Jr% =1

luv||rs < ||u|lzes||v]|pes, Yue LPP, ve L.

G8. Reduzierte Zielfunktion fir ein linear-quadratisches Optimalsteuerungsproblem

SeiQ) € R", n = 2 odern = 3, ein beschiinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand. Wir betrachten
das Optimalsteuerungsproblem

i Ly = yalZaon + Sl
min Ny — Y
yeH (), ueL?(0Q) 2 Y~ Ydllz) ™ 5 1I%IL2 (a0

udN. —Ay+y=g auf,
Oy

mit g € L?(Q), yg € L*(2) unda > 0. SetzeY = HY(Q), U = L*(990).

a) Geben Sie die schwache Formulierung der Zustandsgleichung an und schreiben Sie das
Problem abstrakt in der Form

min  f(y,u) U.dN. E(y,u) =0, u€ Uy
yeY, uelU

mtE:Y xU — Y™

b) Begiinden Sie, dass zu jedem e U ein eindeutigey = y(u) € Y existiert mit
E(y(u),u) =0.

c) Zeigen Sie,dasE : Y x U - Y*undf : Y x U — R stetig FEchet-differenzierbar
sind. Berechnen Sie die partiellen Ableitungen yoand E und begiinden Sie, dass
der OperatofZ; (y, u) beschankt invertierbar ist.

Tip: Benutzen Si&s7.

d) Warum istdie Abbildung € U — y(u) € Y stetig Fechet-differenzierbar? Wie lautet
die Ableitungy’(u)? Begiinden Sie, dass das reduzierte Zielfunktiohalu € U +—
f(y(u), u) stetig FEchet-differenzierbar ist.

e) Wie kann many’(u)h durch Losen einer PDE berechnen? Wiedtiman nun die Rich-
tungsableitung/ f (u, h) = f'(u)h?

f) Sei(y, ) eine Losung des Optimierungsproblems. Was gilt damiff (a, h), h € L2?
Welche Optimali&tsbedingung ergibt sich?

Bitte wenden!



H3. Ein semilinear-quadratisches Optimalsteuerungsproblem

SeiQ) C R3, ein beschinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand. Wir betrachten das Optimalsteue-
rungsproblem

min oy yallZa + S lul?
e () werziy 2170 Ydllrxe) T ol )

u.d.N. —Ay+y+y3 =u auf(,
dy
» 0 aufofl,

a<u<b auff)

mita,b € L*(Q), a < b, yg € L*(2) unda > 0. SetzeY = HY(Q), U = L3(Q).

a) Geben Sie die schwache Formulierung der Zustandsgleichung an und schreiben Sie das
Problem abstrakt in der Form

i udN. FE =0 U
yerl;,utrtleU f(y7u) (y7u) ;o w& Ugd

mitE:Y xU — Y™

b) Begiinden Sie, dass zu jedem e U ein eindeutiges = y(u) € Y existiert mit
E(y(u),u) =0.

c) Zeigen Sie, das®& : Y x U — Y™ stetig FEchet-differenzierbar ist. Berechnen Sie
die partiellen Ableitungen voi’ und begiinden Sie, dass der Operafg](y, u) stetig
invertierbar ist.

Tip: Benutzen, Si&7.

d) Folgern Sie mit einem bekannten Satz aus der Analysis, dass die Abbildarig —
y(u) € Y stetig Fechet-differenzierbar ist. Wie lautet die Ableitugigu)?

e) Begiinden Sie, dass das reduzierte Zielfunktiofial v € U +— f(y(u),u) stetig
Frechet-differenzierbar ist.

f) Wie kann many’(u)h durch Losen einer PDE berechnen? Geben Sie die Schritte zur
Berechnung der Richtungsableitudg(u, h) = f'(u)h an.

g) Begiinden Sie, dass das Optimierungsproblem eiisuhg hat.

Abgabetermin flir Hausaufgaben:Montag, 04.06.0T der Vorlesung.



