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Ubungen zur Vorlesung
Optimierung bei partiellen Differentialgleichungen

G4. Sobolev-Ungleichung
Seip € [1, c0[. Zeigen Sie:

a) RAiralleu € C*°(]0,1]) gilt |lullze < |lullze + |o/||2e < 2 [Jullpe.

b) Faralleu € WHP(10,1[) gilt |lullp~ < 2 |lully1e-
Wir haben also die stetige Einbettubig!?(]0,1[) c L>°(]0,1]).

Sie dirfen folgende Tatsache verwenden: Gijt — « in LP, dann existiert eine Teil-
folge (ug)rer Mit (ug)rerx — u fastiiberall.
Tip: Benutzen Sie ein Dichtheitsargument.

G5. Kompaktheit und die Existenz von Minima flr nichtkonvexe Probleme
Es sei(2 ¢ R? offen und beschimkt mitC®!-Rand. Betrachte das Problem

A /9(92 +y)de st E(y,u) = Ys +Ye, —u =0,

(P)

lyllwes <1, Jul < 1.

Zeigen Sie:

a) Das Problem (P) hat zadsige Punkte und ist nach unten beéokt.

b) Es existiert ein Banachraufi c H'(Q), so dass die Einbettung/>4(Q) cc W
kompakt ist und zudenfi : W — R sowieE : W x L? — L? stetig sind.

¢) Das Problem (P) hat eine optimale Lsung.
Hinweis: Sie dirfen benutzen: Gilt|yk||y2+« < 1 undy, — y in W, dann gilt auch

y € W24(Q) und ||yl < 1.

G6. Poissongleichung als Minimierungsproblem

Seif) C R offen und besctimkt, sowief € L?(12).
Der RaumV’ := H}(Q) versehen mit dem Skalarprodukt

(u,v)y = /QVU(:J:) -Vou(z) dz

ist ein Hilbertraum, denn die induzierte Notw||y; = |- |51 und die Norml| - || ;1 sind wegen
der Poincag-Ungleichungaquivalent.
Wir betrachten au¥” das Energie-Funktional

J(w) = /Q (% Vu(r) - Vo(z) - frhu(z)) d = %(w,w)v (. w)pe.

Bitte wenden!



In der Vorlesung wurde gezeigt, dass die schwache Formulierung des Dirichlet-Problems
—Au=f, wulsgg =0 (D)

fur die Poisson-Gleichung lautet:

Findeu € H}(Q) : /QVU(CE) -Vou(x)de = /Qf(x)v(m) de Vv € H} Q). (0S)

Kurz: (u,v)y = (f,v)2 Yv e H(Q).

Zeigen Sie:

a) Furjedesu € V undv € V istdie Abbildungt € R — J(u+tv) stetig differenzierbar.
Wie lautet die Ableitung it = 0?
b) Firu € V sindaquivalent:
i) J(u) =mingey J(w)
”) (U,U)V = (f7v)L2 VveV
c) Es gibt genau eine Funktion € H}(2) die (DS) erfillt, also genau eine schwache
Losung von (D).
Tip: Man verwende den Rieszschen Darstellungssatz.

Also ist die schwachedsungu von (D) eindeutig und zudem das eindeutige Minimum yon

H2. Kompakte Einbettung in Holderraume und Existenz von Optimalbsungen
Fur jedess €0, 1] ist der Holder-Raum

C¥P([0,1]) = {u € C([0,1]) = lullcos < o0}

mit der Norm

lullgos = llullz +  sup M
ryelllaty 1T Yl

ist ein Banachraum. Sgi€]1, oo.

a) Zeigen Sie durch Verfeinerung v@#., dass die stetige Einbettung gilt'»(]0, 1[) C
CO1=1e([0,1)).

b) Zeigen Sie, dassif jedess €]0, 1] die Einbettungo®4([0,1]) cc C([0,1]) kompakt
ist, also gilt:
Jede beschinkte Folgduy ) in C%4([0, 1]) besitzt eine konvergente Teilfolged([0, 1]).

Tip: Zeigen Sie die Existenz einer Teilfolgey)rcx, SO dasgui(x))rex in allen ra-
tionalen Punkten: € [0, 1] N Q konvergiert (dies sind alhlbar viele Punkte!). Weisen
Sie nun nach, dass; )xc x eine Cauchy-Folge i6’([0, 1]) ist.

c) Warum gilt also die kompakte Einbettufig?(]0, 1[) cc C([0,1]) furp > 1?
d) Folgern Sie, dass das Problem

max ~ S.L <2
max s Sty <

eine Losung hat.
Hinweis: Sie dirfen benutzen: Gilflyx|| ;1 < 2 undy, — y in L?, dann gilt auch
ye€ H und|yl| g <2

Abgabetermin fur Hausaufgaben: Mittwoch, 23.05.07 in detJbung.



