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Ubungen zur Vorlesung
Optimierung bei partiellen Differentialgleichungen

G1. Berechnung des Gradienten der reduzierten Zielfunktion
Wir betrachten das endlichdimensionale Optimalsteuerungsproblem

i u.dN. E(y,u) =0
jeimin  f(y,u) (y,u)

mit C1-Funktionenf : R" xR? — R, E : R® x R? — R”. Es sei bekannt, dass die Gleichung
E(y,u) = 0 fur jedesu € R? genau eine zugéhige Losungy(u) € R™ besitzt. Das Problem
ist dann offensichtlictaquivalent zu demeduzierten Problem

min f7(uw) mit £ (u) = Fy(u),u).

u€RY
Ferner sei; (y(u), u) fur jedesu € RY invertierbar.

a) Differenzieren Sie die Gleichurfg(y(u), u) = 0 (total) nachu und berechnen Sie daraus
die Ableitungy’(u) der Abbildungu — y(u).

b) Leiten Sieahnlich wie in a), zu gegebeneamne R? ein lineares Gleichungssystem zur Be-
rechnung der Richtungsableitung (Sensiéit)itl,y(u) := y'(u)v her. Nutzen Sie, y(u),
um die Richtungsableitung”)’(u)v zu bestimmen.

C) Zeigen Sie

Vi) = (") ()" =y ()" Vyf(y(u),u) + Vo f(y(u), u)
= E,(y(u),u) p+ Vuf(y(u),u),

wobei deradjungierte Zustang = p(u) € R™ die adjungierte Gleichungpst
E;(y(u),u)Tp = —Vyf(y(u),u)

d) Vergleichen Sie den Aufwand der Berechnung %ofi'(u) bei Verwendung de$ensiti-
vitatsmethodaus b) und deAdjungiertenmethodaus c).

G2. Funktionalanalytische Grundlagen
Sei) C R" offen und besclmkt. Betrachte den Vektorraum stetiger Funktionen
C(Q) :={v:Q—R; v stetig.

Definiere firu,v € C(Q)

] oo rzsugluur)l, (u,v)2 Z/QU(SE)v(x)dx, lullp2 := v/ (u,u) 2.
xe

a) SeiX der BanachraunC(Q), | - ||z=). Entscheiden Sie, welche der folgenden linearen
Funktionale inX* liegen und scétzen Sie gegebenenfalls det¥i-Norm ab:

o uf:u e X — u(y) mitfestemy € Q,
Bitte wenden!



e ub:u€ X — [u(z)u(z)dx mitfestemv € C(Q),

o uz:u€ X — fQ\{y} ﬁ dx mit festemy € Q.

b) Zeigen Sie, dass eine Konstante- 0 existiert mit||u|| 2 < C|jul|z~ fur alleu € C(£).

c) SeiH der Pa-Hilbertraum aller Funktionen aus(2) mit dem Skalarprodukt:, -) ;2
Zeigen Sie, das#l kein Hilbertraum ist. Welche der Funktionale aus a) sind bemihr
auf H?

G3. Existenz von Minima
Haben die folgenden Optimierungsproblentesungen? Beginden Sie Ihre Antwort.

1

. 2

a min u(x) dz s.t. u(l) =1.
)ueC([OJD/o (=) @)

1
b i - 2dx s.t. < 1.
) _min /0 (o) de st [lullps <

Hierbei seiL?((0, 1)) der Uibliche Lebesgue-Raum, also die Vervdlisdigung des Rr
Hllbertraums(C([O 1), (-, ) r2)-

H1. Rund um Differentialoperatoren

SeiQ2 C R" offen und besclankt. SeiH der Pa-Hilbertraum aller Funktionen ad(£2) mit
dem Skalarprodukt

(1, 0) 2 1= /Q w(@)o(z) da.

Weiter seiV’ der Pa-Hilbertraum aller Funktionen a@s! () mit dem Skalarprodukt

(u,v) g = /Q(u(:r)v(:r) + Vu(z) ' Vo(z)) da.

a) Zeigen Sie, dass die Abbildung
ueVi—u,, € H, 1<i<n,
linear und stetig ist.
b) Finden Sie Funktionem;, € C?(Q2), k € N, mit
urllgr <1, [[Augl| gz > k.

c) Zeigen Sie, dass die Abbildung
(u,v) € Vi / Vu(z)'Vu(z)de € R
Q

bilinear und stetig ist.

d) Rufen Sie sich den Gaul3schen Integralsatz in Erinnerung und zeigen Sie:hiaei-
chend glatten Rand, so gilifalleu € C?(Q2), v € C*(Q), v|gq = 0:

/Q ~ Au(a)o(x) de = / Vau(2) Vo(z) de.

Q

e) Zeigen Sie, nochmals mit dem GauRschen Integralsatzdst?(Q2) Losung von
—Ay =g aufQ, @ =h aufoq,
v
mit Funktioneng € L?(2) undh € L?(952), dann gilt:

/Vy(x)TVv(x)d:L“:/g(z)v(m) der/ h(z)v(z)dS(z) Yve CY(Q).
Q Q o0

Abgabetermin fiir Hausaufgaben: Mittwoch, 09.05.07 in det/bung.



