12. Ubung Lineare Algebra II fiir M

— Losungsvorschlige —

Gruppeniibungen

(G30)

Wir definieren die Abbildung

exp: M,(C) — M,(C)
A = 3 %
a) Bestimmen Sie fiir die Diagonalmatrix
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die Matrix exp(D).

b) Bestimmen Sie exp(N) fiir die nilpotente Matrix

01 11
N o— 0 0 11
00 01
0000
a) Fiir eine Diagonalmatrix gilt
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Demnach ist
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b) Da N eine nilpotente Matrix ist, gibt es eine natiirliche Zahl k so, dass N* = 0 ist.

Damit gilt
=0
=~
ep(N) =D =D —r+) —r =D
=0 j=0 J: j=k J: =0 J°
Somit ist
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a) Gegeben seien zwei kommutierende Matrizen A und B, d.h. AB = BA, fiir die exp(A)
und exp(B) existieren. Zeigen Sie, dass dann

exp(A + B) = exp(A) exp(B)

ist.

Hinweis: Nach der Cauchyschen Produktformel gilt > 77 a; > 2720 b; = > 0% o > arbp—i-



b) Zeigen Sie, dass fiir einen Jordanblock

gilt:
exp(.J) = exp(D) exp(NV)

c) Zeigen Sie, dass fiir A € M, (C) und S € GL,(C)
exp(ST1AS) = St exp(A)S
ist.
d) Zeigen Sie, dass die Exponentialfunktion fiir alle Matrizen aus M,,(C) definiert ist.
e) Zeigen Sie, dass fir A € M, (C)

det(exp(A)) = )

gilt.
a) Es gilt
= (A + B)"
exp(A + B) = Z( oy )
n=0 ’
AB=BA = 1 <=1\ honk
= - AB"™
S (3)
n=0 " k=0
1« n!
_ Z Aan—k
— n! p El(n — k)!
- T (n — k)
oot k! (n—k)
Hinweis = A’ o= B
e gAY
i=0 =0
= exp(A)exp(B).

b) Mit a) miissen wir zeigen, dass ND = DN gilt. Dies folgt aus
ND = NME=AMNE =)MEN = DN.

Somit ist nach a) exp(J) = exp(D) exp(NV).
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c)

d)

Fiir k € N gilt

(STTAS)E = (STTAS)(STIAS) ... (STTAS) = STt AkS.

N /

k—mal

Somit ist

exp(STTAS) = Z(S—

Sei A € M,(C), dann gibt es eine invertierbare Matrix S € M, (C), sodass S~ AS in
Jordannormalform ist. Demnach nehmen wir 0.B.d.A. an, dass A in Jordannormal-
form vorliegt.

Nach den Rechenregeln fiir Blockmatrizen gilt fiir eine Matrix in Jordannormalform
mit verschiedenen Jordanblécken
i .
JAlaml J}j\l,ml 4
‘]A27m2 J3

A2,ma2

J
J)\n ;Mn J)\n sMn

Demnach geniigt es zu zeigen, dass die Exponentialfunktion fiir einen Jordanblock
definiert ist. Dies haben wir jedoch schon in Aufgabenteil b) gezeigt.

Da die Spur invariant unter Basistransformationen ist und
det(exp(S™1AS)) = det(S " exp(A)S) = det(exp(A))

ist, gehen wir 0.B.d.A. davon aus, dass A in Jordannormalform vorliegt. Erneut
reicht es, die Aussage fiir einen Jordanblock zu zeigen (Blockmatrizen). Sei J ein
Jordanblock, d.h. J = D + N mit einer Diagonalmatrix D und einer nilpotenten
matrix N. Dann gilt

det(exp(J)) = det(exp(D + N)) = det(exp(D) exp(N)) = det(exp(D)) det(exp(N)).



Fiir eine Diagonalmatrix gilt nach G30, a)

eM 0 ... 0
0 e .. 0
exp(D)=|
0 0 et

und somit
det(exp(D)) = M -+ - e = PrttAn) — otr(D),

Weiterhin ist nach G30, b) det(exp(N)) = 1, sodass nun
det(exp(J)) = det(exp(D)) det(exp(N)) = )

gilt. Es bleibt demnach zu zeigen, dass e = e"(P) ist, dies ist jedoch offensichtlich
der Fall, da die Spur invariant unter Basistransformation ist und fiir einen Jordan-

block gilt tr(J) = tr(D + N) = tr(D) + tr(N) = tr(D).

(G32)
Gegeben Sei die Abbildung

va:R — M,(C)
t — exp(tA).

Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢ 4 im Punkt 0 differenzierbar ist, indem sie den Grenzwert

d d . exp((0+ h)A) — exp(0)
— = — tA =1
A s Y R h
bestimmen.
Es ist
= (0)
exp 0 = —_— = E
-3
und




Somit ist

exp((0+WA) —exp(0) %M B
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