10. Ubung Lineare Algebra II fiir M

— Losungsvorschlige —
Hausiibungen
(H18)(12 Punkte)
Gegeben Sei die Matrix
21 00
02 00
A= 00 11
00 -2 4

in Standardbasis und die Basis

B = {U1,U27U3,U4} -

oS O O
O;HO
»—»—TOO
N = O O

a) Geben Sie die Darstellung der Matrix A als Abbildung (R*, B) — (R?*, B)

all.

b) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und die geometrische sowie die alge-
braische Vielfachheit der Eigenwerte.

¢) Bestimmen Sie die verallgemeinerten Eigenrdume.

d) Vergleichen Sie die Basis, die aus den Basisvektoren der verallgemeinerten
Eigenrdume besteht mit der Basis B. Was fillt ihnen auf?

a) Die Transformationsmatrix lautet

1000
0100
= 0011
0 01 2

Da es sich um eine Blockmatrix handelt, lautet die Inverse

10 0 0
L o1 o0 o
=100 2 -

00 -1 1

—_



Also ergibt sich als neue Matrix

A =T AT =

S O O
S O N
oSN OO
w o o o

b) Das charakteristische Polynom von A lautet

2—-A 1 0 0
0 2—-AX 0 0

xaly) = 0 0 1-A 1

0 0 -2 4=\

SCT L)

= (2—-N*B-\).

Die Eigenwerte sind A\; = 2 mit algebraischer Vielfachheit 3 und Ay, =
3 mit algebraischer Vielfachheit 1. Um die geometrische Vielfachheit zu
bestimmen, bestimmen wir eine Basis des jeweiligen Kigenraumes. Zum
Eigenwert Ay = 3 ist dies die Losung des Gleichungssystems

-1 1 00
0 -1 00

(A—-31v = 0 0 -2 1 v =0.
0 0 -2 1

Als Basis fiir diesen Losungsraum ergibt sich der Vektor v; = . Die

N = OO

geometrische Vielfachheit des Eigenwertes Ay = 3 ist demnach 1.

Fiir die Basis des Eigenraumes zu A\; = 2 bestimmen wir die Losung des
Gleichungssystems

0 1 0 0
0 0 0 0
(A—-21)w = 00 -1 1 v =0.
00 -2 2
Hier erhalten wir als Basis die Vektoren

1 0
1 0 . 10
Vg = 0 SOWIEe U3 = 1
0 1



Die geometrische Vielfachheit des Figenwertes \; = 2 ist demnach 2.

¢) Da fiir den Eigenwert Ay die geometrische Vielfachheit mit der algebraischen
Vielfachheit {ibereinstimmt, stimmt auch der verallgemeinerte Eigenraum
mit dem Eigenraum iiberein.

Fiir den Eigenwert A3 bestimmen wir noch die Losung des Gleichungssys-

tems
01 00 01 00 00 00
Cope. |00 00 oo oo| o0 oo0]|
(A=2D%v = o o 1 1 00 11" " oo 11 |v70
00 —2 2 00 —2 2 00 -2 2

Als Basis fiir den Losungsraum erhalten wir die Vektoren

sowie vg =

_ O O

Damit erhalten wir insgesamt den verallgemeinerten Eigenraum

UX) — lin{ws, v, v4, Vs } e lin{wy, v, v4}.

d) Die Basis der verallgemeinerten Eigenrdume ist

0 0
0 0
1 1|7
2 1

o O = O

1
0

) O )
0

Sie ist eine Permutation der Basis B, d.h. die Basis B war eine Jordanbasis

von A. Dies erkennt man auch daran, dass die Transformation in diese
Basis die Matrix A in eine Jordannormalform iiberfiihrt.

(H19)(3 Punkte)

Sei V ein Vektorraum und U™ ein verallgemeinerter Eigenraum der Abbildung
AV — V zum Eigenwert \.

Zeigen Sie, dass der verallgemeinerte Eigenraum invariant unter der Abbildung
A ist.




Sei v € UM. Dann gibt es eine natiirliche Zahl m, sodass (A — A\I)™v = 0 ist.
Demnach gilt
(A=X)"(Av) = (A= X)"(Av — Iv + o)
= (A= AD™(Av — \v) + (A — A)™\
= (A= X" o+ ANA - XM = 0.

Demnach ist mit v € UM auch Av € UM, d.h. UMW ist invariant unter A.



