10. Ubung Lineare Algebra II fiir M

— Losungsvorschlige —
Gruppeniibungen
(G23)
Gegeben Sie die 4 x 4 Matrix
30 -1 0
s 2 3 -2 -1
00 2 0
10 -1 2

a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A.

b) Bestimmen Sie die verallgemeinerten Eigenrdume von A.

a) Fiir das charakteristische Polynom von A gilt

3-A 0 -1 0
33—\ -2 —1
A =det(A — M) = det

xXa(A) ( ) 0 9_ )\ 0
0 -1 2-2)

Entwicidung 3—-A 0 0

Bl (9 Ndet| 2 3-) -1

1 0 2— A\

Entwicklung
nach der

L (9 03— ) det (3 -4l

. 2_A> — (2 N3\

Folglich besitzt A die Eigenwerte \; = 2 und \y = 3.

b) Fiir den Eigenraum zum Eigenwert \; gilt

1 0 -1 O 1 0

E,, :=ker(A — \I) = ker 21 =2 -1 s 0 +1 L | s,t €R
00 0 O 1 0
1 0 -1 O 0 1

Fiir diesen Eigenwert stimmt demnach der FEigenraum mit dem verallgemeinerten
FEigenraum iiberein.



Fiir den Eigenraum zum Eigenwert Ay gilt

00 -1 0 0
E), = ker(A — )\ 1) = ker 20 =2 =) |seR
00 -1 0 0
10 -1 —1 0

Zum Bestimmen des noch fehlenden Basisvektors des verallgemeinerten Figenraums
zum Eigenwert Ay bestimmen wir

0 010 0 1
ker(A — M\oI)? = ker I s L +1 y | s,teR
010 0 0
-1 011 0 1
d.h. wir erhalten den verallgemeinerten Eigenraum
0 1
RO D [ Y |s,t €R
0 0
0 1
(G24)
Gegeben sei die 4 x 4 Matrix
2 1 0 -1
A 020 O
00 2
000

a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom von A.

b) Was kénnen Sie anhand des Minimalpolynoms iiber die Diagonalisierbarkeit der Ma-
trix A aussagen?

a) Wir bestimmen das charakteristische Polynom von A:

2 — 1 0 —1
0 2—2A 0 0

U R | Lt
0 0 5—2A




Es miissen beide Faktoren (2 — A) und (5 — A\) auch Faktoren im Minimalpolynom
von A sein. Da das Minimalpolynom das charakteristische Polynom teilt, gibt es
keine weiteren Linearfaktoren. Daher muss das Minimalpolynom eines dieser drei
Polynome sein:

mi(A) = (2=N)(E =), ma(A) = (2=A)*G=A), ms(\) =(2-N(E-N).

Wir setzen nun die Matrix A ein. Es gilt

0 -1 0 1 3 -1 0 1 0 -3 00
mi(A) = (21— A)(51—A) = 0 0 O 0 300 ((_|[0 000
0 0 0 030 0 000
0 -3 0 00 0 00
d.h. my ist nicht das Minimalpolynom. Weiterhin gilt
0 -1 0 1 0 -3 00
0 00 O 0O 000
ma(A) = (2I-A)*(5I-A) = (2I-A)m,(A) =
2(A4) = ( ) ( ) = ( Jmi(A) 0 00 0 0 000
0 0 -3 0O 000

Demnach ist ma(\) = (2 — X)?(5 — A) das Minimalpolynom von A.

b) Eine Matrix ist genau dann diagonalisierbar, wenn ihr Minimalpolynom in unter-
schiedliche Linearfaktoren zerfillt.
Ist die Matrix diagonalisierbar, so gibt es eine dhnliche Diagonalmatrix, d.h. alle Ein-
trige ausserhalb der Diagonalen sind 0. Mit einem Linearfaktor kénnen wir jedoch
gerade diese Diagonaleintrage verdndern und nach den Rechenregeln fiir Diagonalma-
trizen ergibt sich das Minimalpolynom als das Polynom, welches jeden Linearfaktor
genau einmal enthalt.

Betrachten wir andererseits eine Matrix, die dhnlich zu einer Matrix ist, die neben
der Diagonalen noch genau einen Eintrag auf der Nebendiagonale hat, so stellen wir
fest, dass dieser Eintrag mit den Linearfaktoren nicht verdndert werden kann. Hier
miissen wir eine Potenz eines Linearfaktors im Minimalpolynom haben.

Demnach ist Matrix A nicht diagonalisierbar.

(G25)
Gegeben sei eine Matrix A und die Jordankette vy, ..., v, zum Eigenwert \. Zeigen Sie,
dass vy, ..., vs linear unabhangig sind.

Wir nehmen an, dass die Gleichung

a1V + QoUg + ... + agv, = 0.



eine nichttriviale Losung besitzt. Sei k := max{i : «a; = 0} bzgl. dieser nichttrivialen
Losung. Da die v; eine Jordankette bilden gilt (A — A )¥ v, = vy und (A—AI)*1v; =0
fiir j < k. Wir erhalten damit

(A =AD" vy + vy + ... + av,) = vy = 0.

Dies impliziert jedoch a; = 0, im Widerspruch zur Wahl von k. Damit sind alle a; = 0
und die v; sind linear unabhéngig.



