8. Ubung Lineare Algebra II fiir M

— Losungsvorschlige —

Hausiibungen

(H13)(5 Punkte)

In dieser Aufgabe werden wir zeigen, wie die Quaternionen H in die reellen 4 x 4
Matrizen eingebettet werden konnen:

Gegeben seien die folgenden Matrizen aus M, (R):

1000 01 00
0100 ~10 00
E=loor1ofl 1| 00 o1
0001 00 —1 0
00 0 —1 0 0 -1 0
00 -1 0 0 0 01
T=1o1 o o =1 0o 00
10 0 0 0 -1 00

Betrachten Sie den Vektorraum $), der von diesen Matrizen aufgespannt wird,
d.h.
H={aE+ LI +~J+0K € My(R) : «,3,7,0 € R}.

Wir statten diesen Vektorraum mit der von My(R) induzierten Multiplikation
aus. Zeigen sie, dass $) zusammen mit dieser Addition und Multiplikation einen
Schiefkorper bildet, der isomorph zu den Quaternionen ist.

Wir gehen wie in Aufgabe G18 vor, indem wir die Teile b) und d) zeigen.

(i) Wéhlen wira = =~v=§ =0, s0ist 0 € .

Ist A € 9, sosind «, 3,7, € R. Damit sind ebenfalls —a, —f3, —y, -0 € R
und somit —A € $.

(i) Mita=1und f=7y=90=0ist E=1d4 € 9.

(iii) Sei A= E+ 11 +mJ+ 0K € Hund B = agE + fol +y2J + 0K € 9.
Dann gilt

A+B = (uE+ Bl +nJ +01K)+ (oFE + Bol +72J + 02K)
= (a1 4+ a)E+ (B1+ B)I + (71 + 72)J + (01 + 62) K.



Mit «y, B;, 7vi, 0; € R sind auch die Summen der Koeffizienten in R und somit
A+Be$.

Fiir die Multiplikation gilt

A-B = (E+BI+nJ+6K): (e + Bl + 7] + 6, K)
(10 E? + 1 Bo BT + a9 EJ + a6, EK)

+(Bro2 E + B1 o1 + P12l J + 1051 K)

+(masJE + 1B JI + nyad? + 162 K)

+(0100 KE + 615 KT + 617K J + 610, K?).

Nachrechnen zeigt, dass die Produkte der Matrizen Werte in {+ £, £1, +J, £ K}
annehmen und Produkte reeler Zahlen sind reele Zahlen. Damit ist auch
AB € $.

(iv) Wir betrachten die Abbildung

p:H — 9
al+bi+cj+dk — aFE+0bl+cJ+dK.

Die Surjektivitit der Abbildung ist offensichtlich. Wir zeigen die Injektiv-
itdt. Seien also p := a;1+bi+cij+dik € Hund q := as1+bsi+coj+dok € H
mit ¢(p) = ¢(q). Dann gilt

op) —elg) = (ME+Whl+cJ+diK)— (a2E + byl + coJ + doK)
= (a1 — (lg)E + (bl — bg)] + (01 - CQ)J + (dl - dg)K =0.

Nach (i) muss somit a; = ag, by = by, ¢; = ¢ und dy = dy gelten, d.h.
p = q. Somit ist ¢ injektiv.

(H14)(10 Punkte)
Wir haben in der letzten Ubung gesehen, dass sich alle Transformationen des
3-dimensionalen Raumes in homogenen Koordinaten durch 4 x 4 Matrizen iiber
R darstellen lassen.

Wir widmen uns nun den Drehungen, welche mit Hilfe der Quaternionen beson-
ders einfach dargestellt werden kénnen. Wir identifizieren den R® mit dem imag-
indren Unterraum der Quaternionen, d.h. fiir ein festes a € R beschreiben die
Quaternionen al+xi+xoj+xsk die Punkte x = (x1, 19, 73)" € R3. Wir schreiben
(a, x) fir das Quaternion al + z1i + x9j + x3k.

a) Bestimmen Sie die Summe (a, x)+ (b, y) und das Produkt (a, x)(b,y), sowie
das konjugierte Quaternion (a,x)* zu (a, z).



T n TaY3 — T3Y2
Hinweis: Es gilt To X | y | = —T1Y3 + Y173

xs3 Y3 T1Y2 — T2

Wir beschreiben nun eine Drehung im R3. Die Drehachse wird dabei durch
den Einheitsvektor n reprisentiert. Drehen wir einen Punkt z € R3 um
den Winkel ¢ um die Drehachse n, so erhalten wir

7' = zcos(p) +n{n,r)(1 — cos(p)) + (n x x)sin .

Zeigen Sie, dass die Drehung durch das Quaternion

v (o (5)- (2))

induziert wird, indem Sie zeigen, dass

(O’ ZE/) = Q(Ov l‘)q*

ist.

Hinweis: Es gilt fiir 2,y € R®: (xxy)xz=y—(y,x)zund x xy = —y X .

In der letzten Ubung haben Sie sich iiberlegt, wie man eine ONB des R?
durch 3 Drehungen in eine beliebige andere ONB des R? {iberfiihren kann.
Die Winkel, um die hierbei gedreht werden heiken FEulerwinkel. Quater-
nionen vereinfachen die Hintereinanderausfiihrungen von Drehungen. Bes-
timmen Sie dazu das Quaternion ¢, welches eine Drehung um ¢; um die
x-Achse, gefolgt von einer Drehung um ¢, um die y-Achse und gefolgt von
einer Drehung um (3 um die 2-Achse induziert.

Konnen Sie anhand der Quaternionen beurteilen, ob eine Anderung der
Reihenfolge der Einzeldrehungen die Gesamtdrehung dndert?

a)

Es ist

(a,z) + (b,y) = (al+ x1i+ xoj + x3k) + (b1 + w11 + yoj + ysk)
= (a+0)1+ (z1+y)i+ (z2+y2)j+ (x5 +y3)k
(a+b,z+y).



Fiir das Produkt ergibt sich

(a,

z) - (b,y)

(a1 + z11 + x9j + x3k) - (b1 + 11 + y2j + y3k)
(ab — x1y1 — 22y2 — w3y3)1 + (ay1 + br1 + Toys — T3Yp)i

+(bxo — w1y3 + ays + y123)j + (ays + vays — yoxs + brs)k

(ab— (z,y))1 + (ayy + bxy + w2ys — x3y2)i
+(ayz + bry — 21y3 + y123)j + (ays + bws + T2y3 — Yox3)
(ab— (x,y),ay + br +z X y).

Das konjugierte Quaternion zu (a, ) ist

(,2)" =

(al + z1i + x9j + x3k)* = al — 210 — 29§ — 23k = (a, —x).

b) Wir setzen \ := cos(%) und p := sin(¥). Damit erhalten wir

q(0,x)q"

(A, pn)(0,2) (A, —pn)

(—=(pn, ), Az + p(n X 2))(A, —pn)

(—Apn, ) — (A -+ al x ), —pn), i, 2)(—pm) + A(Az + pa(n x )
+(Az + p(n x ) x (—pn))

(=Auln, x) + Aplz, n) 4142 {nxx,n) P, z)n + Ao 4 Ap(n x 1)

X n))

Mz xn) —p?((n x x
(0, 1 (n, z)n + Nz + A\
(0, % {n, x)yn + N’z + A\
(0, 2p%(n, 2)n + (N* — p*

nx x) — Ml x n) — p?(z — (z,n)n))

nx ) — Mz x n) — pPr + p*{x,n)n))
x + 2 u(n x x)).

~—

Ersetzen wir nun 2u* = 1 — cos(y), A2 — u? = cos(p) und 2\ = sin(yp), so
erhalten wir

q(0,2)¢" =

(0,2 cos(p) + n(n,r)(1 — cos(p)) + (n x ) sin ).

¢) Das Quaternion

= | cos (ﬂ> sin (ﬂ)
q1 9 ) 9

0

induziert die erste Drehung. Die zweite Drehung wird von

0
g2 = | cos (@) sin (¢2> 1
2 2 0



und die dritte Drehung von

induziert. Fiihren wir die Abkiirzungen ¢; = cos(%) und s; = sin(%") ein,
so wird die Gesamtdrehung durch

C3Co — C1] 1+ C3S2
q = q3q2q1 = | czcacy + 1, ciczsy + 1

C1C253

induziert.

Die Reihenfolge kann nicht vertauscht werden, da Quaternionen nicht kom-
mutativ sind.



