
8. Übung Lineare Algebra II für M

� Lösungsvorschläge �

Hausübungen

(H13)(5 Punkte)

In dieser Aufgabe werden wir zeigen, wie die Quaternionen H in die reellen 4× 4
Matrizen eingebettet werden können:

Gegeben seien die folgenden Matrizen aus M4(R):

E =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , I =


0 1 0 0

−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 ,

J =


0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 , K =


0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0


Betrachten Sie den Vektorraum H, der von diesen Matrizen aufgespannt wird,
d.h.

H = {αE + βI + γJ + δK ∈ M4(R) : α, β, γ, δ ∈ R}.

Wir statten diesen Vektorraum mit der von M4(R) induzierten Multiplikation
aus. Zeigen sie, dass H zusammen mit dieser Addition und Multiplikation einen
Schiefkörper bildet, der isomorph zu den Quaternionen ist.

Wir gehen wie in Aufgabe G18 vor, indem wir die Teile b) und d) zeigen.

(i) Wählen wir α = β = γ = δ = 0, so ist 0 ∈ H.

Ist A ∈ H, so sind α, β, γ, δ ∈ R. Damit sind ebenfalls −α,−β,−γ,−δ ∈ R
und somit −A ∈ H.

(ii) Mit α = 1 und β = γ = δ = 0 ist E = Id4 ∈ H.

(iii) Sei A = α1E + β1I + γ1J + δ1K ∈ H und B = α2E + β2I + γ2J + δ2K ∈ H.
Dann gilt

A + B = (α1E + β1I + γ1J + δ1K) + (α2E + β2I + γ2J + δ2K)

= (α1 + α2)E + (β1 + β2)I + (γ1 + γ2)J + (δ1 + δ2)K.
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Mit αi, βi, γi, δi ∈ R sind auch die Summen der Koe�zienten in R und somit
A + B ∈ H.

Für die Multiplikation gilt

A ·B = (α1E + β1I + γ1J + δ1K) · (α2E + β2I + γ2J + δ2K)

= (α1α2E
2 + α1β2EI + α1γ2EJ + α1δ2EK)

+(β1α2IE + β1β2I
2 + β1γ2IJ + β1δ2IK)

+(γ1α2JE + γ1β2JI + γ1γ2J
2 + γ1δ2JK)

+(δ1α2KE + δ1β2KI + δ1γ2KJ + δ1δ2K
2).

Nachrechnen zeigt, dass die Produkte der MatrizenWerte in {±E,±I,±J,±K}
annehmen und Produkte reeler Zahlen sind reele Zahlen. Damit ist auch
AB ∈ H.

(iv) Wir betrachten die Abbildung

ϕ : H −→ H

a1 + bi + cj + dk 7−→ aE + bI + cJ + dK.

Die Surjektivität der Abbildung ist o�ensichtlich. Wir zeigen die Injektiv-
ität. Seien also p := a11+b1i+c1j+d1k ∈ H und q := a21+b2i+c2j+d2k ∈ H
mit ϕ(p) = ϕ(q). Dann gilt

ϕ(p)− ϕ(q) = (a1E + b1I + c1J + d1K)− (a2E + b2I + c2J + d2K)

= (a1 − a2)E + (b1 − b2)I + (c1 − c2)J + (d1 − d2)K = 0.

Nach (i) muss somit a1 = a2, b1 = b2, c1 = c2 und d1 = d2 gelten, d.h.
p = q. Somit ist ϕ injektiv.

(H14)(10 Punkte)
Wir haben in der letzten Übung gesehen, dass sich alle Transformationen des
3-dimensionalen Raumes in homogenen Koordinaten durch 4× 4 Matrizen über
R darstellen lassen.

Wir widmen uns nun den Drehungen, welche mit Hilfe der Quaternionen beson-
ders einfach dargestellt werden können. Wir identi�zieren den R3 mit dem imag-
inären Unterraum der Quaternionen, d.h. für ein festes a ∈ R beschreiben die
Quaternionen a1+x1i+x2j+x3k die Punkte x = (x1, x2, x3)

t ∈ R3. Wir schreiben
(a, x) für das Quaternion a1 + x1i + x2j + x3k.

a) Bestimmen Sie die Summe (a, x)+(b, y) und das Produkt (a, x)(b, y), sowie
das konjugierte Quaternion (a, x)∗ zu (a, x).
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Hinweis: Es gilt

 x1

x2

x3

×

 y1

y2

y3

 =

 x2y3 − x3y2

−x1y3 + y1x3

x1y2 − x2y1

.

b) Wir beschreiben nun eine Drehung im R3. Die Drehachse wird dabei durch
den Einheitsvektor n repräsentiert. Drehen wir einen Punkt x ∈ R3 um
den Winkel ϕ um die Drehachse n, so erhalten wir

x′ = x cos(ϕ) + n〈n, r〉(1− cos(ϕ)) + (n× x) sin ϕ.

Zeigen Sie, dass die Drehung durch das Quaternion

q :=
(
cos

(ϕ

2

)
, sin

(ϕ

2

)
n
)

induziert wird, indem Sie zeigen, dass

(0, x′) = q(0, x)q∗

ist.

Hinweis: Es gilt für x, y ∈ R3: (x×y)×x = y−〈y, x〉x und x×y = −y×x.

c) In der letzten Übung haben Sie sich überlegt, wie man eine ONB des R3

durch 3 Drehungen in eine beliebige andere ONB des R3 überführen kann.
Die Winkel, um die hierbei gedreht werden heiÿen Eulerwinkel. Quater-
nionen vereinfachen die Hintereinanderausführungen von Drehungen. Bes-
timmen Sie dazu das Quaternion q, welches eine Drehung um ϕ1 um die
x-Achse, gefolgt von einer Drehung um ϕ2 um die y-Achse und gefolgt von
einer Drehung um ϕ3 um die z-Achse induziert.

Können Sie anhand der Quaternionen beurteilen, ob eine Änderung der
Reihenfolge der Einzeldrehungen die Gesamtdrehung ändert?

a) Es ist

(a, x) + (b, y) = (a1 + x1i + x2j + x3k) + (b1 + y1i + y2j + y3k)

= (a + b)1 + (x1 + y1)i + (x2 + y2)j + (x3 + y3)k

= (a + b, x + y).
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Für das Produkt ergibt sich

(a, x) · (b, y)

= (a1 + x1i + x2j + x3k) · (b1 + y1i + y2j + y3k)

= (ab− x1y1 − x2y2 − x3y3)1 + (ay1 + bx1 + x2y3 − x3y2)i

+(bx2 − x1y3 + ay2 + y1x3)j + (ay3 + x2y3 − y2x3 + bx3)k

= (ab− 〈x, y〉)1 + (ay1 + bx1 + x2y3 − x3y2)i

+(ay2 + bx2 − x1y3 + y1x3)j + (ay3 + bx3 + x2y3 − y2x3)

= (ab− 〈x, y〉, ay + bx + x× y).

Das konjugierte Quaternion zu (a, x) ist

(a, x)∗ = (a1 + x1i + x2j + x3k)∗ = a1− x1i− x2j− x3k = (a,−x).

b) Wir setzen λ := cos(ϕ
2
) und µ := sin(ϕ

2
). Damit erhalten wir

q(0, x)q∗ = (λ, µn)(0, x)(λ,−µn)

= (−〈µn, x〉, λx + µ(n× x))(λ,−µn)

= (−λµ〈n, x〉 − 〈λx + µ(n× x),−µn〉,−µ〈n, x〉(−µn) + λ(λx + µ(n× x))

+(λx + µ(n× x))× (−µn))

= (−λµ〈n, x〉+ λµ〈x, n〉︸ ︷︷ ︸
=0

+µ2 〈n× x, n〉︸ ︷︷ ︸
=0,da n×x⊥n

, µ2〈n, x〉n + λ2x + λµ(n× x)

−λµ(x× n)− µ2((n× x)× n))

= (0, µ2〈n, x〉n + λ2x + λµ(n× x)− λµ(x× n)− µ2(x− 〈x, n〉n))

= (0, µ2〈n, x〉n + λ2x + λµ(n× x)− λµ(x× n)− µ2x + µ2〈x, n〉n))

= (0, 2µ2〈n, x〉n + (λ2 − µ2)x + 2λµ(n× x)).

Ersetzen wir nun 2µ2 = 1− cos(ϕ), λ2 − µ2 = cos(ϕ) und 2λµ = sin(ϕ), so
erhalten wir

q(0, x)q∗ = (0, x cos(ϕ) + n〈n, r〉(1− cos(ϕ)) + (n× x) sin ϕ).

c) Das Quaternion

q1 =

cos
(ϕ1

2

)
, sin

(ϕ1

2

)  1
0
0


induziert die erste Drehung. Die zweite Drehung wird von

q2 =

cos
(ϕ2

2

)
, sin

(ϕ2

2

)  0
1
0


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und die dritte Drehung von

q3 =

cos
(ϕ3

2

)
, sin

(ϕ3

2

)  0
0
1


induziert. Führen wir die Abkürzungen ci = cos(ϕi

2
) und si = sin(ϕi

2
) ein,

so wird die Gesamtdrehung durch

q = q3q2q1 =

c3c2c1 + 1,

 c3c2 − c1 + c3s2

c1c3s2 + 1
c1c2s3


induziert.

Die Reihenfolge kann nicht vertauscht werden, da Quaternionen nicht kom-
mutativ sind.
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