8. Ubung Lineare Algebra II fiir M

— Losungsvorschlige —

Gruppeniibungen

(G17) Gegeben sei die Menge der Quaternionen
H:={al+bi+c¢j+dk : a,bc,decR}
zusammen mit der Addition
(al 4 bi + ¢j + dk) + (al + bi+ ¢+ dk) = (a + @)1 + (b+ )i+ (¢ + &)j + (d + d)k,
sowie der Multiplikation
(al 4 bi + ¢j + dk) - (@l + bi + ¢ + dk)
= (aa —bb — c¢ — dd)1 + (ab+ ab + c¢d — éd)i + (ac — bd + a¢ + bd)j + (ad + bé — be + ad)k.

Hierbei gilt folgende Multiplikationstafel:

il—k -1 i
kK| j —i -1
Zeigen Sie, dass das Tripel (H, -, +) ein Schiefkorper ist.

1 _ al—bi—cj—dk

Hinweis: Das Inverse Element der Multiplikation ist ¢ = 555

Wir zeigen die Eigenschaften (i)-(iv) eines Schiefkérpers:
(i) Sei q1, 2,93 € H. Dann gilt

(1 + @) +a3 = (el +bii+crj +dik) + (a2l + boi + coj + dok)) + (azl + bsi + c3j + dsk)
(a1 + a2)1 + (b1 + b2)i + (c1 + ¢2)j + (di + do)k) + (a3l + bsi + c3j + dsk)
ar + ag + az)l 4 (by + by + b3)i+ (1 + 2 + ¢3)j + (dy + da + d3)k

a1l +bii+ cij + dik) + ((az + a3)1 + (bo + b3)i+ (c2 + c3)j + (d2 + d3)k)
a1l + bii + c1j + dik) + ((a2l + boi + c2j + dok) + (asl + bsi + c3j + dsk))
= q1+ (g2 + )

Somit ist die Addition assoziativ. Weiterhin gilt

(
(
(
(

@ +q = (@ml+bi+caj+dk)+ (al + boi+ coj + dok)
(a1 + a2)1+ (b +b2)i+ (1 + ¢2)j + (di + da)k
(ag +a1)l 4 (be +b1)i+ (ca +¢1)j + (do + dy)k
(agl + boi + coj + dok) + (a11 + bii + ¢1j + di k)
= @+ q.

Damit ist die Addition kommutativ.



(ii) Fiir g1, g2, q3 € H gilt

(¢1-q2) - ¢
= (11 + bll + 1 + dik) - (a2l + boi + coj + dok)) - (agl + bsi + c3j + dsk)
((arag — biby — c1c9 — dyda)1 + (a1bg + agby + c1ds — cody )i
+(ager — bidy + ajca + bady)j + (ards + bicg — bacy + asdy k)
(a3l + bsi + c3j + dsk)
= (a1a2a3 — bibyag — cicoa3 — dydaas — a1babs — azbibs — cidabs + cadybs
—agcics + bydacs — ajcacs — badics — aydads — bicads + bacyds — asdyds)l
+(arasbs — bibobs — ccobs — didabs + azaiby + azasby + ageidy — ascad;
+ascids — bidads + ajcods + badids — csardy — csbico + c3baci — cgaqdy )i
+(agazcy — agbidy + azaica + agbady — a1beds — aghids — c1dads + codyds
+ajascg — bibocs — cicacs — dydacs + bgardy + bsbica — bsbacy + bsasdy)j
+(araads — bibads — cicads — didads + arbacs + agbics + cidacs — codics
—bsgagcy + b3bids — bzajce — bsbody + azayds + agbicy — asbecy + azasdy )k
= (arasaz — a1bsbs — aycacs — ardads — byashs — biazbs — bicads + bycads
—c1a3¢9 + c1bads — crascs — c1bgey — dyasds — dibacs + dibscs — dyasdy)1
+(arasbs + ajagby + ajcads — aycsdy + asazby — babsby — cacsby — dadsby
+cragds + crbacs — c1bscs + crazdy — ageady + badsdy — asesdy — bsdady )i
+(a2a301 — bybscy — cacscy — dadzey — biagds — bibacg + bibzca — biasdy
+ajazcey — arbads + ajages + arbsdy + asbsdy + agbady + codsdy — c3dady)j
+(ajasds + arbacs — arbscs + ajagds + byascy — bibads + biagcs + bybsds
—agbzcy — asbacy — cadsey + cadacy + asagdy — bobsdy — cacsdy — dadsdy )k
= (@11 + bii+ c1j + dik)
((agaz — babs — cocz — dadsz)1 + (ashs + asby + cads — c3ds)i
+(agca — bads + ases + bsea)j + (asds + bacg — bses + azdy)k)
= (@11 +bii+ c1j + dik) - ((a21 + boi + coj + dok) - (a3l + bsi + c3j + dsk))
= ¢ (q@2-q)
Somit ist die Multiplikation assoziativ. Weiterhin liest man aus der Multiplikations-
tafel ij = —ji ab, sodass die Multiplikation nicht kommutativ ist.

(iii) Das neutrale Element bzgl. der Addition ist das Quaternion 0 := 01 + 0i 4 0j + Ok.
Denn es gilt fiir jedes Quaternion ¢ € H

04+¢ = (01+0i+0j+0k)+ (al +bi+ cj+ dk)
= (04+a)1+(0+b)i+(0+c)j+ (0+d)k
= al+bi+cj+ck=q
(a+0)L+(b+0)i+ (c+0)j+ (d+0)k
(al + bi + ¢j + dk) + (01 + 0i + 0j + 0k)
q+0.



Das neutrale Element bzgl. der Multiplikation ist das Quaternion 1 := 114-0i+0j+0k,
denn es gilt fiir jedes Quaternion ¢ € H
l-g = (1140i+0j+ 0k) - (al + bi + ¢j + dk)
= (la)1+ (1b)i+ (lo)j+ (1d)k
al+bi+cj+ck=q

= (a- 1)1+ (b -Di+(c-1j+(d-1)k

= (al+bi+cj+dk)- (11 + 0i+ 0j + 0k)

= ¢q-1

(iv) Anhand des Hinweises sehen wir, dass ein Quaternion nicht invertierbar ist, wenn
a’? 4+ b? + ® + d? = 0 ist. Dies ist jedoch nur der Fall, wenn a = b =c = d = 0, also
q = 0 ist.
Fiir jedes andere Quaternion ¢ € H gilt

q-¢t = (a1+bi+cj+dk)-<

1

= aipreg gl thitdtdk)-(al —bi—c—dk)
1

N a2+b2+c2+d2(“2+52+02+d21)=1-

Genauso ergibt sich

al —bi —¢j — dk
a? + 0% + ¢ + d?

g -q=1

(G18) In dieser Aufgabe werden wir zeigen, wie die Quaternionen H in die komplexen
2 x 2 Matrizen eingebettet werden kénnen:

Gegeben seien die folgenden Matrizen aus My(C):

() (0 0) () (1)

Betrachten Sie den Vektorraum H, der von diesen Matrizen aufgespannt wird, d.h.
H={aE+ [l +~J+0K € My(C) : «,f,7,6 € R}.

Wir statten diesen Vektorraum mit der von M(C) induzierten Multiplikation (Matri-
zenmultiplikation) aus. Wir werden zeigen, dass H zusammen mit dieser Addition und
Multiplikation einen Schiefkérper bildet, der isomorph zu den Quaternionen ist.

a) Vervollstandigen Sie die Multiplikationstafel

E I J K

o~




Zeigen Sie, dass ‘H ein Unterring von M;(C) ist, d.h. beweisen sie die folgenden
Aussagen:

(i) Esist 0 € H und mit A ist auch —A in H.
(ii) Esist 1 =1ds in H.
(iii) Mit A, B € H ist auch A+ B € H und AB € H.

HZ{(__Z 15)6]\42(@) : w,zEC}

Wir haben in a)-c) gezeigt, dass H ein Schiefkorper ist. Zeigen Sie nun, dass H = H
ist, indem sie eine Bijektion angeben.

Zeigen Sie, dass

gilt.

b)

Wir erhalten

E I J K
E|FE I J K
r\1 - K -—J
J| J -K -FE I
K| K J -1 —-FE

(i) Wahlen wira = =~v=9§ =0, so ist 0 € H.

Ist A € H, so sind a,3,v,6 € R. Damit sind ebenfalls —a, —3, —v,—6 € R
und somit —A € H.

(ii) Mita=1und f=y=9d=0ist £ =1dy € H.
(iii) Sei A = a1 E+ il +nJ + 0K € Hund B = aoF + Bol + v2J + 6K € H.
Dann gilt
A4+ B = (E+BI+vJ+0K)+ (aF + ol + o J + 6, K)
= (ot ag)E+ (Bi+ Bo)l + (71 +72)J + (61 + d2) K.

Mit «;, B;,7:,0; € R sind auch die Summen der Koeffizienten in R und somit
A+ B eH.

Fiir die Multiplikation gilt

A-B = (mE+ Bl +71J+0K) (B + Bl +7J + 0,K)
= (E? + a1hEL + aypEJ + a16,EK)
+(B102l E + 1521 + iyl J + 51021 K)
+(Ma2JE + 1B JI + iy d® + 1162 K)
+(6100KE + 6,8 KT + 017K J + 6,6:K2).



Nach a) sind die Produkte der Matrizen wieder Basismatrizen, und Produkte
reeler Zahlen sind reele Zahlen. Damit ist auch AB € H.

¢) Seien «, 3,7, € R beliebig. Dann gilt
1 0 1 0 01 0 2
)

1)l ) ()=

(5 2)+ ()= (00)- (%)

0 —Bi v 0 5i 0

_ a+ [ 0 . 0 v+d¢
0 a— [0 —y + 01 0

a+ 0Bt v+ 01
—y+0t a— i

B a+Bi y+o
a —(y=6) a—pi )

Setzen wir nun 2z := a + (2 und w := v + J7, so erhaltem wir

aE + Bl ++J + 6K =

Q

—w z

aE+ﬁ]+7J+5K:< i w).

Damit ist jedem Tupel (a,3,7,0)! € R* ein Tupel (z,w)! € C? und umgekehrt
zugeordnet, sodass die Mengen gleich sind.

d) Wir betrachten die Abbildung

p:H — H
al+bi+cj+dk —— aFE+bl+cJ+dK.
Die Surjektivitat der Abbildung ist offensichtlich. Wir zeigen die Injektivitdt. Seien

also p := a114+bji+cj+dik € Hund g := a1+ boi+ coj+dok € H mit p(p) = ¢(q).
Dann gilt

go(p) — gp(q) = (alE + bll + Clj + dlK) — (CLQE + bg[ + 02J+ dQK)
= (a1 — GQ)E —+ (bl — bg)] -+ (01 — CQ)J + (dl — d2>K = O

Nach b),(i) muss somit a; = ag, by = by, ¢; = ¢y und d; = dy gelten, d.h. p = q.
Somit ist ¢ injektiv.



