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5. Tutorium zu Analysis 11

Aufgabe 14 — Linge von Kurven:

Berechne die Lénge der folgenden Kurvenstiicke. Skizziere f zuerst.

o [:]0,27] = R3, f(t) = (rcost,rsint,ct), wo r,c > 0.

e ¢:[0,1] - R3, g(¢) = (cosht,sinht,t).

Losung:

(i): Diese Kurve ist eine Heliz. Wegen f'(t) = (—rsint,r cost, c) erhalten wir || (%)
r? + 2. Also gilt

I” =

27
= / Vr? + c2dt = 27vVr? + 2.
0

(ii): Wegen ¢'(t) = (sinht,cosht,1) erhalten wir ||g’(¢)|| = sinh?¢+cosh?¢+1 = 2 cosh® ¢.
Somit gilt

1
:/ V2 cosh tdt = v/2sinh 1.
0

Aufgabe 15 — Kurven in Polardarstellung:

Es sei 7 : [0, 2] — [0, 00) eine stetige Funktion, die stetig differenzierbar sei auf (0, 27)
und deren Ableitung beschrinkt sei. Wir definieren weiter

v:[0,27] — R?, t — (r(t) cost,r(t)sint).

1. Zeige, dass die Bogenldnge von 7 gegeben ist durch
2m
_ / NaOEERIOE
0

2. Skizzere das Bild von « fiir (¢) = 1 + cost und berechne die Bogenlinge von 7.

Losung:
(i): Wegen

IV @OI* = [I(r(t) cost, r(t) sint)'||*
= ||(r'(t) cost — r(t) sint, r'(t) sint 4 r(t) cost)|?
= r'(t)’ +r(t)?

erhalten wir

)= [ @l = [ e
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(ii):

0.51

(iii): Falls r(#) = 1+cost haben wir 7'(£)2+7(t)2 = 1+2 cost+cos? t+sin’ ¢ = 2(1+cost).
Daher

/27r V)2 +r(t)2dt = \/5/27r V1 + cos tdt

= 2\/5/ V1 + cos tdt
0

= 2V2[-2v/1—u]', subst. u = cost
= 2vV2-2V2
= 8.

Aufgabe 16 — Rennfahrer:

Ein Radrennfahrer durchfihrt eine kreisrunde Bahn mit Innenradius r; und Aussenra-
dius 7o mit maximaler Geschwindigkeit, das heifit, die Haftreibungskraft ist gleich der
Zentrifugalkraft.

Ist es besser fiir ihn, auf dem Innenradius oder auf dem Aussenradius zu fahren, wenn er
die Kurve in moglichst kurzer Zeit durchfahren will? Achte darauf, Deine Lésung sauber
aufzuschreiben.

Hinweis: Die Zentrifugalkraft ist bei Masse m, Geschwindigkeit v und Kurvenradius r
gegeben durch F; = mT”Q, die Haftreibungskraft ist gegeben durch Fg = mgu, wobei g
der Erdbeschleunigung entspricht und g dem Haftreibungskoeffizienten. Wenn Du mit
Kurven arbeitest, dann nutze aus, dass die momentane Geschwindigkeit in einem Kur-
venpunkt durch den Betrag der Ableitung einer Kurve gegeben ist.

Losung:

Der Weg auf dem Innenradius betrégt s; = w71, der auf dem Aussenradius sy = 77s.

1. Losungsmdoglichkeit: Haftreibung = Zentrifugalkraft, also mgu = mr—vf Also ist v; =
Vgpr; und t; = Z—z = \/% = \/%\/r_, Da ro > rq ist 5 > ¢; und somit ist die Innenbahn

schneller.
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2. Lisungsmdglichkeit: v;(t) = r;(cos w;(t),sinw;(t))T mit Polarkoordinaten. Somit ist
die Ableitung von v; gegeben durch vi(t) = r;(—wi(t) sinw;(t), w!(t) cos w;(t))T. Dann
ist v; = ||Vi]| = 7 - wi(t) - /sin® w;(t) + cos? wy(t) = r; - wi(t).

Setzen wir wieder Haftreibung gleich Zentrifugalkraft, so erhalten wir wie oben v? = gur;

und somit gilt r; - w;(t)" = \/gpr;, also w;(t)' = 4 /2 und w;(t) = /% - ¢.
Fiir welche #; gilt nun ~;(t;) = (—r;,0)7?

Yi(t:) = (=74, 0)T genau dann, wenn cos , /% -t; = —1 und sin % -t; = 0. Also muss

9% .t; = (2k + 1) sein. Betrachten wir den ersten Durchlauf der Kurve, so muss £ = 0

sein, also ist t; = 7, / g’—;. Da nun ry > rq, folgt t5 > ¢;. Somit ist die Innenbahn schneller.

Aufgabe 17 — Lissajous-Kurven:

Die sogenannten Lissajous-Kurven sind gegeben durch

a - sin(wst)

. 2.
v:R—=R 'tH(b-sin(wgt—l-go

) ) , a,b,wi,we, p €R,

mit den Amplituden a und b, den Kreisfrequenzen w; und ws und der Phasenverschie-
bung ¢.

Bei welcher Wahl von wq, w, ergeben sich geschlossene Kurven (das bedeutet, dass die
Kurve immer wieder durchlaufen wird, Stichwort: periodisch)?

Losung:

Damit sich eine periodische Kurve ergibt, miissen fiir verschiedene Zeiten ¢, t; die x- und
die y-Koordinaten gleich sein, bzw. sich modulo 27 in der selben Koordinate befinden.
Dies ergibt

’(,Ultl = U)ltg + ]{31 . 27'(', k'l €7 (51)
Wot1 = Wty + ko - 27, ko € 7. (52)

Setze (5.2) in (5.1) ein, dann erhalten wir

wols + ko - 27
wl.L :w1t2+k1.27r
W2
bzw.
’wlwgtg + w1k227r = w1w2t2 + w2k127r,

was zu

w1 _ kl

w9 N kz
fiihrt.

Wenn also das Verhéltnis von w; zu w, rational ist, dann ergibt sich eine geschlossene
Kurve.



