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10. Ubung zu Analysis II

Aufgabe 44 — Untermannigfaltigkeiten von R2:
Skizziere grob die Mengen und begriinde, welche davon 1-dimensionale Untermannigfal-
tigkeiten von R? sind:

E:={(z,y) eR:2”+4y"=1}; L :=Rx{0}; G := {(z,sin(z)):z € (0,7)};

R:=0([0,1%); D:={(z,y) e R*:2’+y> <1}; M :={(z,y) e R*:¢y* =2*(1-2")}.

Aufgabe 45 — Spezielle Lineare Gruppe:
Essei M := {z € R*: 3124 — zow3 = 1}.

(a) Zeige, dass M eine 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R* ist.

[Interpretation: Nach dem Vorigen ist die sogenannte “spezielle lineare Gruppe”

SLy(R) := {A = ( T ) € M3(R): det(A) = z124 — T223 = 1}
r3 T4
der reellen (2 x 2)-Matrizen mit Determinante 1 eine 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit des

4-dimensionalen Vektorraums Ms(R) der 2 x 2-Matrizen].

(b) Lose die Gleichung z1x4 — 2923 = 1 nahe e := (1,0,0,1) (entspr. der Einheitsma-
trix) explizit nach z, auf und stelle M nahe e als Graph einer C'-Funktion dar.
Gebe eine Karte fiir M um e an.

Hausaufgabe 46 — Implizite Funktionen:
Die Van-der-Waalssche Gleichung
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p

beschreibt (ndherungsweise) den Druck p > 0 eines realen Gases, wenn eine festgelegte
Teilchenzahl (ein Mol) bei einer Temperatur 7" > 0 in einem Volumen V > i einge-
schlossen ist. (Durch geeignete Wahl der Mafieinheiten wurden hier alle physikalischen
Konstanten entfernt.)

a) Zeige, dass (Vo, Ty, po) = (3,1, %) eine Losung der Gleichung ist. Zeige, dass sich fiir

(V,T,p) nahe (Vy, T, po) die Gleichung eindeutig nach V' auflosen lésst.
b) Berechne %—Z(po,To)-
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Hausaufgabe 47 — Eine Untermannigfaltigkeit von R3:

(a) Es sei S der Kreis (Kreislinie) in R? mit Mittelpunkt (5,0) und Radius 1. Finde
eine stetig differenzierbare Funktion h: R? — R derart, dass

S ={(y,2) € R*: h(y,2) = 0}.
Zeige, dass S eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist.

(b) Skizziere grob die Menge

M = {(z,y,2) e R’: h(y/22+ 32, 2) = 0}.

Wie sieht die Menge aus? (Beschreibe sie in Worten!) Zeige, dass M eine 2-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R® ist.

Hausaufgabe 48 — Konstruktion einer Funktion:

a) Gib eine Funktion f € C*(R, R) an, deren Nullstellenmenge f~'(0) = [0, 1] ist.
b) Finde nun g € C* (R?, R) mit g~ '(0) = [0, 1] x {0}.

c¢) Uberpiife, dass grad g(z,0) = (0, 0) fiir alle z € [0, 1] filt

)

d) Beweise, dass grad g(z,0) = (0, 0) Vz € [0, 1] fiir alle Funktionen gilt, die die Bedin-
gungen aus b) erfiillen.



