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4. Ubung zu Analysis II

Aufgabe 16 — Zykloide:

Der Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt (0, 1) werde wie ein Rad auf der z-Achse
entlanggerollt, so dass m(t) := (¢, 1) der Mittelpunkt zum Zeitpunkt ¢ ist. Die Bahn
c: [0, 2r] — R?, die der am Anfang auf (0, 0) liegende Punkt auf dem Kreisrand dabei
durchlduft, nennt man eine Zykloide.

a) Skizziere die Kurve.

b) Sei v(t) := c(t) — m(t). Zeige: v(t) = (cos (—Z —¢t),sin (—Z —1)).

c) Folgere: ¢(t) = (t —sint, 1 — cost)

d) !
)

e

Berechne die Bogenlénge L(c). Tipp: 1 — cos(t) = 2sin®(%)
Berechne die Fliche, die von ¢ und der z-Achse eingeschlossen wird. Betrachte dazu
die Kurve als Graph einer Funktion f. Das Integral lisst sich durch Substitution

x = u(t) =t — sint berechnen.

Aufgabe 17 — Wiederholung Analysis I:

a) Sei f: R — R eine (k + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Fiir eine ungerade
ganze Zahl k > 1 sei f/(0) = fM(0) =--- = f®)(0) = 0 und f*+V(0) < 0. Benutze
die Taylor-Formel, um zu zeigen, dass f ein lokales Maximum bei 0 hat.

b) Sei f zweimal stetig differenzierbar mit f(a) = 0, f'(a) = 0 und f"(z) > 0, Vz. Zeige,
dass f streng monoton steigend ist.

Hinweise: Benutze den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Hausaufgabe 18 — Astroide:

Sei B die Kreisscheibe mit Radius 1 und Mittelpunkt (0, 0). Der Kreis mit Radius
% und Mittelpunkt (2, 0) werde (in B) wie ein Rad auf dem (inneren) Rand von B
entlanggerollt, so dass m(t) := 3(cost, sint) der Mittelpunkt zum Zeitpunkt ¢ ist. Die
Bahn c : [0, 27r] — R?, die der am Anfang auf (1, 0) liegende Punkt dabei durchliuft,

ist eine Astroide.

a) Skizziere die Kurve.

b) Sei v(t) := c(t) — m(t). Zeige: v(t) = 1 (cos (t — 4t),sin (t — 4t)).
¢) Gib Formeln fiir cos?(¢), sin®(¢) an. Tipp: Berechne (e')*

d) Folgere: c(t) = (cos®t, sin®¢)

e) Fiir welche t € [0, 27] gilt ¢(t) = 07
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Hausaufgabe 19 — Abstand von einer Menge:

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir eine nichtleere Teilmenge A C X sei

d(z, A) :=infd(z, y), v € X

yeA

der Abstand des Punktes x zur Menge A.
Weiter sei fiir eine nichtleere Menge B C X sei

d(B, A) := inf d(z, A),

TEB
der Abstand der Mengen A und B.

a) Zeige, dass die Abbildung = — d(z, A) von X nach R stetig ist.

b) Seien A, B C X und nicht leer. Weiterhin gelte AN B = () und BN A = (). Zeige: Es
existieren offene Mengen U, V € X mit ACU, BCV und UNV :_(0.
Hinweis: Erinnere dich an die in Aufgabe 15 bewiesen Aussage: © € A < d(z, A) =0

¢) Sei B kompakt und BN A = (). Zeige, d(B, A) > 0

Hausaufgabe 20 — Parametrisierung nach Bogenléinge:

Sei ¢ : [a, b] = R" eine Kurve mit Linge L := L(c). Es gelte ¢/(t) # 0 fiir alle ¢ € [a, b] .
Behauptung: Es gibt eine bijektive, differenzierbare Funktion ¢ : [0, L] — [a, b], so dass
fiir die umparamerisierte Kurve ¢ := co @ : [0, L] — R™ gilt: |¢'| = 1 . Man sagt ¢ ist
nach Bogenlédnge parametrisiert.

a) Begriinde zuerst, warum [ : [a, b] — [0, L], I(t) := f: |c(s)|ds umkehrbar ist.

b) Beweise nun mit Hilfe der Umkehrfunktion von ! die Behauptung.



