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1. Ubung zu Analysis II

Aufgabe 1 — Metriken auf R":

Sei f: [0, o0) — [0, oc) eine konkave Funktion mit f (0) = 0.

Dabei heifit f konkav falls f (o6s+ (1 —0)t) > of(s)+ (1 — o) f(¢) fiir alle s, ¢ € [0, c0)

und 0 < o < 1 gilt. Ist f zweifach differenzierbar, so ist f genau dann konkav wenn

fll S 0

a) Zeige, dass fiir alle a,b > 0 gilt f (a +b) < f (a) + f (b)-

b) Sei zusitzlich f(t) > 0 fiir ¢ > 0. Zeige, dass f monoton steigend ist.

c) f(t) > 0 fiir t > 0 gelte weiterhin. Zeige mit Hilfe von a) und b), dass (R, d) mit
d(z, y) := f(|x —y|) ein metrischer Raum ist.

d) Wird durch dy(z, y) := H'j;f'y‘ eine Metrik auf R definiert ?

Aufgabe 2 — Schnitte offener Mengen:

Fiir a € R” und r > 0 sei By(a) :={z € R": ||z —a| <1}

a) Bestimme fiir z € B,(a) einen Radius 6 > 0, so dass Bs(z) C B.(a).
b) Zeige, dass der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen offen ist.

c¢) Finde ein Beispiel dafiir, dass der Durchschnitt unendlich vieler offener Teilmengen
des R™ nicht offen zu sein braucht.

Hausaufgabe 3 — Norm auf R":

a) Betrachte die Finheitsbdlle {x € R" : ||z||, < 1} fiir p = 1, 2, oco. Skizziere sie fiir
n = 2. Beschreibe sie fiir n = 3.

b) Zeige allgemein, daf§ jede Norm auf R” durch ¢- || ||; beschrénkt ist fiir ein geeignetes
¢ € (0, 00) (wobei || ||; die durch ||z||; := Y"1, |z;| beschriebene Norm bezeichnet).
Hinweis: Verwende die Standardbasis von R".

Hausaufgabe 4 — Franzisische Eisenbahnmetrik:

Betrachte R? zusammen mit folgender, oft als franzdsische Eisenbahnmetrik, bezeichne-

ten Metrik
|z —y| falls x = Ay fiir ein A > 0

dswer (@ y) = { |z + |y| sonst.

a) Zeige, dass (R?, dsycr) tatséichlich ein metrischer Raum ist.

b) Erkldre die Namensgebung? Wo liegt Paris?

c¢) Skizziere Bpg (z) fiir z # 0. Welche beiden Fille sind dabei zu unterscheiden?
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Hausaufgabe 5 — Struktur von offenen Teilmengen von R:

Sei M eine offene Teilmenge von R. Wir wollen zeigen, dal M eine abzihlbare disjunkte

Vereinigung von offenen Intervallen ist. (Eine disjunkte Vereinigung |J,.; X; ist eine

Vereinigung bei der je zwei Mengen X; und X mit i # k € I leeren Schnitt haben.)

Dazu gehen wir in folgenden Schritten vor:

a) Sei x € M. Mit I, bezeichnen wir die Vereinigung aller offenen Intervalle, die z
enthalten, und die in M enthalten sind. Zeige, dafl I, ein offenes Intervall ist.

b) Seien z,y € M. Zeige, dafl aus y € I, schon I, = I, folgt.

c) (Wiederholung:) Was bedeutet Q liegt dicht in R. Zeige nun die Behauptung.



