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4. Setzex(k+1) = x(k) + σks
(k).

Es gilt folgender Konvergenzsatz.

Satz 6.2.2Sei F : Rn → Rn stetig differenzierbar undx(0) ∈ Rn beliebig. IstF ′(x)
invertierbar f̈ur alle x in der Niveaumenge

Nf (x
(0)) :=

{
y : f(y) ≤ f(x(0))

}
, f(x) = ‖F (x)‖2

2

und istNf (x
(0)) kompakt (also beschränkt und abgeschlossen), dann terminiert Algorith-

mus 5 mit Startpunktx(0) entweder endlich oder erzeugt eine Folge(x(k)) ⊂ Nf (x
(0)), für

die gilt:

i) (x(k)) konvergiert gegen eine Lösungx̄ von(6.1).

ii) Es gibt l ≥ 0 mit σk = 1 für alle k ≥ l. Das Verfahren geht also in das lokale
Newton-Verfahren̈uber und konvergiert superlinear bzw. quadratisch gegenx̄.



Kapitel 7

Numerische Behandlung von
Anfangswertproblemen geẅohnlicher
Differentialgleichungen

7.1 Einführung

Viele Anwendungen aus Naturwissenschaft, Technik und Wirtschaft führen auf Anfangs-
wertprobleme f̈ur geẅohnliche Differentialgleichungen.

Anfangswertproblem: Gegeben sei eine Funktionf : [a, b] × Rn → Rn und ein An-
fangswerty0 ∈ Rn. Gesucht ist eine Funktiony : [a, b] → Rn, deren Ableitungy′ eine
geẅohnlichen Differentialgleichungder Form

y′(t) = f(t, y(t)), t ∈ [a, b]

erfüllt und die zudem derAnfangsbedingung

y(a) = y0

gen̈ugt. Also kurz

y′(t) = f(t, y(t)), t ∈ [a, b](7.1)
(AWP)

y(a) = y0(7.2)

In vielen F̈allen bezeichnett die Zeit, was die Bezeichnung Anfangswertproblem rechtfer-
tigt.

Anwendungen: Bewegungsgleichungen (z.B. Fahrdynamik, Planetenbewegung), Reakti-
onskinetik, Schaltkreissimulation, etc.

Grundlegend f̈ur die Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung von (AWP) ist der folgende

53
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Satz 7.1.1(Existenz- und Eindeutigkeitssatz)
f : [a, b]× Rn → Rn sei stetig. Ferner gebe es eine feste ZahlL > 0 mit

‖f(t, y)− f(t, z)‖ ≤ L‖y− z‖ für alle t ∈ [a, b] undy, z ∈ Rn (Lipschitz-Bedingung).

Dann gilt:

a) (Picard/Lindel̈of) Zu jedemy0 ∈ Rn besitzt (AWP) genau eine Lösungy ∈ C1([a, b];Rn).

b) Sindy, z Lösungen zu den Anfangswerteny(a) = y0 bzw.z(a) = z0, dann gilt

(7.3) ‖y(t)− z(t)‖ ≤ eL(t−a)‖y0 − z0‖ ∀ t ∈ [a, b].

Für einen Beweis siehe z.B. Heuser [Heu89] oder Walter [Wa86]. Teil b) ist eine Folge des
Lemmas von Gronwall.

Bemerkung: Teil b) besagt, dass die Lösungstetigvom Anfangswerty0 abḧangt.

7.1.1 Grundkonzept numerischer Verfahren

Zur numerischen L̈osung von (AWP) zerlegen wir das Intervall[a, b] in Teilintervalle:

tj = a + jh, j = 0, 1, . . . , N, h =
b− a

N
.

Durch Integration von (AWP) erḧalt man mit der Abk̈urzungyj = y(tj)

(7.4) yj+1 = yj +

∫ tj+1

tj

y′(t) dt = yj +

∫ tj+1

tj

f(t, y(t)) dt.

Das Integral rechts kann nicht exakt berechnet werden, day(t) unbekannt ist. Wir appro-
ximieren daher das Integral durch interpolatorische Quadratur und erhalten hieraus einen
numerischen Algorithmus zur Berechnungen von Näherungen

uj ≈ y(tj), j = 1, . . . , N, u0 = y0.

Den Fehler
ej = y(tj)− uj

bezeichnet man alsDiskretisierungsfehler.
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7.1.2 Einige wichtige Verfahren

Approximiert man das Integral in (7.4) durch die Rechtecksregel, wobei wir das linke In-
tervallende als Stützpunkt verwenden, also

∫ tj+1

tj

f(t, y(t)) dt ≈ hf(tj, yj),

dann erhalten wir das

Explizite Euler-Verfahren:

u0 := y0

uj+1 := uj + hf(tj, uj), j = 0, . . . , N − 1.(7.5)

Verwenden wir zur Approximation des Integrals die Rechtecksregel mit dem rechten Rand-
punkttj+1 als Sẗutzstelle, dann erhalten wir das

Implizite Euler-Verfahren:

u0 := y0

uj+1 := uj + hf(tj+1, uj+1), j = 0, . . . , N − 1.(7.6)

Hierbei ist zu beachten, dass für jedesj die Gleichung nachuj+1 aufgel̈ost werden muss.

Approximiert man das Integral in (7.4) durch die Trapezregel, dann erhält man

uj+1 = uj +
h

2
(f(tj, uj) + f(tj+1, uj+1)) .

Die rechte Seite ḧangt vonuj+1 ab, das Verfahren ist also implizit. Ersetzt man rechtsuj+1

durch den expliziten Euler-Schrittuj+1 = uj + hf(tj, uj), dann ergibt sich das

Verfahren von Heun, erstes Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung:(Heun, 1900)

u0 = y0, uj+1 = uj +
h

2
(f(tj, uj) + f(tj+1, uj + hf(tj, uj))) , j = 0, . . . , N − 1.

Das Verfahren kann auch geschrieben werden als

uj+1 = uj +
h

2
(k1 + k2)

mit k1 = f(tj, uj), k2 = f(tj+1, uj + hk1).

Approximieren wir das Integral durch die Mittelpunktsregel unduj+1/2 durch den Euler-
Schrittuj + h/2f(tj, uj), dann ergibt sich das
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Modifizierte Euler-Verfahren, zweites Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung: (Runge,
1895)

u0 = y0, uj+1 = uj + hf(tj + h/2, uj + h/2f(tj, uj)), j = 0, . . . , N − 1.

Das Verfahren kann auch geschrieben werden als

uj+1 = uj + hk2

mit k1 = f(tj, uj), k2 = f(tj + h/2, uj + h/2k1).

Wenden wir schließlich die Simpson-Regel an und ersetzenuj+1/2, uj+1 geeignet durch
Taylorentwicklungen, dann ergibt sich das sehr genaue und beliebte

Klassische Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung (RK4)

u0 = y0

uj+1 = uj +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4), j = 0, . . . , N − 1

mit k1 = f(tj, uj)

k2 = f(tj + h/2, uj + h/2k1)

k3 = f(tj + h/2, uj + h/2k2)

k4 = f(tj+1, uj + hk3)

7.1.3 Konvergenz und Konsistenz

Wir wollen nun die vorgestellten Verfahren auf ihre praktische Brauchbarkeit und Genau-
igkeit hin untersuchen. Die Verfahren lassen sich in der allgemeinen Form

u0 = y0

uj+1 = uj + hφ(tj, h; uj, uj+1), j = 0, . . . , N − 1,(7.7)

schreiben,

Definition 7.1.2 Die Funktionφ(t, h; u, v) in (7.7)heißtVerfahrensfunktion. Hängtφ nicht
vonv ab, dann heißt das Verfahrenexplizit, sonstimplizit.

Die Größe

τ(t, h) =
1

h
(y(t + h)− y(t)− hφ(t, h; y(t), y(t + h))) , h > 0, t ∈ [a, b− h],

= 1/h× Defekt bei Einsetzen der Lösung in das Verfahren

heißt derlokale Abbruchfehleroder Konsistenzfehlerdes Verfahrens(7.7) für (AWP) an
der Stellet.



S. Ulbrich: Mathematik IV f̈ur Elektrotechnik, Mathematik III f̈ur B.Sc. Informatik 57

Definition 7.1.3 Das Verfahren(7.7)heißt zu (AWP) konsistent von der Ordnungp, falls es
KonstantenC > 0 undh̄ > 0 gibt mit

‖τ(t, h)‖ ≤ Chp für alle 0 < h ≤ h̄ und allet ∈ [a, b− h].

Das Verfahren(7.7)heißtstabil, falls eine KonstanteK > 0 existiert mit

‖φ(t, h; u, v)− φ(t, h; ũ, ṽ)‖ ≤ K (‖u− ũ‖+ ‖v− ṽ‖) für alle t ∈ [a, b] u, v, ũ, ṽ ∈ Rn.

Das Verfahren(7.7)heißtkonvergent von der Ordnungp, falls mit KonstantenM > 0, H >
0 gilt

‖ej‖ = ‖y(tj)− uj‖ ≤ Mhp, für j = 0, . . . , N und alleh = b−a
N
≤ H.

Besipiel: Explizites Euler-Verfahren Das Euler-Verfahren hat Konsistenzordnung1.

Nachweis: Seif ∈ C1([a, b] × Rn;Rn) und y Lösung vony′ = f(t, y). Dann isty′ ∈
C1([a, b];Rn), alsoy ∈ C2([a, b];Rn) und Taylorentwicklung liefert komponentenweise
mit einemξi ∈ [0, 1]

y(t+h) = y(t)+y′(t)h+
1

2
(y′′i (t+ξih))1≤i≤nh2 = y(t)+f(t, y(t))h+

1

2
(y′′i (t+ξih))1≤i≤nh2.

Also ergibt sich

‖τ(t, h)‖ =

∥∥∥∥
1

h
(y(t + h)− y(t)− hf(t, y(t)))

∥∥∥∥ =
1

2
‖(y′′i (t + ξih))1≤i≤n‖h

≤ 1

2
‖( sup

s∈[a,b]

|y′′i (s)|)1≤i≤n‖h.

Damit hat das Euler-Verfahren Konsistenzordnung1. 2

Verfahren Konsistenzordnung
Expl. Euler 1
Impl. Euler 1

Heun 2
Mod. Euler 2

RK4 4

7.1.4 Ein Konvergenzsatz

Wir beweisen nun einen grundlegenden Konvergenzsatz für explizite Einschrittverfahren.
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Satz 7.1.4Seiy ∈ C1([a, b];Rn) Lösung von (AWP). Das Verfahren(7.7)sei konsistent von
der Ordnungp und stabil. Dann ist das Verfahren konvergent von der Ordnungp. Genauer
gibt esH > 0, so dass f̈ur den globalen Diskretisierungsfehler gilt

‖ej‖ = ‖y(tj)− uj‖ ≤ e4K|tj−a| − 1

4K
2Chp für j = 0, . . . , N und alleh = b−a

N
≤ H.

Beweis: (für Interessierte) Setze

yj = y(tj), ej = yj − uj, j = 0, . . . , N.

Dann gilt für j = 0, . . . , N − 1 nach Definition des Verfahrens (7.7) und des lokalen Dis-
kretisierungsfehlers

uj+1 = uj + hφ(tj, h; uj, uj+1),

yj+1 = yj + hφ(tj, h; yj, yj+1) + hτ(tj, h).

Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung ergibt

ej+1 = ej + h(φ(tj, h; yj, yj+1)− φ(tj, h; uj, uj+1)) + hτ(tj, h).

Sei nun0 < h = (b − a)/N ≤ h̄ Wegentj ∈ [a, b − h] liefert die Konsistenzbedingung
‖τ(tj, h)‖ ≤ Chp. Zusammen mit der Stabilität des Verfahrens erhalten wir daher mit der
Dreiecksungleichung

‖ej+1‖ ≤ (1 + hK)‖ej‖ + hK‖ej+1‖ + hChp

Wähle nun0 < H ≤ h̄ so klein, dass giltHK ≤ 1/2. Dann ergibt sich f̈ur alle0 < h =
(b− a)/N ≤ H

‖ej+1‖ ≤ 1 + hK

1− hK
‖ej‖ + h2Chp ≤ (1 + h4K)‖ej‖ + h2Chp

Das nachfolgende Lemma liefert nun wegene0 = 0

‖ej+1‖ ≤ e4K|tj+1−a| − 1

4K
2Chp.

Damit ist der Satz bewiesen.2

Wir ben̈otigen zur Vervollsẗandigung des Beweises noch das folgendediskrete Gronwall-
Lemmazur Abscḧatzung der Fehlerakkumulation.

Lemma 7.1.5 Für ZahlenL > 0, aj ≥ 0, hj > 0 undb ≥ 0 sei

aj+1 ≤ (1 + hjL)aj + hjb, j = 0, 1, . . . , n− 1.

Dann gilt

aj ≤ eLtj − 1

L
b + eLtja0 mit tj :=

j−1∑
i=0

hi.
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Beweis: (für Interessierte) F̈ur j = 0 ist die Behauptung klar. Der Induktionsschritt
j → j + 1 ergibt sich aus

aj+1 ≤ (1 + hjL)︸ ︷︷ ︸
≤ehjL

(
eLtj − 1

L
b + eLtja0

)
+ hjb

≤
(

eL(tj+hj) − 1− hjL

L
+ hj

)
b + eL(tj+hj)a0

=
eLtj+1 − 1

L
b + eLtj+1a0

2

7.1.5 Explizite Runge-Kutta-Verfahren

Verfahren hoher Konsistenzordnung kann man durch eine Verallgemeinerung des Ansatzes
beim RK4-Verfahren gewinnen:

r-stufiges explizite Runge-Kutta-Verfahren:

Hier wählt man die Verfahrensfunktion

ki = f

(
t + γih, u + h

i−1∑
j=1

αijkj

)
, i = 1, . . . , r,

φ(t, h; u) =
r∑

i=1

βiki.

(7.8)

Hierbei heißtki = ki(t, u, h) die i-te Stufe. Zur kompakten Beschreibung von expliziten
Runge-Kutta-Verfahren notiert man die Koeffizienten in einem Tableau, dem sogenannten

Butcher-Schema:
γ1 0
γ2 α21 0
γ3 α31 α32 0
...

...
...

. .. .. .
γr αr1 · · · · · · αr,r−1 0

β1 β2 · · · βr−1 βr

Beispiele f̈ur Butcher-Schemata:

Explizites Euler-Verfahren: Modifiziertes Euler-Verfahren: Verfahren von Heun:

0 0
1

0 0
1/2 1/2 0

0 1

0 0
1 1 0

1/2 1/2
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Mit diesem Ansatz kann man Verfahren beliebiger Konsistenzordnungp erzeugen. Man
muss hierzu die Stufenzahlr groß genug ẅahlen. Taylorentwicklung des lokalen Abbruch-
fehlers liefert dann Gleichungen für die Koeffizienten.

Durch Taylorentwicklung l̈aßt sich der folgende Satz beweisen.

Satz 7.1.6Betrachte ein Runge-Kutta Verfahren(7.7)mit Verfahrensfunktion(7.8)mit

γi =
r∑

j=1

αij i = 1, . . . , r.

Es besitzt genau dann für jede rechte Seitef ∈ Cp([a, b]×R) die Konsistenzordnungp = 1,
falls die Koeffizienten der Gleichung

r∑
i=1

βi = 1

gen̈ugen; genau dann die Konsistenzordnungp = 2, falls die Koeffizienten zusätzlich der
Gleichung

r∑
i=1

βiγi = 1/2

gen̈ugen; genau dann die Konsistenzordnungp = 3, falls die Koeffizienten zusätzlich den
Gleichungen

r∑
i=1

βiγ
2
i = 1/3

r∑
i,j=1

βiαijγj = 1/6

gen̈ugen; genau dann die Konsistenzordnungp = 4, falls die Koeffizienten zusätzlich den
Gleichungen

r∑
i=1

βiγ
3
i = 1/4

r∑
i,j=1

βiγiαijγj = 1/8

r∑
i,j=1

βiαijγ
2
j = 1/12

r∑

i,j,k=1

βiαijαjkγk = 1/24

gen̈ugen.

Beweis: Siehe zum Beispiel Deuflhard und Bornemann [DB02].2
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7.2 Steife Differentialgleichungen

In zahlreichen Anwendungen (z.B. beim Ablauf chemischer Rekationen), aber auch bei
Semidiskretisierung partieller Differentialgleichungen, tretensteife Systemeauf. Obwohl
es sich auch um Anfangswertprobleme handelt, erzwingen sie bei vielen – aber nicht bei
allen – Verfahren inakzeptabel kleine Schrittweitenh, um eine genaue L̈osung zu erhalten.

Ausgangspunkt ist ein Anfangswertproblem für ein Systemn gewöhnlicher Differential-
gleichungen:

y′(t) = f(t, y(t)), t ∈ [a, b]
(AWPn)

y(a) = y0

mit f : [a, b]× Rn → Rn, y0 ∈ Rn.

Der Begriff ”steifes System” ist in der Literatur nicht ganz einheitlich definiert. Der wesent-
lich Punkt ist, dass die L̈osung zusammengesetzt ist aus einem langsam veränderlichen Teil
(der meist abklingt) und einer Störung, die im Allgemeinen sehr schnell gedämpft wird.

Wir betrachten den Spezialfall, dass (AWPn) linear ist:

y′(t) = Ay(t) + b, t ∈ [a, b]
(LAWPn)

y(a) = y0

mit einer MatrixA ∈ Rn,n und einem Vektorb ∈ Rn.

Sei zudemA ∈ Rn,n diagonalisierbar mit zugehörigen Eigenwertenλi sowie Eigenvektoren
vi. Mit einer partikul̈aren L̈osungyP ist dann die allgemeine L̈osung von der Form

y(t) = yH(t) + yP (t), yH(t) =
n∑

i=1

Cie
λitvi.

Ist nun Re(λi) < 0 für i = 1, . . . , n, so gilt

lim
t→∞

yH(t) → 0,

alle Lösungen n̈ahern sich alsoyP an. Hierbei klingen die Summanden inyH mit Re(λi) ¿
−1 sehr schnell und Summanden mit Re(λi) 6¿ −1 deutlich langsamer ab. Gibt es Eigen-
werte mit Re(λi) ¿ −1 und Eigenwerte mit schwach negativem Realteil, so nennt man das
Systemsteif.

Beispiel:Betrachte zum Beispiel das Problem

y′ = Ay, y(0) = y0 :=

(
C1 + C2

C1 − C2

)

mit C1, C2 ∈ R und

A =

(
λ1+λ2

2
λ1−λ2

2
λ1−λ2

2
λ1+λ2

2

)
.
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A hat die Eigenwerteλ1, λ2 mit zugeḧorigen Eigenvektoren
(
1
1

)
bzw.

(
1
−1

)
. Ist zum Beispiel

λ1 = −1 undλ2 = −1000, dann lautet die L̈osung

y(t) = C1

(
1

1

)
e−t + C2

(
1

−1

)
e−1000t.

Der zweite Term spielt nach kürzester Zeit so gut wie keine Rolle mehr. Der erste Term ist
bestimmend und konvergiert für t → ∞ ebenfalls gegen0. Von einem geeigneten Integra-
tionsverfahren wird man erwarten, dass es ohne große Einschränkungen an die Schrittweite
Näherungenuj liefert mit

lim
j→∞

uj = 0.

Betrachten wir jedoch zum Beispiel die Anwendung des expliziten Euler-Verfahrens, so
ergibt sich mitu0 = y0 = C1

(
1
1

)
+ C2

(
1
−1

)

u1 = (I + hA)u0 = C1(1 + hλ1)

(
1

1

)
+ C2(1 + hλ2)

(
1

−1

)

und nun induktiv

uj = C1(1 + hλ1)
j

(
1

1

)
+ C2(1 + hλ2)

j

(
1

−1

)
.

Ist C2 6= 0, so m̈ussen wir|1 + hλ2| < 1, also−hλ2 = 1000h < 2 wählen, damit gilt
limj→∞ uj = 0. Ein geeignetes Verfahren sollte dies möglichst f̈ur alleh > 0 sicherstellen.
2

Das Euler-Verfahren benötigt also sehr kleine Schrittweiten, obwohl sich die Lösung kaum
ändert. Man nennt die Differentialgleichung dannsteif. Die formale Definition ist unein-
heitlich. Folgende Definition ist am weitesten verbreitet.

Definition 7.2.1 Ein Anfangswertproblem (LAWPn) heißtsteif, wennA Eigenwerte mit
Re(λi) ¿ −1 und Eigenwerteλi mit schwach negativem Realteil besitzt.

Wir kommen nun zur numerischen Behandlung steifer Differentialgleichungen. Die homo-
gene L̈osung des Systems (LAWPn) ist für diagonalisierbaresA zusammengesetzt aus Li-
nearkombinationen der Funktioneneλitvi. Um Verfahren f̈ur steife Differentialgleichungen
zu bewerten und zu analysieren, betrachtet man nach Dahlquist (1963) die

Modellgleichung

(7.9) y′ = λy, y(0) = 1, mit λ ∈ C, Re(λ) < 0.



S. Ulbrich: Mathematik IV f̈ur Elektrotechnik, Mathematik III f̈ur B.Sc. Informatik 63

Die Lösung ist
y(t) = eλt

und wegen Re(λ) < 0 gilt

(7.10) lim
t→∞

y(t) = 0.

Die Lösung f̈allt also je nach gr̈oße von|Re(λ)| sehr unterschiedlich stark ab. Damit ein
Verfahren gut f̈ur steife Differentialgleichungen geeignet ist, hat sich folgende Anforderung
beẅahrt:

Forderung: Die numerische gewonnene Näherungsl̈osung von (7.9) soll die Eigenschaften
von der L̈osungy(t) = eλt, also insbesondere (7.10), möglichst gut widerspiegeln.

Dies motiviert folgende

Definition 7.2.2 (A-stabil (absolut stabil), L-stabil)
Ein Verfahren heißt

a) absolut stabil (A-stabil), wenn seine Anwendung auf das Modellproblem(7.9)für jede
Schrittweiteh > 0 eine Folge{uj}j∈N0 produziert mit

|uj+1| ≤ |uj| ∀ j ≥ 0.

b) L-stabil, wenn es A-stabil ist und zudem gilt

lim
j→∞

uj = 0.

Bei vielen Einschrittverfahren gilt bei Anwendung auf das Modellproblem (7.9) die Bezie-
hung

uj+1 = R(q)uj mit q = λh

und einer FunktionR : D → C, 0 ∈ D ⊂ C.

Definition 7.2.3 Man nenntR dieStabiliẗatsfunktiondes Einschrittverfahrens. Die Menge

S = {q ∈ C : |R(q)| < 1} .

heißtStabiliẗatsgebietdes Einschrittverfahrens.

Offensichtlich gilt

A-stabil ⇐⇒ |R(q)| ≤ 1 ∀ q ∈ C, Re(q) < 0.

L-stabil ⇐⇒ |R(q)| < 1 ∀ q ∈ C, Re(q) < 0 ⇐⇒ S ⊃ {q ∈ C : Re(q) < 0} .
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7.2.1 Stabilitätsgebiete einiger Verfahren

Explizites Euler-Verfahren

Anwendung des expliziten Euler-Verfahrens auf das Modellproblem (7.9) ergibt

uj+1 = uj + hλuj = (1 + λh)uj,

die Stabiliẗatsfunktion ist daherR(q) = 1 + q. Das Stabiliẗatsgebiet ist also

S = {q ∈ C : |1 + q| < 1} .

Bemerkung: Man kann leicht zeigen, dass alle expliziten Runge-Kutta-Verfahren nicht A-
stabil sind!

Implizites Euler-Verfahren

Das implizite Euler-Verfahren liefert für das Modellproblem (7.9)

uj+1 = uj + hλuj+1

und somit

uj+1 =
1

1− λh
uj.

Dies ergibt die StabiliẗatsfunktionR(q) = 1
1−q

, q 6= 1, und das Stabiliẗatsgebiet

S = {q ∈ C : |1− q| > 1} ⊃ {q ∈ C : Re(q) < 0} .

Das implizite Euler-Verfahren ist also A-stabil, sogar L-stabil!

Implizite Trapezregel

Die Verfahrensgleichung lautet

uj+1 = uj +
h

2
(f(uj) + f(uj+1)).

Wir erhalten f̈ur das Modellproblem (7.9)

uj+1 = uj +
h

2
λ(uj + uj+1)

und somit

uj+1 =
1 + λh/2

1− λh/2
uj.

Daher giltR(q) = 1+q/2
1−q/2

, q 6= 2, und das Stabiliẗatsgebiet ist

S = {q ∈ C : |1 + q/2| < |1− q/2|} = {q ∈ C : Re(q) < 0} .
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Implizite Runge-Kutta-Verfahren

Besonders gut geeignet für steife Differentialgleichungen sind implizite Runge-Kutta-Verfahren.

Implizite Runge-Kutta-Verfahren erhält man durch Butcher-Schemata, bei denen die Koef-
fizientenαij keinestrikte untere Dreiecksmatrix bilden. Die Verfahrensgleichung ist gege-
ben durch

ki = f

(
t + γih, u + h

r∑

l=1

αilkl

)
, i = 1, . . . , r,

φ(t, h; u) =
r∑

i=1

βiki.

(7.11)

(beachte die Summation bisr anstellei − 1). Ein implizites Runge-Kutta-Verfahren ist
ein explizites Einschrittverfahren, lediglich die Stufenki sind als L̈osung eines nichtlinea-
ren Gleichungssystems gegeben. Man kann nun die Koeffizientenαij, βi, γi tats̈achlich so
wählen, dass ein L-stabiles Verfahren der Ordnungp = 2r ensteht.



Kapitel 8

Numerische Behandlung von
Randwertproblemen für gewöhnliche
Differentialgleichungen

8.1 Einleitung

Eine Vielzahl von Anwendungen führt auf Randwertprobleme, einer Verallgemeinerung
von Anfangswertaufgaben. Wir betrachten hier lediglich Randwertprobleme 2. Ordnung,
die allgemein von folgender Form sind:

Randwertproblem 2. Ordnung: Gesucht ist eine stetig differenzierbare Funktiony : [a, b] →
R mit

y′′(t) = f(t, y(t), y′(t)), t ∈ [a, b](8.1)
(RWP)

R(a, y(a), y′(a)) = 0, R̃(b, y(b), y′(b)) = 0(8.2)

wobeia < b, f : [a, b]× R× R→ R undR, R̃ : [a, b]× R× R→ R.

Es kommen also zu der Differentialgleichung 2. Ordnung noch zwei Randbedingungen an
den Intervallr̈andern dazu.

Die Frage der Existenz- und Eindeutigkeit von Lösungen solcher Randwertptobleme ist
wesentlich verwickelter als für Anfangswertprobleme. Wir gehen hierauf aber nicht näher
ein.

Zur numerischen Behandlung von (RWP) betrachten wir zwei Verfahrensklassen:Differen-
zenverfahrenundVariationsverfahren mit Finiten Elementen.

Wir beschr̈anken uns auf das sog.lineare 1. Randwertproblem

(8.3) −y′′ + q(t)y = g(t), y(a) = α, y(b) = β.

66
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Für q, g ∈ C([a, b]) mit q ≥ 0 läßt sich zeigen, dass (8.3) eine eindeutige Lösung besitzt.

8.2 Differenzenverfahren

Die grundlegende Idee bei Differenzenverfahren besteht darin, die in einer Differentialglei-
chungen vorkommenden Ableitungen durch Differenzenquotienten zu ersetzen und dann
die hierdurch enstehenden Gleichungen zu lösen.

Wir wollen das Vorgehen am Problem (8.3) erläutern. Zur Diskretisierung von (8.3) wählen
wir ein äquidistantes Gitter

a = t0 < t1 < . . . < tn+1 = b, tj = a + jh, h =
b− a

n + 1
,

betrachten die Differentialgleichung nur an den Stellentj und ersetzen die Ableitung durch
den Differenzenquotienten zweiter Ordnung

y′′(tj) =
y(tj+1)− 2y(tj) + y(tj−1)

h2
+ τj(y; h),

wobei im Falley ∈ C4([a, b]) für den Diskretisierungsfehler gilt (Nachweis durch Taylor-
entwicklung)

τj(y; h) = O(h2).

Damit sindyj = y(tj) Lösung des Gleichungssystems

y0 = α,

−yj+1 + 2yj − yj−1

h2
+ qjyj = gj + τj(y; h), j = 1, . . . , n,

yn+1 = β,

(8.4)

wobeiqj = q(tj), gj = g(tj). Mit den Vektoren

ȳ =




y1
...

yn


 , c =




g1 + α
h2

g2
...

gn−1

gn + β
h2




, τ̄ =




τ1(y; h)
...

τn(y; h)


 ,

und der Tridiagonalmatrix

A =
1

h2




2 + q1h
2 −1

−1 2 + q2h
2 −1

. .. . .. . ..
−1 2 + qn−1h

2 −1
−1 2 + qnh2
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ist dann (8.4)̈aquivalent zum Gleichungssystem

Aȳ = c + τ̄ .

Lassen wir den Fehlerterm̄τ fort, so erhalten wir N̈aherungen̄u = (u1, . . . , un)T als Lösung
von

(8.5) Aū = c.

Man kann zeigen, dassA positiv definit ist, siehe zum Beispiel Stoer und Bulirsch [SB90].
Das Gleichungssystem hat daher eine eindeutige Lösung und kann wegen der Tridiagonal-
form in O(n) Operationen gelöst werden. Ferner gilt der folgende Satz

Satz 8.2.1Das Randwertproblem(8.3) habe eine L̈osungy ∈ C4([a, b]) und es gelte
|y(4)(t)| ≤ M , t ∈ [a, b]. Ferner seiq(t) ≥ 0, t ∈ [a, b]. Dann gilt f̈ur die Lösung
ū = (u1, . . . , un)T von(8.5)

|y(tj)− uj| ≤ Mh2

24
(tj − a)(b− tj).

Beweis: Siehe zum Beispiel Stoer und Bulirsch [SB90] oder Plato [Pl00].2

8.3 Variationsmethoden

Variationsmethoden (Finite-Elemente-Methoden) gehören insbesondere bei partiellen Dif-
ferentialgleichungen zu den populärsten Methoden für Randwertaufgaben. Wir skizzieren
hier nur die Grundidee am bereits behandelten Beispiel (der Einfachheit halber mit homo-
genen Randwerten)

(8.6) −y′′(t) + q(t)y(t) = g(t), y(a) = 0, y(b) = 0

mit q, g ∈ C([a, b]), q ≥ 0. Sei

y ∈ C2
0([a, b]) :=

{
z ∈ C2([a, b]) : z(a) = z(b) = 0

}

die (klassiche) L̈osung von (8.6). Um eine Variationsformulierung von (8.6) zu erhalten,
multiplizieren wir (8.6) mit einer beliebigen Testfunktionv ∈ C2

0([a, b]) und integrieren
über[a, b]. Dies liefert

(8.7)
∫ b

a

(−y′′ + qy)v dt =

∫ b

a

gv dt ∀ v ∈ C2
0([a, b]).

Man überlegt sich leicht, dass für eine klassische L̈osungy ∈ C2
0([a, b]) (8.6) und (8.7)

äquivalent sind. Nun ergibt sich aus (8.7) mit partieller Integration
∫ b

a

g(t)v(t) dt =

∫ b

a

(−y′′(t)+q(t)y(t))v(t) dt = −y′(t)v(t)|ba+
∫ b

a

(y′(t)v′(t)+q(t)y(t)v(t)) dt.
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Wegenv(a) = v(b) = 0 erhalten wir also die Variationsformulierung

(8.8)
∫ b

a

(y′(t)v′(t) + q(t)y(t)v(t)) dt =

∫ b

a

g(t)v(t) dt, ∀ v ∈ C2
0([a, b]),

die für y ∈ C2
0([a, b]) wiederumäquivalent ist zu (8.7) und somit zu (8.6). Die Formulierung

(8.8) kann nun verwendet werden, um Lösungen auch in Situationen zu definieren, in denen
keine klassische L̈osung existiert: Wir betrachten den Raum

V = K1
0([a, b]) :=

{
z ∈ C([a, b]) : z(a) = z(b) = 0, z′ ex. fastüberall undz′ ∈ L2(a, b)

}
,

wobei L2(a, b) der Raum der auf]a, b[ quadratintegrierbaren Funktionen ist. Dann macht
(8.8) bereits Sinn f̈ur y, v ∈ V .

Bemerkung: V entḧalt z.B. stetige, sẗuckweise differenzierbare Funktionenz mit z(a) =
z(b) = 0.

Die Variationsformulierung(schwache Formulierung) ist nun:

Variationsformulierung:

Findey ∈ V mit

(8.9)
∫ b

a

(y′(t)v′(t) + q(t)y(t)v(t)) dt =

∫ b

a

g(t)v(t) dt, ∀ v ∈ V.

Führen wir die symmetrischen Bilinearformen ein

α(u, v) :=

∫ b

a

(u′(t)v′(t) + q(t)u(t)v(t)) dt, u, v ∈ V,

(u, v) :=

∫ b

a

u(t)v(t) dt, u, v ∈ V,

(8.10)

dann k̈onnen wir (8.9) kurz in der Form schreiben

α(y, v) = (g, v), ∀ v ∈ V.

Man kann zeigen, dass (auch für g ∈ L2(a, b)) eine eindeutige schwache Lösungy ∈ V
existiert. Sie ist die eindeutige klassische Lösung, falls diese existiert (für q, g ∈ C([a, b]),
q ≥ 0, ist das der Fall).

Die Variationsformulierung (8.10) gestattet eine einfache numerische Approximation: Beim
Ritz-Verfahren ẅahlt man einenFinite-Elemente-TeilraumVh ⊂ V

Variationsverfahren mit Finiten Elementen:

Findeuh ∈ Vh mit

(8.11) α(uh, v) = (g, v) ∀ v ∈ Vh.
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Beispiel für einen Finite-Elemente-Raum:

Stetige sẗuckweise lineare Funktionen (also lineare Splines) zu einem Gitter

∆ = {ti : a = t0 < t1 < . . . < tn+1 = b} , tj+1 − tj ≤ h,

die ina undb verschwinden:

Vh = {y ∈ S∆,1 : y(a) = y(b) = 0} .

Eine Basis bilden dann die ”Dachfunktionen” zu den inneren Knoten.2

Ist nun{φ1, . . . , φm} eine Basis des Finite-Elemente-RaumsVh, dann muss (8.11) nur mit
v = φi, i = 1, . . . ,m, getestet werden und Einsetzen des Ansatzes

uh(t) =
m∑

j=1

ujφj(t)

mit Koeffizientenuj ∈ R liefert das lineare Gleichungssystem

m∑
j=1

uj α(φj, φi)︸ ︷︷ ︸
=:aij

= (g, φi)︸ ︷︷ ︸
=:ci

, i = 1, . . . ,m.

Mit der sogenanntenSteifigkeitsmatrixA = (aij) undc = (ci) ergibt sich f̈ur ū = (u1, . . . , um)T

das symmetrische lineare Gleichungssystem

(8.12) Aū = c.

Offensichtlich istA positiv definit, da f̈ur ū 6= 0 gilt uh 6≡ 0, alsou′h 6≡ 0 (beachteuh(0) =
0) und somit

ūT Aū =
m∑

i,j=1

α(φj, φi)uiuj = α(uh, uh) =

∫ b

a

((u′h)
2 + qu2

h) dt ≥
∫ b

a

(u′h)
2 dt > 0.

Das Gleichungssystem (8.12) ist also eindeutig lösbar.

In der Regel ẅahlt man den Ansatzraum so, dass Basisfunktionen{φ1, . . . , φm} mit ei-
nem Tr̈ager von wenigen Gitterpunkten existieren (z.B. B-Splines). Die Steifigkeitsmatrix
ist dann d̈unn besetzt (bei geeigneter Anordnung der Basis eine Bandmatrix) und das Glei-
chungssystem (8.12) inO(m) Operationen aufl̈osbar.



Kapitel 9

Numerische Behandlung von
Randwertproblemen für partielle
Differentialgleichungen

9.1 Elliptische Randwertprobleme

Viele physikalische Zustände (z.B. station̈are Temperaturverteilung, elektrostatische Po-
tentiale, usw.) werden durch elliptische partielle Differentialgleichungen mit zusätzlichen
Randbedingungen beschrieben. Da analytische Lösungsmethoden oft nicht angewendet wer-
den k̈onnen, ben̈otigt man numerische Verfahren. Wie bei Randwertproblemen gewöhnli-
cher Differentialgleichungen kann manDifferenzenverfahrensowieFinite-Elemente-Methoden
anwenden.

Wir beschr̈anken uns hier auf die

Zweidimensionale Poisson-Gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen:

SeiG ⊂ R2 ein offenes (zusammenhängendes) Gebiet mit stückweise glattem Rand∂G.
Wir suchen eine L̈osungu : G → R mit

−∆u(x) := −
(

∂2u

∂x2
1

(x) +
∂2u

∂x2
2

(x)

)
= f(x), für x ∈ G,

u(x) = g(x), für x ∈ ∂G.
(9.1)

Für hinreichend oft differenzierbare Funktionenf, g : Ḡ → R existiert genau eine L̈osung
des Problems. Im folgenden soll dies stets angenommen werden.

Wir werden im folgenden homogene Randwerteg ≡ 0 betrachten, also

−∆u(x) = f(x), für x ∈ G,

u(x) = 0, für x ∈ ∂G.
(9.2)

71
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Dennu ist genau dann eine Lösung von (9.2), wenñu = u − g eine L̈osung von (9.2) zur
modifizierten rechten Seitẽf = f + ∆g ist.

Die Poisson-Gleichung (9.2) beschreibt z.B. die stationäre Temperaturverteilung in einem
GebietG bei einer Ẅarmequellef , oder in 2D die Verformung einer elastischen Mem-
bran unter einer Kraftf , oder das elektrostatische Potential zu einer Ladungsdichtef bei
vorgegebenem Potential am Rand.

9.1.1 Differenzenverfahren

Wir betrachten der Einfacheit halber die Poisson-Gleichung mit Dirichlet-Randbedingung
auf dem EinheitsquadratG =]0, 1[×]0, 1[

−∆u(x) = f(x) für x ∈ G =]0, 1[×]0, 1[,

u(x) = 0 für x ∈ ∂G.
(9.3)

Es gibt verschiedene M̈oglichkeiten zur approximativen Lösung von (9.3). Wir betrachten
zun̈achst Differenzenverfahren. Wie bei Randwertproblemen für geẅohnlich Differential-
gleichungen gehen wir folgendermaßen vor:

1. Wir betrachten die Differentialgleichung nur auf einem Gitterxij = (ih, jh), 1 ≤
i, j ≤ N , h = 1

N+1
. Wir wählen die Bezeichnungenuij = u(xij).

2. Nun approximieren wir die partiellen Ableitungen durch Differenzenquotienten: Für
u ∈ C4(G) gilt mit uij = u(xij)

∂2u

∂x2
1

(x)(xij) =
ui+1,j − 2uij + ui−1,j

h2
+ O(h2),

∂2u

∂x2
2

(x)(xij) =
ui,j+1 − 2uij + ui,j−1

h2
+ O(h2).

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt nach Vernachlässigung derO(h2)-Terme ein
System zur Bestimmung der Näherungsl̈osungUij vonu(xij).

Differenzenverfahren für die Poisson-Gleichung:

−∆5Uij := − 1

h2
(Ui+1,j + Ui,j+1 + Ui−1,j + Ui,j−1 − 4Uij) = f(xij), 1 ≤ i, j ≤ N,

(9.4)

U0,j = 0, UN+1,j = 0, Ui,0 = 0, Ui,N+1 = 0, 1 ≤ i, j ≤ N.

Somit ergibt (9.4)N2 lineare Gleichungen für dieN2 UnbekanntenUij, 1 ≤ i, j ≤ N .



S. Ulbrich: Mathematik IV f̈ur Elektrotechnik, Mathematik III f̈ur B.Sc. Informatik 73

Die Struktur der Koeffizientenmatrix hängt wesentlich davon ab, in welcher Reihenfolge
die Unbekannten und die Gleichungen angeordnet werden.

Um ein Gleichungssystem mit schöner Struktur der Koeffizientenmatrix zu erhalten, wird
die Gleichung f̈ur diek-te UnbekannteUij grunds̈atzlich alsk-te Gleichung gef̈uhrt.

Bei zeilenweiser Numerierung der Gitterpunkte, also

uh = (U11, U21, . . . , UN1, U12, . . . , UN2, . . . , U1,N , . . . , UNN)T

und entsprechender Anordnung der Gleichungen ergibt sich ein Gleichungssystem

Auh = c

mit c = (f(x11), f(x21), . . . , f(xN1), f(x12), . . . , f(xNN))T und

A =
1

h2




T −I
−I T −I

. .. .. . .. .
−I T −I

−I T




, T =




4 −1
−1 4 −1

. .. .. . . . .
−1 4 −1

−1 4




.

Die Matrix A ist symmetrisch, positiv definit und konsistent geordnet. ObwohlA dünn
besetzt ist, f̈uhrt die Bandbreite von2N + 1 bei Durchf̈uhrung einer Cholesky-Zerlegung
zu einem Cholesky-FaktorL mit einem vollen Band der BreiteN .

Deshalb nutzt man für großesN iterative Methoden, z.B das SOR-Verfahren mit optimalem
ω = ω0 (konvergent, daA symmetrisch, positiv definit und konsistent geordnet, siehe Satz
3.2.11). Besser ist das Verfahren der konjugierten Gradienten mit Vorkonditionierung, auf
das wir aber nicht eingegangen sind.

Wir kommen kurz zuKonsistenzundKonvergenzdes Differenzenverfahrens (9.4). Seiu ∈
C4(G) Lösung von (9.3). Wir wissen, dass bei Einsetzen der exakten Lösunguij = u(xij)
in (9.4) gilt

−∆5uij = −∆u(xij) + τij, τij = O(h2),

der lokale Abbruchfehlerτij ist also von der OrdnungO(h2).

Hieraus kann man folgendes ableiten:

Satz 9.1.1Das Differenzenverfahren(9.4) ist zu (9.3) von 2. Ordnung konsistent. Ferner
ist es auch von 2. Ordnung konvergent, d.h. es existiert eine KonstanteM > 0 mit

|u(xij)− Uij| ≤ Mh2, 1 ≤ i, j ≤ N.
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9.1.2 Finite-Elemente-Methoden

Hat das GebietG ⊂ R2 eine unregelm̈aßige Gestalt, dann sind Differenzenverfahren recht
unhandlich. In diesem Fall bietet es sich an, eine Variationmethode mit Finiten Elementen
zu verwenden. Wir betrachten die Poisson-Gleichung mit Dirichlet-Randbedingung

−∆u(x) = f(x) für x ∈ G,

u(x) = 0 für x ∈ ∂G.
(9.5)

Wie im Fall geẅohnlicher Differentialgleichungen gehen wir zunächst zu einer schwachen
Formulierungüber: Wir nehmen zun̈achst die Existenz einer klassischen Lösung

u ∈ C2
0(Ḡ) :=

{
z ∈ C2(Ḡ) : z|∂G = 0

}

an. Multiplikation mit einer beliebigen Testfunktionv ∈ C2
0(Ḡ) und IntegrationüberG

liefert dann

(9.6)
∫

G

(−∆u(x)v(x)) dx =

∫

G

f(x)v(x) dx ∀ v ∈ C2
0(Ḡ).

Man zeigt leicht, dass (9.5) und (9.6) für Funktionenu ∈ C2
0(Ḡ) äquivalent sind.

Wir benutzen nun die Bezeichnung:

uxi
:=

∂u

∂xi

, uxixj
:=

∂2u

∂xi∂xj

.

Nun gilt für beliebigev ∈ C1
0(Ḡ), w ∈ C1(Ḡ) dieGreensche Formelder partiellen Integra-

tion (Konsequenz des Gaußchen Integralsatzes)
∫

G

wxj
v dx = −

∫

G

wvxj
dx,

wobei wegenv|∂G = 0 kein Randintegral auftritt. Verwendung dieser Formel im ersten
Term von (9.6) ergibt

(9.7)
∫

G

(ux1(x)vx1(x) + ux2(x)vx2(x))︸ ︷︷ ︸
=∇u(x)T∇v(x)

dx =

∫

G

f(x)v(x) dx ∀ v ∈ C2
0(Ḡ).

Für u ∈ C2
0(Ḡ) sind (9.5) und (9.7)̈aquivalent.

Die Variationsformulierung (9.7) macht bereits Sinn für

u, v ∈ V := K1
0(G) = {z : G → R : zxi

ex. fastüberall und sind quadratintegrierbar, z|∂G = 0} .

Die Variationsformulierung(schwache Formulierung) ist nun:
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Variationsformulierung : Findeu ∈ V mit

(9.8)
∫

G

((ux1(x)vx1(x) + ux2(x)vx2(x))) dx =

∫

G

f(x)v(x) dx ∀ v ∈ V,

Eine Lösungu ∈ V von (9.8) heißtschwache L̈osungvon (9.5). Man kann zeigen, dass
(9.8) eine eindeutige L̈osungu ∈ V besitzt. Sie ist die eindeutige klassische Lösung von
(9.5), falls diese existiert.

Führen wir die symmetrischen Bilinearformen ein

α(u, v) :=

∫

G

((ux1(x)vx1(x) + ux2(x)vx2(x))) dx, u, v ∈ V,

(u, v) :=

∫

G

u(x) v(x) dx

dann k̈onnen wir (9.8) kurz in der Form schreiben

(9.8) α(u, v) = (f, v), ∀ v ∈ V.

Wiederum liefert (9.8) eine gute Basis für die Konstruktion numerischer Verfahren:

Finite-Elemente-Methode:SeiVh ⊂ V ein endlichdimensionalerFinite-Elemente-Teilraum.
Findeuh ∈ Vh mit

(9.9) α(uh, v) = (f, v) ∀ v ∈ Vh.

Genau wie in Abschnitt 8.3 liefert (9.9) nach Wahl einer Basis vonVh ein lineares Glei-
chungssystem: Ist{φ1, . . . , φm} eine Basis des Finite-Elemente-RaumsVh, dann muss (9.9)
nur mitv = φi, i = 1, . . . , m, getestet werden und Einsetzen des Ansatzes

uh(x) =
m∑

j=1

ujφj(x)

mit Koeffizientenuj ∈ R liefert das lineare Gleichungssystem

m∑
j=1

uj α(φj, φi)︸ ︷︷ ︸
=:aij

= (f, φi)︸ ︷︷ ︸
=:ci

, i = 1, . . . , m.

Mit der sogenanntenSteifigkeitsmatrixA = (aij) undc = (ci) ergibt sich f̈ur ū = (u1, . . . , um)T

das symmetrische lineare Gleichungssystem

(9.10) Aū = c.

A ist offensichtlich symmetrisch und auch positiv definit.

Beispiel für einen Finite-Elemente-Teilraum: In der Regel ẅahlt man den Ansatzraum
Vh als Finite-Elemente-Raum bestehend aus stückweisen Polynomen̈uber einer regulären
TrangulationT = {T0, . . . , TN} von Ḡ:
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Definition 9.1.2 Sei Ḡ polygonal berandet. Eine MengeT = {Tj : j = 0, . . . , N} von
abgeschlossenen DreieckenTj heißtzulässige TriangulierungvonḠ, wenn gilt:

a) Ḡ =
N⋃

j=0

Tj.

b) Tj ∩ Tk ist leer, ein gemeinsamer Eckpunkt oder eine gemeinsame vollständige Seite.

Die Menge{P1, . . . , Pn} der Ecken allerTj heißt dieKnotenmengeder Triangulation.

Eine Finite-Elemente-Teilraum der Ordnungl ist dann definiert durch

Vh =
{
z ∈ C(Ḡ) : z|Tj

Polynom vom Gradl, z|∂G = 0
}

mit festeml. Für l = 1 ergeben sich stückweise lineare stetige Funktionen. Für Finite-
Elemente-R̈aume lassen sich problemlos Basisfuntkionen mir kleinem Träger ẅahlen, die
Steifigkeitsmatrix ist dann d̈unn besetzt, hat aber wie bei Differenzenverfahren für n ≥ 2
erhebliche Bandbreite. Daher verwendet man zur Lösung von (9.10) iterative L̈oser.

9.2 Ergänzung: Parabolische Randwertprobleme

Als einfaches Modellproblem betrachten wir die Wärmeleitungsgleichung

ut(t, x)−∆u(t, x) = f(t, x), ∀ (t, x) ∈]0, T [×G

zusammen mit der Anfangsbedingung

u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ G

und der Randbedingung

u(t, x) = 0 ∀ (t, x) ∈]0, T [×∂G.

Eine g̈angige Technik zur numerischen Diskretisierung ist die sogenannteLinienmethode:
Wir diskretisieren zun̈achst f̈ur festest bez̈uglichx zum Beispiel durch ein Differenzenver-
fahren oder eine Finite-Elemente-Methode. Dies führt auf eine geẅohnliche Differential-
gleichung der Form

ūt(t) = −A(t)ū(t) + c(t).

Diese geẅohnliche Differentialgleichung ist im allgemeinen steif und kann nun mit geeig-
neten Verfahren numerisch gelöst werden, siehe Abschnitt 7.2.



Kapitel 10

Verfahren zur Eigenwert- und
Eigenvektorberechnung

10.1 Eigenwertprobleme

In vielen technischen und physikalischen Problemen, etwa bei der Untersuchung des Schwin-
gungsverhaltens von mechanischen oder elektrischen Systemen, ist es von Bedeutung, die
Eigenwerte und Eigenvektoren einer MatrixA ∈ Cn,n zu bestimmen.

10.1.1 Grundlagen

Definition 10.1.1 Eine Zahlλ ∈ C heißtEigenwerteiner MatrixA ∈ Cn,n, wenn es einen
Vektorx ∈ Cn, x 6= 0 gibt mit

Ax = λx.

Jeder solche Vektorx ∈ Cn heißt(Rechts-)Eigenvektorzum Eigenwertλ. Die Mengeσ(A)
aller Eigenwerte vonA heißtSpektrumvonA. 2

Der Unterraum
EigA(λ) := {x ∈ Cn : (A− λI)x = 0}

ist derEigenraumvonA zum Eigenwertλ. Seine Dimension

γ(λ) := dim EigA(λ) = n− Rang(A− λI)

ist diegeometrische Vielfachheitvon λ und gibt die Maximalzahl linear unabhängiger Ei-
genvektoren zuλ an.

Offensichtlich istλ genau dann Eigenwert vonA, wenn gilt

χ(λ) := det(A− λI) = 0,

77
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also wennλ Nullstelle descharakteristischen Polynomsχ(µ) von A ist. χ ist ein Polynom
n-ten Grades und hat die Form

χ(µ) = (−1)nµn + (−1)n−1µn−1spur(A) + · · ·+ det(A).

Sind λ1, . . . , λk die verschiedenen Nullstellen vonχ (d.h. die verschiedenen Eigenwerte
vonA) mit Vielfachheitenνi, i = 1, . . . , k, so giltν1 + . . . + νk = n undχ hat die Linear-
faktorzerlegung

χ(µ) = (−1)n(µ− λ1)
ν1 · · · (µ− λk)

νk .

Man nenntν(λi) = νi die algebraische Vielfachheitvon λi. Es ist nicht schwer zu zeigen,
dass immer gilt

γ(λi) ≤ ν(λi).

Wir fassen einige grundlegende Eigenschaften von Eigenwerten und Eigenvektoren zusam-
men:

Proposition 10.1.2 SeiA ∈ Cn,n ein beliebig. Dann gilt:

a) Istλ Eigenwert vonA, so istλ Eigenwert vonAT undλ̄ Eigenwert vonAH := ĀT .

b) Für jede nichtsingul̈are MatrixT ∈ Cn,n hat die zuA ähnliche MatrixB := T−1AT
dasselbe charakteristische Polynom und dieselben Eigenwerte wieA. Ist x Eigenvek-
tor vonA, so isty := T−1x Eigenvektor vonB.

c) IstA hermitesch, alsoAH = A mit AH := ĀT , dann hatA lauter reelle Eigenwerte.
Ist A unitär, alsoAH = A−1, so gilt |λ| = 1 für jeden Eigenwertλ.

Eine MatrixA ∈ Cn,n heißtdiagonalisierbar, wenn sien linear unabḧangige Eigenvektoren
x1, . . . , xn besitzt. Die zugeḧorige MatrixT := (x1, . . . , xn) ist dann invertierbar und mit
den Eigenwertenλi zuxi gilt

T−1AT = diag (λ1, . . . , λn) =: D.

Tats̈achlich haben wir
AT = (λ1x1, . . . , λnxn) = TD.

Eine wichtige Rolle spielenhermitescheMatrizenA ∈ Cn,n, d.h. AH = A, und mithin
reelle symmetrischeMatrizen. Man kann recht einfach zeigen, dass eine hermitesche Matrix
A ∈ Cn,n, immerdiagonalisierbarist mit einerunitärenMatrix T = U , also

U−1AU = D, UH = U−1.

Ist A = AT reell, dann kannU ∈ Rn,n orthogonal geẅahlt werden, also

U−1AU = D, UT = U−1.
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Die wichtigsten Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren einer Ma-
trix A nehmen zun̈achst eine Reihe von̈Ahnlichkeitstransformationen

A(0) := A, A(k+1) := T−1
k A(k)Tk, k = 0, 1, . . .

vor, umA in eine Matrix einfacherer Gestalt zu transformieren, deren Eigenwerte und Ei-
genvektoren leichter zu bestimmen sind.

10.1.2 Grundkonzepte numerischer Verfahren

Die im folgenden besprochenen numerischen Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten
und Eigenvektoren lassen sich in zwei Klassen einordnen. Die eine beruht auf der Vektori-
teration, die andere auf der Anwendung vonÄhnlichkeitstransformationen.

Vektoriteration

Bei der ersten Klasse von Verfahren handelt es sich um Vektoriterationen, die allgemein
von der Form sind

x(k+1) =
Bx(k)

‖Bx(k)‖ , k = 0, 1, . . .

mit einem Startvektorx(0), einer IterationsmatrixB und einer Vektornorm‖ · ‖.

Ähnlichkeitstransformation auf einfachere Gestalt

Nach Proposition 10.1.2 bleiben die Eigenwerte einer MatrixA bei einerÄhnlichkeitstrans-
formationB = T−1AT unver̈andert und aus einem Eigenvektory vonB erḧalt man durch
x = Ty einen Eigenvektor der AusgangsmatrixA.

Es liegt daher nahe,A durchÄhnlichkeitstransformationen

(10.1) A(0) := A → A(1) → . . . , A(k+1) = T−1
k A(k)Tk

in eine einfachere Form züuberf̈uhren, f̈ur die die Bestimmung von Eigenwerten und Eigen-
vektoren einfacher ist. Wir betrachten hier nur das QR-Verfahren, das eines der schnellsten
Verfahren zur L̈osung von Eigenwertproblemen darstellt.

QR-Verfahren: Beim QR-Verfahren wird durch Anwendung unitärer MatrizenTi erreicht,
dass die Elemente vonA(k) im strikten unteren Dreieck gegen null konvergieren. Die Dia-
gonaleintr̈age vonA(k) konvergieren wiederum gegen die Eigenwerte vonA.
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10.1.3 Sẗorungstheorie für Eigenwertprobleme

Bei oberen oder unteren Dreiecksmatrizen sind die Eigenwerte nichts anderes als die Dia-
gonalelemente. Wir haben bereits angedeutet, dass das QR-Verfahren durchÄhnlichkeit-
stransformationen den Außerdiagonalteil bzw. das strikte untere Dreieck reduzieren. Stö-
rungsresultate für Eigenwerte liefern unter anderem Schranken, wie gut die Diagonalele-
mente mit den Eigenwerten̈ubereinstimmen.

Wir haben das folgende fundamentale Resultat.

Satz 10.1.3Bezeichnetλi(A), i = 1, . . . , n, die nach Betrag aufsteigend angeordneten
Eigenwerte einer MatrixA ∈ Cn,n, dann sind die Abbildungen

A ∈ Cn,n 7→ λi(A), i = 1, . . . , n

stetig. Eigenwerte ḧangen also stetig von der Matrix ab.

Beweis: Siehe zum Beispiel Werner [We92].2

Ein wichtiges Einschließungskriterium für Eigenwerte erḧalt man durch dieGershgorin-
Kreise:

Satz 10.1.4Es seiA = (aij) ∈ Cn,n beliebig.

a) Es gilt

σ(A) ⊂
n⋃

i=1

Ki

mit denGershgorin-Kreisen

Ki :=

{
µ ∈ C : |µ− aii| ≤

n∑
j=1
j 6=i

|aij|
}

, i = 1, . . . , n.

b) Ist die VereinigungG1 von k Gershgorin-Kreisen disjunkt von der VereinigungG2

der restlichenn−k Gershgorin-Kreise, dann enthält G1 genauk Eigenwerte undG2

genaun− k Eigenwerte vonA.

Das folgende Resultat gilt für diagonalisierbare Matrizen:

Satz 10.1.5(Bauer/Fike)
Es seiA ∈ Cn,n diagonalisierbar, also

T−1AT = diag (λ1, . . . , λn) =: D.
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Dann gilt für jede Matrix∆A ∈ Cn,n

∀µ ∈ σ(A + ∆A) : min
i=1,...,n

|µ− λi| ≤ cond2(T )‖∆A‖2.

Hierbei ist‖ · ‖2 die von der euklidischen Norm induzierte Matrix-Norm undcond2(T ) :=
‖T‖2‖T−1‖2 die zugeḧorige Kondition vonT .

Bemerkung: Ist A hermitesch, so kannT unitär geẅahlt werden und es gilt cond2(T ) = 1.

10.2 Die Vektoriteration

10.2.1 Definition und Eigenschaften der Vektoriteration

Definition 10.2.1 Für eine MatrixB ∈ Cn,n ist die zugeḧorige Vektoriteration gegeben
durch

(10.2) z(k+1) =
1

‖Bz(k)‖Bz(k), k = 0, 1, . . .

mit einem Startvektorz(0) ∈ Cn \ {0}.

Bei geeigneter Wahl vonB ergeben sich hieraus Näherungenz(k) für einen Eigenvektor zu
einem Eigenwertλ. Eine Eigenwertn̈aherung f̈ur λ erhalten wir dann durch denRayleigh-
quotienten

R(z(k), B) =
(z(k))HBz(k)

(z(k))Hz(k)
.

Wir untersuchen die grundlegenden Eigenschaften für eine diagonalisierbare MatrixB mit
Eigenwertenλ1, . . . , λn. Wir sagen, dass ein Vektorx ∈ Cn einen Anteil inEigB(λi) hat,
falls in der eindeutigen Darstellung

x = u + v, u ∈ EigB(λi), v ∈
⊕

λj 6=λi

EigB(λj)

gilt u 6= 0. u ist der Anteil vonx in EigB(λi).

Satz 10.2.2Es seiB ∈ Cn,n diagonalisierbar mit Eigenwertenλ1, . . . , λn,

λ1 = . . . = λr, |λr| > |λr+1| ≥ . . . ≥ |λn|
mit r < n. Falls der Startvektorz(0) einen Anteil in EigB(λ1) besitzt, gilt f̈ur die Vektorite-
ration (10.2)

R(z(k), B) =
(z(k))HBz(k)

(z(k))Hz(k)
= λ1 + O(qk) für k →∞, q =

|λr+1|
|λ1| < 1.
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Zudem gilt

z(k) =
λk

1

|λ1|k
x1

‖x1‖ + O(qk)

mit einer beliebigen Vektornorm‖ · ‖, wobeix1 den Anteil vonz(0) in EigB(λ1) bezeichnet.

Beweis: Wir können genausogut die nicht normierte Folgez̃(k+1) = Bz̃(k), z̃(0) = z(0)

betrachten. Es gilt dannz(k) = z̃(k)/‖z̃(k)‖.

Es gibt eine Darstellung der Formz(0) = x1 +
∑n

j=r+1 xj mit xj ∈ EigB(λj), x1 6= 0.
Einsetzen iñz(k+1) = Bz̃(k) ergibt

(10.3) z̃(k) = Bkz(0) = λk
1x1 +

n∑
j=r+1

λk
j xj = λk

1

(
x1 +

n∑
j=r+1

(
λj

λ1

)k

xj

)
, k ≥ 0.

Dies liefert
z(k) = λk

1(x1 + O(qk))

und somit

(z̃(k))HBz̃(k) = (z̃(k))H z̃(k+1) = λ̄k
1λ

k+1
1 (x1 + O(qk))H(x1 + O(qk))

= λ1|λ1|2k(‖x1‖2
2 + O(qk))

(z̃(k))H z̃(k) = λ̄k
1λ

k
1(x1 + O(qk))H(x1 + O(qk)) = |λ1|2k(‖x1‖2

2 + O(qk)).

Wir erhalten

R(z(k), B) = R(z̃(k), B) = λ1
‖x1‖2

2 + O(qk)

‖x1‖2
2 + O(qk)

= λ1 + O(qk).

Analog haben wir

z(k) =
z̃(k)

‖z̃(k)‖ =
λk

1(x1 + O(qk))

|λ1|k(‖x1‖ + O(qk))
=

λk
1

|λ1|k
x1

‖x1‖ + O(qk)

2

Bemerkung: Selbst wennz(0) keinen Anteil in EigB(λ1) hat, was bei ”gen̈ugend allgemei-
ner” Wahl vomz(0) unwahrscheinlich ist, so stellt sich in der Praxis diese Situation durch
den Einfluß von Rundungsfehlern ein.2

Im Falle hermitescher Matrizen erhält man lineare Konvergenzrateq2 des Rayleigh-Quotienten
gegenλ1.

Satz 10.2.3SeiB ∈ Cn,n hermitesch. Dann gilt unter den Voraussetzungen von Satz 10.2.2
für den Rayleigh-Quotienten die Konvergenzaussage

R(z(k), B) =
(z(k))HBz(k)

(z(k))Hz(k)
= λ1 + O(q2k) für k →∞ mit q =

|λr+1|
|λ1| < 1.
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10.2.2 Die Vektoriterationen nach v. Mises und Wielandt

SeiA ∈ Cn,n gegeben. Unterschiedliche Varianten der Vektoriteration entstehen durch die
Wahl der IterationsmatrixB.

Einfache Vektoriteration nach von Mises

Die einfache Vektoriteration erhält man durch die naheliegende WahlB = A. Die Konver-
genzeigenschaften können dann unmittelbar Satz 10.2.2 bzw. 10.2.3 entnommen werden.

Inverse Vektoriteration von Wielandt

Offensichtliche Nachteile der Vektoriteration sind die langsame Konvergenz bei schlechter
Trennung der Eigenwerte und die Einschränkung auf die Bestimmung des betragsmäßig
größten Eigenwerts. Dies kann durch die inverse Vektoriteration von Wielandt vermieden
werden. Man braucht hierzu eine gute Näherungµ eines Eigenwertsλj, so dass

|λj − µ| ¿ |λi − µ|, für λi 6= λj.

Dann hat f̈ur µ 6= λj die MatrixB = (A− µI)−1 die Eigenwerte

µi =
1

λi − µ
,

wobei |µj| À |µi| für alle µi 6= µj. Ferner istxj genau dann Eigenvektor vonB zum
Eigenwertµj, wennxj Eigenvektor vonA zum Eigenwertλj ist.

Die zugeḧorige inverse Iteration von Wielandt lautet dann

z(k+1) =
ẑ(k+1)

‖ẑ(k+1)‖ mit ẑ(k+1) = (A− µI)−1z(k).

In der Praxis bestimmt man nicht(A − µI)−1, sondern implementiert die Iteration in der
Form

Löse (A− µI)ẑ(k+1) = z(k) und setze z(k+1) =
ẑ(k+1)

‖ẑ(k+1)‖ .

Die inverse Iteration von Wielandt hat dann im Falle

q := max
1≤i≤n,i6=j

|λj − µ|
|λi − µ| < 1

nach Satz 10.2.2 die Konvergenzeigenschaften

R(z(k), (A− µI)−1) =
(z(k))Hz(k+1)

(z(k))Hz(k)
=

1

λj − µ
+ O(qk),

z(k) =
|λj − µ|k
(λj − µ)k

xj

‖xj‖ + O(qk),
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wobei xj den Anteil vonz(0) in EigA(λj) = Eig(A−µI)−1(1/(λj − µ)) bezeichnet. IstA
zudem hermitesch, so erfüllt der Rayleigh-Quotient nach Satz 10.2.3

R(z(k), (A− µI)−1) =
(z(k))Hz(k+1)

(z(k))Hz(k)
=

1

λj − µ
+ O(q2k).

10.3 Das QR-Verfahren

Das im folgenden beschriebene QR-Verfahren von Francis bildet die Basis sehr leistungsfähi-
ger Verfahren zur Eigenwert- und Eigenvektorberechnung. Ausgehend von einer Matrix
A(1) = A ∈ Cn,n führt man beim QR-Verfahren unitäreÄhnlichkeitstransformationen fol-
gender Form durch:

Algorithmus 6 QR-Verfahren
SeiA ∈ Cn,n eine gegebene Matrix.

0. SetzeA(1) := A.

1. Für l = 1, 2, . . .: Berechne

A(l) =: QlRl, Ql ∈ Cn,n unitär, Rl ∈ Cn,n obere Dreiecksmatrix,

A(l+1) := RlQl.
(10.4)

In jedem Schritt ist also die Berechnung einer QR-Zerlegung

A(l) = QlRl, Rl ∈ Cn,n obere Dreiecksmatrix, Ql ∈ Cn,n unitär, alsoQH
l = Q−1

l

erforderlich. Eine solche Zerlegung kann mit Hilfe des Householder-Verfahrens berechnet
werden, das wir in 6.3.4 kurz beschreiben.

10.3.1 Grundlegende Eigenschaften des QR-Verfahrens

Wir beginnen mit der offensichtlichen Feststellung, dass (10.4) tatsächlich eine Folge unitär
ähnlicher MatrizenA(l) erzeugt.

Lemma 10.3.1 Es seienQl undRl von Algorithmus 6 erzeugt. Dann gilt mit den Bezeich-
nungenQ1...l := Q1Q2 · · ·Ql, Rl...1 := RlRl−1 · · ·R1

A(l+1) = Q−1
l A(l)Ql = Q−1

1...lAQ1...l, l = 1, 2, . . . .
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Beweis: Wegen (10.4) istRl = Q−1
l A(l) und daher

A(l+1) = RlQl = Q−1
l A(l)Ql.

Induktiv ergibt sich

A(l+1) = Q−1
l · · ·Q−1

1 A(1)Q1 · · ·Ql = Q−1
1...lAQ1...l.

2

10.3.2 Konvergenz des QR-Verfahrens

Wir geben zun̈achst ein Resultat für Matrizen mit betragsm̈aßig getrennten Eigenwerten an.
Unter gewissen Voraussetzungen konvergiert dann die vom QR-Verfahren generierte Folge
A(l) nach uniẗarer Diagonalskalierung der FormS−1

l A(l)Sl gegen eine obere Dreiecksmatrix
U , wobei die Konvergenzgeschwindigkeit von der Trennung der Beträge der Eigenwerte
abḧangt.

Satz 10.3.2Die Matrix A ∈ Cn,n sei regul̈ar mit betragsm̈aßig getrennten Eigenwerten
λ1, . . . , λn,

|λ1| > |λ2| > . . . > |λn|.
Weiter seienv1, . . . , vn zugeḧorige Eigenvektoren und die Inverse der MatrixT = (v1, . . . , vn)
besitze ohne Zeilenvertauschung eineLR-Faktorisierung. Dann gilt f̈ur das in Algorithmus
6 angegebeneQR-Verfahren

A(l) = SlUS−1
l + O(ql−1) für l →∞, q := max

j=1,...,n−1

∣∣∣∣
λj+1

λj

∣∣∣∣

mit einer oberen Dreiecksmatrix

U =




λ1 ∗ · · · ∗
. .. . ..

...
. .. ∗

λn




und uniẗaren PhasenmatrizenSl = diag (σ
(l)
1 , . . . , σ

(l)
n ), |σ(l)

i | = 1. Insbesondere gilt mit
den Diagonaleintr̈agena

(l)
11 , . . . , a

(l)
nn vonA(l)

|a(l)
ii − λi| = O(ql−1).

Beweis: Siehe zum Beispiel Plato [Pl00].2

Bemerkungen:
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• Hat T−1 lediglich eineLR-Faktorisierung mit Zeilenvertauschungen, dann konver-
giert dasQR-Verfahren nach wie vor, die Eigenwerte erscheinen in der Diagonale
der GrenzmatrixU jedoch unter Umständen in anderer Reihenfolge.

• Sind nicht alle Eigenwerte betragsmäßig getrennt, also etwa

|λ1| > . . . > |λr| = |λr+1| > . . . > |λn|,

was zum Beispiel eintritt, wenn eine reelle MatrixA konjugiert komplexe Eigenwerte
hat, dann konvergiertS−1

l A(l)Sl mit PhasenmatrizenSl außerhalb des mit×markier-
ten Bereichs gegen eine Matrix der Form




λ1 · · · ∗ × × ∗ · · ·
. ..

...
...

...
...

λr−1 × × ∗ · · ·
× × ∗ · · ·
× × ∗ · · ·

λr+2

.. .
λn.




Die Eigenwerte des Blocks
( a

(l)
r,r a

(l)
r,r+1

a
(l)
r+1,r a

(l)
r+1,r+1

)
konvergieren gegenλr undλr+1.

• Die Konvergenz desQR-Verfahrens ist sehr langsam, wenn die Trennung der Eigen-
werte schlecht ist. Die Konvergenz der letzten Zeile gegen(0, . . . , 0, λn) kann durch
Shift-Techniken entscheidend verbessert werden, auf die wir nun kurz eingehen.

10.3.3 Shift-Techniken

Eine genauere Analyse zeigt, dass die letzte Zeile vonA(l) die Form hat(O(|λn/λn−1|l−1), a
(l)
nn).

Ist also |λn| ¿ |λn−1|, dann konvergierta(l)
n,j, 1 ≤ j < n sehr schnell gegen0 und

a
(l)
nn sehr schnell gegenλn. Nach genauer Bestimmung vonλn kann man dann mit dem

(n− 1)× (n− 1)-Block vonA(l) zur Bestimmung vonλn−1 fortfahren.

Um die Trennung vonλn undλn−1 zu verbessern, wendet man dasQR-Verfahren in jedem
Schritt aufA(l) − µlI an mitµl ≈ λn und korrigiert den Shift anschließend. Anstelle von
(10.4) berechnet man also mit einemShiftµl ≈ λn

A(l) − µlI =: QlRl, Ql ∈ Cn,n unitär, Rl ∈ Cn,n obere Dreiecksmatrix,

A(l+1) := RlQl + µlI.

Man pr̈uft leicht nach, dass wieder giltA(l+1) = Q−1
l A(l)Ql.



S. Ulbrich: Mathematik IV f̈ur Elektrotechnik, Mathematik III f̈ur B.Sc. Informatik 87

Verbreitete Shift-Strategie: Eine effizente Shift-Strategie erhlt man, wenn manµl als den-

jenigen Eigenwert von
(a

(l)
n−1,n−1 a

(l)
n−1,n

a
(l)
n,n−1 a

(l)
n,n

)
wählt, der am n̈achsten beia(l)

n,n liegt. Im Zweifels-

fall wähle den mit positivem Imaginärteil.

Das QR-Verfahren mit Shift liefert recht schnell eine MatrixA(l), deren letzte Zeile auf hohe
Genauigkeit mit(0, . . . , 0, λn) übereinstimmt. Man wendet nun das QR-Verfahren mit Shift
auf den oberen linken(n− 1)× (n− 1)-Block vonA(l) zur Bestimmung vonλn−1 an und
so fort.

Bemerkung: Das QR-Verfahren mit Shift gilt zur Zeit als eines der besten Iterationsver-
fahren zur L̈osung des vollständigen Eigenwertproblems.

10.3.4 Berechnung einer QR-Zerlegung

Wir geben zum Abschluss ein numerisches Verfahren an zur Berechnung einer

QR-Zerlegung:

Für B ∈ Cn,n bestimme eine unitäre MatrixQ ∈ Cn,n und eine obere Dreiecksmatrix
R ∈ Cn,n mit

(10.5) B = QR.

Householder-Verfahren zur Berechnung einer QR-Zerlegung:

Beim Householder-Verfahren berechnet man (10.5) inn− 1 Schritten:

Initialisierung:

B(0) := B =




∗ · · ·
b(0) ...

∗ · · ·




Schritt 0: Bestimme eine unitäre MatrixT0 (siehe (10.7), (10.8)) mit

B(1) := T0B
(0) =




∗ ∗ ∗ · · ·
0 ∗ ∗ · · ·
...

...
...

0 ∗ ∗ · · ·


 =:




B
(1)
1 B

(1)
2

0
... b(1) B

(1)
3

0
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Schritt 1: Bestimme eine unitäre MatrixT1 (siehe (10.7), (10.8)) mit

B(2) := T1B
(1) =




∗ ∗ ∗ ∗ · · ·
0 ∗ ∗ ∗ · · ·
0 0 ∗ ∗ · · ·
...

...
...

...
0 0 ∗ ∗ · · ·




=:




B
(2)
1 B

(2)
2

0 0
...

... b(2) B
(2)
3

0 0




Schritt k, k = 2, . . . , n− 2: Bestimme eine unitäre MatrixTk (siehe (10.7), (10.8)) mit

B(k+1) := TkB
(k) =




∗ · · · ∗ ∗ · · ·
. . .

...
0 ∗ ∗ · · ·
0 · · · 0 ∗ · · ·
...

...
...

0 · · · 0 ∗ · · ·






 k + 1



 n− (k + 1)

(10.6)

=




B
(k+1)
1 B

(k+1)
2

0 · · · 0
...

... b(k+1) B
(k+1)
3




.

Ergebnis: R := B(n−1), Q := (Tn−2 · . . . · T0)
H = TH

0 · . . . · TH
n−2.

Rechtfertigung des Verfahrens:

Dann gilt tats̈achlich

R = B(n−1) = obere Dreiecksmatrix, Q = TH
0 ·. . .·TH

n−2 unitär als Produkt uniẗarer Matrizen

und
R = B(n−1) = Tn−2 · . . . · T0︸ ︷︷ ︸

=QH

B = QHB, also QR = B.

Berechnung der TransformationenTk:

Es bleibt, die Berechnung vonTk anzugeben. Beim Householder-Verfahren wählt man je-
weilsTk von der Form

(10.7) Tk =

(
Ik 0
0 Hk

)
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mit
Ik = Einheitsmatrix inRk,k,

undHk ∈ Rn−k,n−k alsHouseholder Transformationder Form
(10.8)

Hk = I − 2

wH
k wk

wkw
H
k , wk = b(k) + σk‖b(k)‖2




1
0
...


 , σk =





1 falls b
(k)
1 = 0,

b
(k)
1

|b(k)
1 | sonst.

Man kann zeigen, dass mit dieser Wahl gilt

Hk unitär und hermitesch, Hkb
(k) =




ωk‖b(k)‖2

0
...


 , ωk ∈ C, |ωk| = 1.

Man sieht leicht, dass dann tatsächlich jeweilsB(k+1) die Form (10.6) hat.



Statistik

Statistische Methoden werden in allen empirischen Wissenschaften verwendet. In der ”Be-
schreibenden Statistik” geht es zunächst darum, Beobachtungsdatenübersichtlich darzu-
stellen und durch Berechnung von Kenngrößen (Mittelwerte, Streuungen) zu charakterisie-
ren.

Da jedoch Beobachtungsdaten in der Regel zufallsbehaftet sind (zufällige Meßfehler bei
Experimenten, M̈oglichkeit unterschiedlicher Ergebnisse), besteht das Risiko von Fehl-
schl̈ussen. Die sogenannte ”Schließende Statistik” stellt daher Methoden bereit, bei denen
diese Fehlerrisiken abgeschätzt werden k̈onnen. Die Abscḧatzung dieser Risiken beruht auf
mathematischen Modellen für zufallsabḧangige Vorg̈ange, die in der ”Wahrscheinlichkeits-
theorie” behandelt werden.

Dieser Teil des Skripts basiert in Teilen auf dem Buch v. Finckenstein, Lehn, Schellhaas,
Wegmann;Arbeitsbuch f̈ur Ingenieure II, Teubner Verlag, 2006, das als vertiefende Litera-
tur empfohlen wird.
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Kapitel 11

Grundbegriffe der Statistik und
Wahrscheinlichkeitstheorie

11.1 Messreihen

Im Folgenden werden zwei Typen vonMerkmalenbetrachtet:

• quantitativ-diskrete, z.B. Alter in Jahren, Geschosszahl eines Gebäudes,...
Die Merkmalauspr̈agungensind dann ganze Zahlen.

• quantitativ-stetige, z.B. Geb̈audeḧohe, Temperatur,...
Die Merkmalauspr̈agungensind dann reelle Zahlen.

Am Beginn einer statistischen Untersuchung steht immer die mehrfache Beobachtung eines
Merkmals. Das Beobachtungsergebnis ist dann eineMessreihevonn Zahlen

x1, x2, . . . , xn.

Definition 11.1.1 Seix1, x2, . . . , xn eine Messreihe. Ordnet man die Werte der Messreihe
der Größe nach, so ensteht die zugehörigegeordnete Messreihe

x(1), x(2), . . . , x(n).

Sie besteht aus den gleichen Zahlen, aber so umgeordnet, dass giltx(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n).

Die empirische Verteilungsfunktioneiner Messreihex1, x2, . . . , xn ist die Funktion

F (z; x1, x2, . . . , xn) =
Zahl derxi mit xi ≤ z

n
=

max
{
i : x(i) ≤ z

}

n
.

Wählt manr − 1 Zahlena1 < a2 < . . . < ar−1, so entsteht die Unterteilung vonR in r
Klassen

R =]−∞, a1]∪]a1, a2] ∪ · · · ∪]ar−2, ar−1]∪]ar−1,∞[.

91
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Mit der AbkürzungF (z) = F (z; x1, x2, . . . , xn) ergeben sich dann dierelativen Klas-
senḧaufigkeitenfür dieser Klassen zu

F (a1), F (a2)− F (a1), . . . , F (ar−2)− F (ar−1), 1− F (ar−1).

Wählt man noch zwei zusätzliche Zahlen

a0 < min{a1, x(1)}, ar > max{ar−1, x(n)},
so k̈onnen die relativen Klassenhäufigkeiten in einemHistogrammdargestellt werden:̈uber
jedem der Intervalle]aj−1, aj], j = 1, . . . , r, wird ein Rechteck erreichtet, das die jeweilige
Klassenḧaufigkeit als Fl̈ache hat.

Beispiel:

Die zur Messreihe

2.2 4.5 0.8 1.7 5.8 1.2 5.6 2.5 3.9 1.7

geḧorige geordnete Messreihe ist

0.8 1.2 1.7 1.7 2.2 2.5 3.9 4.5 5.6 5.8.

Hierbei ist

x(1) = x3, x(2) = x6, x(3) = x(4) = x4 = x10, x(5) = x1, x(6) = x8,

x(7) = x9, x(8) = x2, x(9) = x7, x(10) = x5.

Die empirische Verteilungsfunktion hat folgenden Graphen:

0 1 2 3 4 5 6 7
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
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Zu der Unterteilung
0 < 1 < 2 < 3 < 4 < 5 < 6

ergeben sich die Klassenhäufigkeiten

1

10
,

4− 1

10
=

3

10
,

6− 4

10
=

2

10
,

7− 6

10
=

1

10
,

8− 7

10
=

1

10
, 1− 8

10
=

2

10
,

also das Histogramm

0 1 2 3 4 5 6
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

Zur Unterteilung
0 < 1.5 < 3 < 4.5 < 6

ergeben sich die Klassenhäufigkeiten

2

10
,

6− 2

10
=

4

10
,

8− 6

10
=

2

10
1− 8

10
=

2

10
,

mit zugeḧorigem Histogramm
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0 1 2 3 4 5 6
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

.

11.2 Lage- und Streumaßzahlen

Zur Beschreibung und Charakterisierung von Messreihen dienen Lage- und Streumaßzah-
len.

Seix1, . . . , xn eine Messreihe.

11.2.1 Lagemaßzahlen

Beispiele f̈ur Lagemaßzahlen sind

Arithmetisches Mittel:
x̄ =

1

n
(x1 + x2 + . . . + xn)

Median:

x̃ =

{
x(n

2
), falls n gerade,

x(n+1
2

), falls n ungerade.

p-Quantil (0 < p < 1):

xp =

{
x(np), falls np ganzzahlig,

x([np]+1), falls np nicht ganzzahlig.
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Hierbei ist
[x] = max {z ∈ Z : z ≤ x} (GaussscheKlammer)

die gr̈oßte ganze Zahl≤ x.

α-gestutztes Mittel(0 < α < 0.5):

x̄α =
1

n− 2k
(x(k+1) + . . . + x(n−k)), k = [nα].

Das0.25-Quantilx0.25 wird alsunteres Quartil, das0.75-Quantilx0.75 wird alsoberes Quar-
til bezeichnet.

11.2.2 Streuungsmaße

Beispiele f̈ur Streuungsmaße sind:

Empirische Varianz oderempirische Stichprobenvarianz:

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2

Empirische Streuung:

s =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2

Spannweite:
v = x(n) − x(1)

Quartilabstand:
q = x0.75 − x0.25.

11.2.3 Zweidimensionale Messreihen

Werden bei einer statistischen Erhebung zwei verschiedene Merkmale gleichzeitig ermittelt,
so entstehenzweidimensionale Messreihen, d.h. endliche Folgen

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn).

Analog wie oben definieren wir folgende Maßzahlen:

Arithmetische Mittel:

x̄ =
1

n
(x1 + x2 + . . . + xn), ȳ =

1

n
(y1 + y2 + . . . + yn)
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Empirische Varianzen:

s2
x =

1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2, s2
y =

1

n− 1

n∑
i=1

(yi − ȳ)2

Empirische Streuungen:

sx =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2, sy =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(yi − ȳ)2

Weiterhin sind auch folgende Maßzahlen zwischen denxi undyi von Bedeutung:

Empirische Kovarianz:

sxy =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄) (yi − ȳ)

Empirischer Korrelationskoeffizient:

rxy =
sxy

sx sy

.

Bemerkung: Es gilt immer
−1 ≤ rxy ≤ 1.

Beweis: Seiu = (xi − x̄)1≤i≤n, v = (yi − ȳ)1≤i≤n. Dann gilt nach der Cauchy-Schwartz-
Ungleichung

rxy =
uT v

‖u‖2‖v‖2

∈ [−1, 1].

2

Bemerkung: Die empirische Varianzs2 lässt sich auch nach der Formel berechnen

(11.1) s2 =
1

n− 1

(
n∑

i=1

x2
i − nx̄2

)

Ebenso gilt f̈ur die empirische Kovarianz

(11.2) sxy =
1

n− 1

(
n∑

i=1

xiyi − nx̄ȳ

)

Beweis: Es gilt

(n− 1) s2 =
n∑

i=1

(xi− x̄)2 =
n∑

i=1

(x2
i − 2xix̄+ x̄2) =

n∑
i=1

x2
i − 2nx̄2 +nx̄2 =

n∑
i=1

x2
i −nx̄2.

Die Formel f̈ur sxy folgt ganz analog.2

Zur Veranschaulichung einer zweidimensionalen Messreihe dient dasPunktediagramm, bei
dem die Punkte(xi, yi), i = 1, . . . , n, als Punkte in einemx− y-Koordinatensystem einge-
tragen werden.



S. Ulbrich: Mathematik IV f̈ur Elektrotechnik, Mathematik III f̈ur B.Sc. Informatik 97

11.2.4 Regressionsgerade

Der Korrelationskoeffizientrxy gibt Hinweise, ob diey-Werte tendenziell monoton wach-
send oder monoton fallend von denx-Werten abḧangen. F̈ur diesen Zusammenhang soll
nun angenommen werden, dass er sich im wesentlichen durch eine lineare Gleichung der
Form

y = ax + b

beschreiben lässt. Wir nehmen also an, dass sich die Datenpunkte um eine Gerade mit der
Steigunga und Achsenabschnittb gruppieren. Wir wollen nuna und b bestimmen, damit
die Gerade m̈oglichst gut zu den Datenpunkten passt. Das Quadrat des Abstands zwischen
Datenpunkt(xi, yi) und einem Punkt(xi, axi + b) auf der Geraden mit demselbenx-Wert
ist (yi − axi − b)2. Steigunga und Achsenabschnittb der Geraden sollen nun so bestimmt
werden, dass die Summe all dieser Quadrate

S(a, b) =
n∑

i=1

(yi − axi − b)2

minimal wird. Wir erhalten dann die sogenannteRegressionsgerade. Wir suchen also eine
Lösung des Problems

(11.3) min
(a,b)∈R2

S(a, b).

Bestimmung der Minimalstelle:

∂S(a, b)

∂a
=

n∑
i=1

2(yi − axi − b) (−xi) = −2
n∑

i=1

(xiyi − ax2
i − bxi) = 0.

∂S(a, b)

∂b
=

n∑
i=1

2(yi − axi − b) (−1) = −2
n∑

i=1

(yi − axi − b) = 0.

Die zweite Gleichung ergibt
nȳ − anx̄− nb = 0,

also
b = ȳ − ax̄.

Einsetzen in die erste Gleichung ergibt

n∑
i=1

(xiyi − ax2
i − ȳxi + ax̄xi) = 0

und somit
n∑

i=1

xiyi − nx̄ȳ = a

(
n∑

i=1

x2
i − nx̄2

)
.
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Insgesamt ergibt sich für die Lösung(â, b̂) von (11.3) unter Verwendung von (11.1), (11.2):

Berechnung der Regressionsgerade:

y = â x + b̂,

mit

â =

∑n
i=1 xiyi − nx̄ȳ∑n
i=1 x2

i − nx̄2
=

sxy

s2
x

, b̂ = ȳ − âx̄.

Wie bereits erẅahnt, heisst die so gefundene GeradeRegressionsgerade. Die Abweichun-
gen der Punkte(xi, yi) von der Regressionsgerade in vertikaler Richtung

ri = yi − âxi − b̂, i = 1, . . . , n

heißenResiduen. Nach kurzer Rechnung erhält man folgende

Formel für das Residuenquadrat:

n∑
i=1

r2
i =

n∑
i=1

(yi − ȳ)2 (1− r2
xy).

Die vertikale Abweichung von der Regressionsgerade hängt also eng mit dem Korrelations-
koeffizientenrxy zusammen. F̈ur die extremen Werterxy = 1 bzw.rxy = −1 verschwinden
die Residuen, alle Punkte(xi, yi) liegen also auf der Regressionsgeraden.

Da die Werte
rxy =

sxy

sxsy

und â =
sxy

s2
x

gleiches Vorzeichen haben, ergibt sich also für rxy > 0 eine streng monoton steigende, für
rxy < 0 eine streng monoton fallende und für rxy = 0 eine horizontale Regressionsgerade.

Das Vorzeichen vonrxy gibt also den Trend der Abhängigkeit dery-Werten von denx-
Werten an.

11.3 Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeit

11.3.1 Zufallsexperimente

Ein Vorgang, der so genau beschrieben ist, dass er als beliebig oft wiederholbar betrachtet
werden kann, und dessen Ergebnisse vom Zufall abhängen, nennen wirZufallsexperiment.
Es wird angenommen, dass die Menge der möglichen Ergebnisse soweit bekannt ist, dass
jedem Ergebnis ein Elementω einer MengeΩ zugeordnet werden kann.
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Definition 11.3.1 Ω heißtErgebnismenge, seine Elementeω Ergebnisse. TeilmengenA ⊂
Ω heißenEreignisse. Ein EreignisA ⊂ Ω tritt ein, falls ein Ergebnisω ∈ A beobachtet
wird.

Beispiele:

1. Wurf eines Ẅurfels:Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Das EreignisA = {1, 3, 5} tritt ein, falls
eine ungerade Zahl gewürfelt wird.

2. Wurf zweier unterscheidbarer Ẅurfel: Ω = {(i, j) : i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}}. Ω hat
6 · 6 = 36 Elemente.

3. Wurf zweier nicht unterscheidbarer Würfel:Ω = {(i, j) : i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, i ≤ j}.
Ω hat21 Elemente.

4. Lebensdauer eines Gerätes:Ω =]0,∞[. Das EreignisA = {ω ∈ R : ω > 100} tritt
ein, wenn das Gerät mehr als100 Stunden fehlerfrei funktioniert.

Definition 11.3.2 Das aus zwei EreignissenA undB zusammengesetzte EreignisA ∪ B
tritt ein, falls ein Ergebnisω mit ω ∈ A oderω ∈ B (d.h.ω ∈ A ∪B) beobachtet wird.

Entsprechend tritt das EreignisA ∩B ein, falls ein Ergebnisω mit ω ∈ A undω ∈ B (d.h.
ω ∈ A ∩B) beobachtet wird.

Ac = Ω \ A heißt zuA komplemenẗares Ereignis.

Zwei EreignisseA undB heißenunvereinbar, falls A ∩B = ∅.
Die leere Menge∅ heißtunmögliches EreignisundΩ dassichere Ereignis.

Die einelementigen Mengen{ω} vonΩ heißenElementarereignisse.

Auch f̈ur FolgenA1, A2, . . . von Ereignissen definieren wir das zusammengesetzte Ereignis⋃∞
i=1 Ai, das eintritt, wenn mindestens einAi eintritt, und das Ereignis

⋂∞
i=1 Ai, das eintritt,

wenn alleAi zugleich eintreten.

11.3.2 Wahrscheinlichkeit

Fragt man im Falle der Betriebsdauer eines Gerätes danach, wie wahrscheinlich es ist, dass
das Ger̈at exakt nach 100 Stunden (keinen Augenblick früher oder sp̈ater!) seinen ersten
Defekt hat, dann ist dies praktisch ausgeschlossen. Fragt man jedoch danach, dass der erste
Defekt zwischen90 und100 Stunden auftritt, also nach der Wahrscheinlichkeit des Ereig-
nissesA = [90, 100], dann ist dies eine sachgerechte Fragestellung.

Dies zeigt, dass es sinnvoll ist, die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von Ereignissen zu
betrachten. Wir haben dabei die Vorstellung, dass die WahrscheinlichkeitP (A) für das
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Eintreten des EreignissesA in der Gr̈oßenordnung der relativen Häufigkeit des Eintretens
vonA in langen Versuchsserien liegt.

Dazu betrachten wir ein SystemA von Ereignissen (es muss nicht die PotenzmengeP(Ω),
also die Menge aller Teilmengen vonΩ sein!), das folgende Eigenschaften hat:

Definition 11.3.3 ein SystemA ⊂ P(Ω) von Ereignissen heißtσ-Algebra, wenn gilt:

a) Ω ∈ A.

b) FallsA ∈ A, dann gilt auchAc ∈ A.

c) Mit jeder FolgeA1, A2, . . . ∈ A gilt auch
⋃∞

i=1 Ai ∈ A.

Bemerkung: SindA,B ∈ A, dann ist wegen b) und c) auch

A ∩B = (Ac ∪Bc)c ∈ A.

2

Eineσ-Algebra erlaubt gerade die Verknüpfungen von Ereignissen, die in der Praxis nütz-
lich sind. Um jedem Ereignis eine Wahrscheinlichkeit zuzuordnen, betrachtet man eine
AbbildungP : A → R mit folgenden Eigenschaften:

Definition 11.3.4 Eine AbbildungP : A → R heißtWahrscheinlichkeitsmaß, wenn sie
den folgendenAxiomen von Kolmogorovgen̈ugt:

a) P (A) ≥ 0 für A ∈ A,

b) P (Ω) = 1,

c) P

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

P (Ai) für paarweise unvereinbareA1, A2, . . . ∈ A.

Bemerkung: c) umfasst auch endliche disjunkte Vereinigungen
⋃n

i=1 Ai durch die Wahl
Ai = ∅, i ≥ n + 1.

Aus diesen Axiomen folgen nützliche Regeln f̈ur das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
von EreignissenA,B,A1, . . . , An:

P (∅) = 0,

0 ≤ P (A) ≤ 1,

P (Ac) = 1− P (A),

A ⊂ B =⇒ P (A) ≤ P (B),

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B),

P (A1 ∪ · · · ∪ An) =
n∑

i=1

P (Ai), falls A1, . . . , An paarweise unvereinbar (Additivität).
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Falls die Ergebnismenge endlich ist, alsoΩ = {ω1, . . . , ωn}, und man wie beim Ẅurfelwurf
annehmen kann, dass jedes Elementarereignis{ωi} gleich wahrscheinlich ist, dann folgt aus
der Additivität

P ({ωi}) =
1

n
, i = 1, . . . , n

und für beilebige Ereignisse mit Elementzahl#A gilt

P (A) =
Elementzahl vonA

n
=

#A

#Ω
.

Die Annahme gleicher Wahrscheinlichkeit für die Elementarereignisse heißtLaplace-Annahme.

Beispiel: Drei Würfel werden geworfen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Würfelsumme11 ist?

Wir wählenΩ = {(i, j, k) : i, j, k = 1, . . . , 6}. Dann ist#Ω = 63 = 216.

A sei das Ereignis ”Ẅurfelsumme ist 11”.

Möglichkeiten f̈ur die drei Summanden (der Größe nach geordnet):

11 = 1 + 4 + 6 = 1 + 5 + 5 = 2 + 3 + 6 = 2 + 4 + 5 = 3 + 3 + 5 = 3 + 4 + 4.

Wir summieren die Anzahl der Tripel auf, die auf die angegebenen Summanden führen:

#A = 6 + 3 + 6 + 6 + 3 + 3 = 27.

Dies ergibt

P (A) =
#A

#Ω
=

27

216
=

1

8
= 0, 125.

11.3.3 Elementare Formeln der Kombinatorik

Zur Berechnung der Elementezahlen von Ereignissen werden häufig kombinatorische For-
meln verwendet. Wir geben einige wichtige Formeln an:

SeiΩ eine Menge mitn Elementen undk ∈ N.

Geordnete Probe mit Wiederholungen:
Eine k-Tupel (x1, . . . , xk) mit xi ∈ Ω, i = 1, . . . , k, heißtgeordnete Probevon Ω vom
Umfangk mit Wiederholungen. Es gibt

nk (Anzahl geordneter Proben mit Wiederholungen)

solcher Proben (für jede Stelle gibt esn Möglichkeiten).

Geordnete Probe ohne Wiederholungen:
Einek-Tupel (x1, . . . , xk), k ≤ n, mit xi ∈ Ω, i = 1, . . . , k, undxi 6= xj für i 6= j heißt
geordnete ProbevonΩ vom Umfangk ohne Wiederholungen. Es gibt

n(n− 1)(n− 2) · . . . · (n− k + 1) (Anzahl geordneter Proben ohne Wiederholungen)
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solcher Proben (für die erste Stelle gibt esn Möglichkeiten, f̈ur die zweiten− 1, usw.).

Im Fall k = n spricht man von einerPermutationder MengeΩ. Davon gibt es

n! = n(n− 1)(n− 2) · . . . · 2 · 1 (Anzahl von Permutationen)

Ungeordnete Probe ohne Wiederholungen:
Eine Teilmenge{x1, . . . , xk}, k ≤ n, vonΩ heißtungeordnete Probevon Ω vom Umfang
k ohne Wiederholungen. Es gibt
(

n

k

)
=

n(n− 1)(n− 2) · . . . · (n− k + 1)

k!
=

n!

k!(n− k)!
(Anzahlk-elem. Teilmengen)

solcher Proben (es gibtn(n− 1)(n− 2) · . . . · (n− k + 1) geordnete Proben, aber jeweils
k! bestehen aus den gleichenk Elementen).

Beispiel:

1. Wie viele Möglichkeiten gibt es,k Einsen undn− k Nullen anzuordnen?

Lösung: Jede Anordnung der Einsen entspricht einerk-elementigen Teilmenge von
{1, . . . , n}, welche die Positionen der Einsen angibt. Also:

(
n
k

)
Möglichkeiten.

2. Beim Austeilen gemischter Karten (32 Karten, davon 4 Asse) seiA das Ereignis ”die
ersten drei karten sind Asse”. Dann gilt unter der Laplace-Annahme

P (A) =
4 · 3 · 2 · 29!

32!
=

24

32 · 31 · 30
=

1

1240
.

11.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit, Unabḧangigkeit

11.4.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

SeienA,B zwei Ereignisse mitP (B) > 0. Oft interessiert die Wahrscheinlichkeit von
A unter der Bedingung, dassB eintritt. Man definiert diesebedingte Wahrscheinlichkeit
P (A|B) vonA unter der BedingungB durch

Bedingte Wahrscheinlichkeit vonA unter der BedingungB:

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

Beispiel: Beim Ziehen von einem gemischten Kartenstapel (32 Karten, 4 Asse) betrachte
die EreignisseA ”die zweite Karte ist ein Ass” undB ”die erste Karte ist ein Ass”. Dann
gilt

P (B) =
4 · 31!

32!
=

1

8
, P (A ∩B) =

4 · 3 · 30!

32!
=

12

32 · 31
.
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Dies ergibt

P (A|B) =
12 · 8
32 · 31

=
3

31
.

Direkte Rechnung: Wenn schon ein Ass gezogen ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass
die zweite Karte wieder ein Ass ist

P (A|B) =
3 · 30!

31!
=

3

31
.

Im Folgenden seienA1, . . . , An paarweise unvereinbare Ereignisse, d.h.Ai ∩ Aj = ∅ für
i 6= j, und es sei

⋃n
i=1 Ai = Ω. Man spricht von einervollständigen Ereignisdisjunktion.

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

Regel von der vollsẗandigen Wahrscheinlichkeit:

A1, . . . , An sei eine vollsẗandige Ereignisdisjunktion mitP (Ai) > 0, i = 1, . . . , n. Dann
gilt:

P (B) =
n∑

i=1

P (Ai) · P (B|Ai).

Beweis: Es giltP (Ai) · P (B|Ai) = P (B ∩Ai). Die MengenCi = B ∩Ai sind paarweise
disjunkt mit

⋃n
i=1 Ci = B. Wegen der Additiviẗat gilt also

n∑
i=1

P (Ai) · P (B|Ai) =
n∑

i=1

P (Ci) = P

(
n⋃

i=1

Ci

)
= P (B).

2

Formel von Bayes:

A1, . . . , An sei eine vollsẗandige Ereignisdisjunktion mitP (Ai) > 0, i = 1, . . . , n, undB
sei ein Ereignis mitP (B) > 0. Dann gilt f̈ur i = 1, . . . , n:

P (Ai|B) =
P (Ai) · P (B|Ai)∑n

k=1 P (Ak) · P (B|Ak)
.

Beweis: Der Nenner istP (B) nach der Regel von der vollständigen Wahrscheinlichkeit.
Also ist die rechte Seite gegebn durch

P (Ai) · P (B|Ai)

P (B)
=

P (Ai) · P (B ∩ Ai)/P (Ai)

P (B)
=

P (B ∩ Ai)

P (B)
= P (Ai|B).

2

Beispiel: Bei einer Reihenuntersuchung sind die EreignisseA: ”untersuchter Patient ist
erkrankt” undB: ”Befund positiv” von Interesse. Es seiP (A) = 0, 001 die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Patient erkrankt ist. Weiter seienP (B|A) = 0, 92 undP (B|Ac) = 0, 01
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die Wahrscheinlichkeiten für einen positiven Befund bei einem erkrankten bzw. nicht er-
krankten Patienten.

Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass ein Patient bei einem positiven Befund
tats̈achlich erkrankt ist, alsoP (A|B).

Mit A1 = A, A2 = Ac ergibt die Bayessche Formel

P (A|B) =
P (A)P (B|A)

P (A)P (B|A) + P (Ac)P (B|Ac)
=

0, 001 · 0, 92

0, 001 · 0, 92 + 0, 999 · 0, 01
= 0, 0844.

Multiplikationsformel:

A1, . . . , An seien Ereignisse mitP (A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An) > 0. Dann gilt

P (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An) = P (A1) · P (A2|A1) · P (A3|A1 ∩A2) · · ·P (An|A1 ∩ · · · ∩An−1).

Beweis: Vollständige Induktion nachn: Für n = 2 gilt

P (A1) · P (A2|A1) = P (A1 ∩ A2).

Induktionsschritt:

P (A1) · P (A2|A1) · P (A3|A1 ∩ A2) · · ·P (An|A1 ∩ · · · ∩ An−1)

Ind.Ann.
= P (A1 ∩ · · · ∩ An−1) · P (An|A1 ∩ · · · ∩ An−1) = P (An ∩ A1 ∩ · · · ∩ An−1).

2

11.4.2 Unabḧangigkeit

Beim zweifachen Werfen eines Ẅurfels erkennt man, dass die Ereignisse

A = ”1 beim zweiten Wurf”, B = ”1 beim ersten Wurf”

von völlig unabḧangig ablaufenden Teilexperimenten bestimmt wird und für die bedingte
Wahrscheinlichkeit gilt

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
=

1/6 · 1/6
1/6

= 1/6 = P (A).

Wir haben also
P (A ∩B) = P (A) · P (B).

Dies motiviert die
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Definition 11.4.1 Zwei EreignisseA undB heißenunabḧangig, falls gilt

P (A ∩B) = P (A) · P (B).

EreignisseA1, . . . , An heißenvollständig unabḧangig, falls für alle{ı1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n}
gilt

P (Ai1 ∩ · · · ∩ Aik) = P (Ai1) · . . . · P (Aik).

Bemerkung:Aus der paarweisen Unabhängigkeit von mehr als zwei Ereignissen folgt nicht
immer die vollsẗandige Unabḧangigkeit.2

11.5 Zufallsvariablen und Verteilungsfunktion

Es seiΩ die Ergebnismenge undA das Ereignissystem, auf dem die Wahrscheinlichkeit
P erklärt ist. Oft ist man in der Statistik an einem dem Ergebnisω ∈ Ω zugeordneten
ZahlenwertX(ω) interessiert.

Definition 11.5.1 EineZufallsvariableist eine Abbildung

X : Ω → R

mit der Eigenschaft, dass für jedes IntervallI ⊂ R die Urbildmenge

A = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ I}
zum EreignissystemA geḧort. Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses ”X nimmt Werte
im Intervall I an” bezeichnet man abkürzend mitP (X ∈ I) und schreibt entsprechend

P (a ≤ X ≤ b), P (X ≤ x), P (X < x), P (|X − a| < b), P (X = b) usw.

Beispiel: Zwei Würfel werden geworfen. Wir ẅahlenΩ = {(i, j) : i, j = 1, . . . , 6}. Wir
betrachten die ZufallsvariableX : Ω → R,

X((i, j)) = i + j.

X beschreibt also die Summe der beiden gewürfelten Zahlen. Nun gilt zum Beipiel

P (X = 1) = 0, P (X = 2) = P ({(1, 1}) =
1

36
, P (X = 3) = P ({(1, 2), (2, 1)}) =

2

36
, . . .

Definition 11.5.2 SeiX : Ω → R eine Zufallsvariable. Die AbbildungF : R→ R

F (x) = P (X ≤ x), x ∈ R,

heißtVerteilungsfunktionder ZufallsvariableX.
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Man kann zeigen, dass mit den Abkürzungen

F (x+) = lim
h↘0

F (x + h), F (x−) = lim
h↘0

F (x− h),

F (−∞) = lim
x→−∞

F (x), F (∞) = lim
x→∞

F (x)

gilt: Verteilungsfunktionen sind monoton wachsende Funktionen mit

F (−∞) = 0, F (∞) = 1, F (x+) = F (x) ∀x ∈ R.

Zudem lassen sich alle interessierenden Wahrscheinlichkeiten im Zusammenhang mit der
ZufallsvariableX berechnen:

P (X = a) = F (a)− F (a−),

P (a < X ≤ b) = F (b)− F (a),

P (a ≤ X < b) = F (b−)− F (a−),

P (a ≤ X ≤ b) = F (b)− F (a−),

P (X > a) = 1− F (a).

Eine ZufallsvariableX heißtdiskret verteilt, wenn sie nur endlich viele oder abzählbar un-
endlich viele Wertex1, x2, . . . annimmt. Ihre Verteilungsfunktion ist eine monoton wach-
sende Treppenfunktion, die jeweils an den Stellenxi Spr̈unge der ḦoheP (X = xi) hat.

Eine ZufallsvariableX heißtstetig verteilt mit der Dichtef , wenn ihre Verteilungsfunktion
F durch

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt, x ∈ R,

gegeben ist. Die Dichte ist hierbei eine nichtnegative Funktion, die VerteilungsfunktionF
ist stetig und es giltF ′(x) = f(x) für alle Stetigkeitsstellenx vonf .

11.5.1 Beispiele f̈ur diskrete Verteilungen

Geometrische Verteilung

Es sei0 < p < 1. Eine ZufallsvariableX mit dem WertebereichN = {1, 2, . . .} heißt
geometrisch verteiltmit dem Parameterp, falls

P (X = i) = (1− p)i−1 p, i = 1, 2, . . .

Anwendung: Wird ein Zufallsexperiment, bei dem ein bestimmtes Ereignis mit Wahr-
scheinlichkeitp eintritt, so lange unabhängig wiederholt, bis zum ersten Mal dieses Er-
eignis eintritt, dann kann die Anzahl der dazu benötigten Versuche durch eine geometrisch
verteilte Zufallsvariable modelliert werden (”Warten auf den ersten Erfolg”).
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Binomialverteilung

Seinen ∈ N und0 < p < 1. Eine ZufallsvariableX mit dem WertebereichN = {1, 2, . . .}
heißtbinomialverteiltmit Parameternn undp, kurzB(n, p)-verteilt, falls

P (X = i) =

(
n

i

)
pi(1− p)n−i, i = 0, 1, . . . , n.

Anwendung: Wird ein Zufallsexperiment, bei dem ein bestimmtes Ereignis mit Wahr-
scheinlichkeitp eintritt, n-mal unabḧangig wiederholt, und dabei gezählt, wie oft dieses
Ereignis eintritt, so kann diese zufällige Anzahl alsB(n, p)-verteilte ZufallsvariableX be-
schrieben werden (”Anzahl der Erfolge bein Versuchen”).

Poissonverteilung

Seiλ > 0. Eine ZufallsvariableX mit dem WertebereichN ∪ {0} heißtPoisson-verteilt,
falls gilt

P (X = i) =
λi

i!
e−λ, i = 0, 1, 2, . . .

Sie eignet sich zur Modellierung von Zählergebnissen folgenden Typs: In einer Telefonzen-
trale wird die Anzahl der innerhalb von 10 Minuten eingehenden Anrufe gezählt.λ gibt die
”mittlere Anzahl” der eingehenden Anrufe an.

11.5.2 Beispiele f̈ur stetige Verteilungen

Rechteckverteilung

Es seia < b. Eine stetig verteilte Zufallsvariable mit der Dichte

f(t) =

{
1

b−a
, a ≤ t ≤ b

0 sonst

heißt rechteckverteiltim Intervall [a, b], kurz R(a, b)-verteilt. F̈ur die Verteilungsfunktion
ergibt sich

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =





0, x ≤ a,
x−a
b−a

, a < x < b,

1 x ≥ b.
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Exponentialverteilung

Seiλ > 0. Eine stetig verteilte ZufallsvariableX mit der Dichte

f(t) =

{
0, t < 0,

λe−λt, t ≥ 0,

heißtexponentialverteiltmit Parameterλ, kurzEx(λ)-verteilt. F̈ur die Verteilungsfunktion
ergibt sich

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =

{
0, x < 0,

1− e−λx, x ≥ 0.

Normalverteilung

E seienµ ∈ R undσ > 0. Eine stetig verteilte ZufallsvariableX mit der Dichte

f(t) =
1

σ
√

2π
e−

1
2
( t−µ

σ
)2 , t ∈ R,

heißtnormalverteiltmit Parameterµ undσ2, kurz:N(µ, σ2)-verteilt.

Im Fall µ = 0, σ2 = 1 spricht man von einerStandard-Normalverteilungund bezeichnet
ihre Verteilungsfunktion mit

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−t2/2 dt.

Φ ist nicht geschlossen angebbar und muss tabelliert oder numerisch ausgewertet werden.
Offensichtlich gilt

Φ(0) =
1

2
, Φ(−x) = 1− Φ(x), x ≥ 0.

Ist X eineN(µ, σ2)-verteilte Zufallsvariable, dann rechnet man leicht nach, dass die Ver-
teilungsfunktion durch

Fµ,σ2(x) = Φ

(
x− µ

σ

)

gegeben ist. Tatsächlich ergibt sich durch die Substitutions = t−µ
σ

Fµ,σ2(x) =
1

σ
√

2π

∫ x

−∞
e−

1
2
( t−µ

σ
)2 dt =

1√
2π

∫ x−µ
σ

−∞
e−

1
2
s2

ds = Φ

(
x− µ

σ

)
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11.6 Erwartungswert und Varianz

Ist X eine diskret verteilte Zufallsvariable mit den Wertenx1, x2, . . ., so heißt

E(X) =
∑

i

xiP (X = xi)

ErwartungswertvonX, falls
∑

i |xi|P (X = xi) < ∞.

Ist X eine stetig verteilte Zufallsvariable mit Dichtef , so heißt

E(X) =

∫ ∞

−∞
x f(x) dx

ErwartungswertvonX, falls
∫∞
−∞ |x| f(x) dx < ∞.

Beispiele:

1. SeiX Poisson-verteilt mit Parameterλ > 0.

E(X) =
∞∑
i=0

i
λi

i!
e−λ = λe−λ

∞∑
i=1

λi−1

(i− 1)!
= λe−λeλ = λ.

2. SeiX exponentialverteilt. Dann gilt

E(X) =

∫ ∞

0

xλe−λx dx = −xe−λx|∞0 +

∫ ∞

0

e−λx dx = 0− 1

λ
e−λx|∞0 =

1

λ
.

Ist h : R→ R eine sẗuckweise stetige Funktion. Dann hat die Zufallsvariableh(X) für eine
diskret verteilt ZufallsvariableX den Erwartungswert (im Falle seiner Existenz)

E(h(X)) =
∑

i

h(xi)P (X = xi).

Ist X stetig verteilt mit Dichtef , dann hath(X) den Erwartungswert (im Falle seiner
Existenz)

E(h(X)) =

∫ ∞

−∞
h(x) f(x) dx.

Der Erwartungswert der quadratischen Abweichung der ZufallsvariablenX von ihrem Er-
wartungswertE(X) heißtVarianzvonX:

Var(X) = E([X − E(X)]2).

Die Standardabweichung vonX ist definiert durch
√

Var(X).
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11.6.1 Rechenregeln

Es gelten folgende Rechenregeln:

E(aX + b) = aE(X) + b

E(h1(X) + h2(X)) = E(h1(X)) + E(h2(X)).

Daraus erḧalt man
Var(X) = E(X2)− (E(X))2.

Begr̈undung: Es gilt

Var(X) = E([X − E(X)]2) = E(X2 + 2E(X)X + E(X)2)

= E(X2)− E(2E(X)X) + E(E(X)2) = E(X2)− 2E(X)E(X) + E(X)2

= E(X2)− E(X)2.

Außerdem gilt
Var(aX + b) = a2Var(X),

da

Var(aX + b) = E((aX + b)2)− (E(aX + b))2 = E(a2X2 + 2abX + b2)− (aE(X) + b)2

= a2E(X2) + 2abE(X) + b2 − a2E(X)2 − 2abE(X)− b2

= a2(E(X2)− E(X)2) = a2Var(X).

Einige Beispiele:

Verteilung E(X) Var(X)
N(µ, σ2) µ σ2

Ex(λ) 1
λ

1
λ2

B(n, p) np np(1− p)

Die Tschebyschevsche Ungleichung stellt einen Zusammenhang zwischen Erwartungswert
und Varianz her:

Tschebyschevsche Ungleichung:
Es gilt

P (|X − E(X)| ≥ c) ≤ Var(X)

c2
, c > 0.

Aus der Definition des Erwartungswerts ist klar, dass für ZufallsvariablenX1, X2, . . . , Xn

gilt
E(X1 + . . . + Xn) = E(X1) + . . . + E(Xn).

Die Frage, ob eine entsprechende Formel auch für die Varianz gilt, f̈uhrt auf den Begriff der
Unabḧangigkeit von ZufallsvariablenX1, X2, . . . , Xn.
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Definition 11.6.1 SeienX1, X2, . . . , Xn Zufallsvariablen mit VerteilungsfunktionenF1, . . . , Fn.
Die gemeinsame VerteilungsfunktionvonX1, X2, . . . , Xn ist definiert durch

F (x1, . . . , xn) = P (X1 ≤ x1, · · · , Xn ≤ xn), (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Die Zufallsvariablen heißenunabḧangig, wenn f̈ur alle (x1, . . . , xn) ∈ Rn die Ereignisse

{X1 ≤ x1}, · · · , {Xn ≤ xn}

vollständig unabḧangig sind, also

P (X1 ≤ x1, · · · , Xn ≤ xn) = P (X1 ≤ x1) · . . . · P (Xn ≤ xn)

oder kurz
F (x1, . . . , xn) = F1(x1) · . . . · Fn(xn).

Satz 11.6.2Die ZufallsvariablenX1, X2, . . . , Xn seien unabḧangig. Dann gilt

Var(X1 + . . . + Xn) = Var(X1) + . . . + Var(Xn).

11.7 Gesetz der großen Zahlen, zentraler Grenzwertsatz

11.7.1 Das schwache Gesetz der großen Zahlen

Durch die Mittelung vieler unabḧangiger identisch verteilter Zufallsvariablen erhält man
eine Zufallsvariable, die mit großer Wahrscheinlichkeit Werte nahe beim Erwartungswert
liefert.

Satz 11.7.1(Das schwache Gesetz der großen Zahlen)
IstX1, X2, . . . eine Folge unabḧangiger identisch verteilter Zufallsvariablen (d.h. je endlich
viele von ihnen sind unabhängig) mitE(Xi) = µ, Var(Xi) = σ2, dann gilt

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣
1

n

n∑
i=1

Xi − µ

∣∣∣∣∣ ≥ ε

)
= 0 ∀ ε > 0.

Beweis: SetzeYn = 1
n

∑n
i=1 Xi. Dann giltE(Yn) = µ und wegen der Unabhängigkeit

Var(Yn) = 1
n2 Var(X1 + . . . + Xn) = 1

n2 nσ2 = σ2

n
. Die Tschebyschevsche Ungleichung

ergibt nun

P (|Yn − µ| ≥ ε) ≤ Var(Yn)

ε2
=

σ2

nε2
→ 0 für n →∞.

2
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11.7.2 Zentraler Grenzwertsatz

Wir betrachten eine Zufallsvariable

Y = X1 + . . . + Xn

mit unabḧangigen SummandenX1, . . . , Xn. Extrem große Werte vonY treten nur dann auf,
wenn sehr vieleXi gleichzeitig große Werte annehmen. Wegen der Unabhängigkeit ist es
sehr wahrscheinlich, dass große Werte eines Summanden durch kleine Werte eines anderen
Summanden kompensiert werden. Es zeigt sich, dass die Verteilung vonY für großesn
mehr und mehr einer Normalverteilung entspricht:

Satz 11.7.2(Zentraler Grenzwertsatz)
Ist X1, X2, . . . eine Folge unabḧangiger Zufallsvariablen mit

E(Xi) = µi, Var(Xi) = σi, i = 1, 2, . . . ,

so gilt unter schwachen zusätzlichen Voraussetzungen, z.B. dassXi identisch verteilt sind:

lim
n→∞

P

(
X1 + . . . + Xn − (µ1 + . . . , µn)√

σ2
1 + . . . + σ2

n

≤ y

)
= Φ(y) ∀ y ∈ R.

Eine arithmetisches Mittel

X̄(n) =
1

n
(X1 + . . . + Xn)

ist für großesn also n̈aherungsweiseN(µ, σ2)-verteilt, wobei

µ =
1

n
E(X1+. . .+Xn) =

1

n
(µ1+. . .+µn), σ2 =

1

n2
Var(X1+. . .+Xn) =

1

n2
(σ2

1+. . .+σ2
n).

Bemerkung: HatX Erwartungswertµ und Varianzσ2, dann hatX−µ
σ

den Erwartungswert
0 und Varianz1. 2

Als mathematisches Modell für das Entstehen von Messreihen werden im folgenden un-
abḧangige, identisch verteilte ZufallsvariablenX1, . . . , Xn verwendet. Eine Messreihex1, . . . , xn

wird als Realisierung der ZufallsvariablenX1, . . . , Xn angesehen, wir nehmen also an, dass
ein Ereignisω ∈ Ω existiert mit

x1 = X1(ω), . . . , xn = Xn(ω).

Haben dieXi Erwartungswertµ und Varianzσ2, dann sagt Satz 11.7.2 insbesondere aus,
dass dann das arithmetische MittelX̄(n) = 1

n
(X1 + . . . + Xn) für grossen näherungsweise

N(µ, σ2/n)-verteilt ist.

Die Verteilungsfunktion der ZufallsvariablenX1, . . . , Xn sei mit F bezeichnet. Was sagt
die MessreihëuberF aus?
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Es ist intuitiv einleuchtend, dass die empirische Verteilungsfunktion

Fn(z; x1, x2, . . . , xn) =
Zahl derxi mit xi ≤ z

n

in engem Zusammenhang zur Wahrscheinlichkeit

F (z) = P (X1 ≤ z)

stehen muss. Es gilt:

Satz 11.7.3 (Zentralsatz der Statistik)
SeiX1, X2, . . . eine Folge unabḧangiger identisch verteilter Zufallsvariablen mit der Ver-
teilungsfunktionF und bezeichne

Dn(X1, . . . , Xn) = sup
z∈R

|Fn(z; X1, . . . , Xn)− F (z)|

die zuf̈allige Maximalabweichung zwischen empirischer und ”wahrer” Verteilungsfunktion.
Dann gilt

P ( lim
n→∞

Dn(X1, . . . , Xn) = 0) = 1,

Dn(X1, . . . , Xn) konvergiert also mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen 0.

11.8 Testverteilungen und Quantilapproximationen

In der Statistik, insbesondere in der Testtheorie, werden die folgenden Verteilungen benötigt,
die von der Normalverteilung abgeleitet werden:

SeienZ1, . . . , Zn unabḧangige, identischN(0, 1)-verteilte Zufallsgr̈oßen.

χ2
r-Verteilung:

Es sei1 ≤ r ≤ n. Eine ZufallsvariableX heißtχ2
r-verteilt, falls sie die Verteilungsfunktion

besitzt
F (x) = P (Z2

1 + . . . + Z2
r ≤ x), x ∈ R.

tr-Verteilung:

Es sei1 ≤ r ≤ n−1. Eine ZufallsvariableX heißttr-verteilt, falls sie die Verteilungsfunk-
tion besitzt

F (x) = P

(
Zr+1√

(Z2
1 + . . . + Z2

r )/r
≤ x

)
, x ∈ R.

F -Verteilung:
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Es sei1 ≤ r, s ≤ n− 1 mit r + s ≤ n. Eine ZufallsvariableX heißtF -verteilt mit r unds
Freiheitsgraden, falls sie die Verteilungsfunktion besitzt

F (x) = P

(
(Z2

1 + . . . + Z2
r )/r

(Z2
r+1 + . . . + Z2

r+s)/s
≤ x

)
, x ∈ R.

Die Dichten dieser Verteilungen können unter Verwendung der Gamma-Funktion

Γ(x) =

∫ ∞

0

e−t tx−1, x > 0

und der Beta-Funktion

B(α, β) =

∫ 1

0

tα−1(1− t)β−1 dt, α, β > 0

angegeben werden.

Bezeichnungen f̈ur Quantile: Allgemein ist dasp-Quantilxp für eine stetig verteilte Zu-
fallsgröße mit VerteilungsfunktionF gegeben durch

F (xp) = p.

Bezeichnungen:

up p-Quantil derN(0, 1)-Verteilung

tr;p p-Quantil dertr-Verteilung

χr;p p-Quantil derχ2
r-Verteilung

Fr,s;p p-Quantil derFr,s-Verteilung

Für gängige Werte vonp existieren Tabellen für diese Quantile.

11.8.1 Wichtige Anwendungsbeispiele

SeienX1, . . . , Xn unabḧangige, identischN(µ, σ2)-verteilte Zufallsvariable. Bilden wir ihr
arithmetisches Mittel

X̄(n) :=
1

n

n∑
i=1

Xi

und die Stichprobenvarianz

S2
(n) :=

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄(n))
2

dann gilt:
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Satz 11.8.1Es seienX1, . . . , Xn unabḧangige, identischN(µ, σ2)-verteilte Zufallsvaria-
ble. Dann gilt:

• X̄(n) ist N(µ, σ2/n)-verteilt,

• n−1
σ2 S2

(n) ist χ2
n−1-verteilt,

• X̄(n) und S2
(n) sind unabḧangig,

• √n
X̄(n)−µq

S2
(n)

ist tn−1-verteilt.



Kapitel 12

Scḧatzverfahren und
Konfidenzintervalle

12.1 Grundlagen zu Scḧatzverfahren

Für eine Messreihex1, . . . , xn wird im Folgenden angenommen, dass sie durchn gleiche
Zufallsexperimente unabhängig voneinander ermittelt werden. Jeden Messwert sehen wir
als unabḧangige Realisierung einer ZufallsvariableX an. Als mathematisches Modell für
das Entstehen von Messreihen werden im folgenden unabhängige, identisch wieX verteilte
ZufallsvariablenX1, . . . , Xn verwendet. Eine Messreihex1, . . . , xn wird als Realisierung
der ZufallsvariablenX1, . . . , Xn angesehen, wir nehmen also an, dass ein Ereignisω ∈ Ω
existiert mit

x1 = X1(ω), . . . , xn = Xn(ω).

Es wird nun angenommen, dass die VerteilungsfunktionF vonX, die auch die Verteilungs-
funktion der unabḧangigen, identisch verteilten ZufallsvariablenXi, 1 ≤ i ≤ n, ist, einer
durch einen Parameterθ ∈ Θ ⊂ Rk parametrisierten Familie

Fθ, θ ∈ Θ,

von Verteilungsfunktionen angehört. Dieser Parameter oder ein durch ihn bestimmter Zah-
lenwertτ(θ) mit einer Abbildungτ : Θ → R sei unbekannt und soll aufgrund der Messrei-
he n̈aherungsweise geschätzt werden.

Beispiel:X und alleX1, . . . , Xn seien normalverteilt.Fθ mit

θ = (µ, σ2) ∈ Θ = R×]0,∞[

ist dann die Verteilungsfunktion einerN(µ, σ2)-Verteilung. Soll der Erwartungswert geschätzt
werden, so istτ(θ) = µ. Will man die Varianz scḧatzen, dann istτ(θ) = σ2.

116
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Definition 12.1.1 Ein Scḧatzverfahrenoder eineScḧatzfunktionoder kurz einScḧatzerist
eine Abbildung

Tn : Rn → R.

Sie ordnet einer Messreihex1, . . . , xn einenScḧatzwertTn(x1, . . . , xn) für den unbekann-
ten Wertτ(θ) zu.

Die ZufallsvariableTn(X1, . . . , Xn) heißtScḧatzvariable.

Erwartungswert und Varianz der SchätzvariablenTn(X1, . . . , Xn) sowie allerXi hängen
von der VerteilungsfunktionFθ ab, die seiner Berechnung zugrundegelegt wird. Um dies zu
verdeutlichen, schreiben wir

Eθ(Tn(X1, . . . , Xn)), Eθ(X1), . . .

sowie
Varθ(Tn(X1, . . . , Xn)), Varθ(X1), . . .

Außerdem schreiben wir für durchFθ berechnete Wahrscheinlichkeiten

Pθ(a ≤ Tn(X1, . . . , Xn) ≤ b), Pθ(a ≤ X1 ≤ b), . . .

Definition 12.1.2 Ein ScḧatzerTn : Rn → R heißterwartungstreufür τ : Θ → R, falls
gilt

Eθ(Tn(X1, . . . , Xn)) = τ(θ) für alle θ ∈ Θ.

Beispiele:

1. τ sei gegeben durchτ(θ) = Eθ(X) = µ. Das arithmetische Mittel̄X(n) = 1
n
(X1 +

. . . + Xn) ist ein erwartungstreuer Schätzer f̈ur τ(θ). Tats̈achlich gilt

Eθ(X̄(n)) = Eθ(
1

n
(X1 + . . . + Xn)) =

1

n
(Eθ(X1) + . . . + Eθ(Xn)) =

1

n
nµ = µ.

2. τ sei gegeben durchτ(θ) = Varθ(X). Die StichprobenvarianzS2
(n) := 1

n−1

∑n
i=1(Xi−

X̄(n))
2 ist ein erwartungstreuer Schätzer f̈ur τ(θ). Denn es gilt

n∑
i=1

(Xi − X̄(n))
2 =

n∑
i=1

((Xi − µ)− (X̄(n) − µ))2

=
n∑

i=1

((Xi − µ)2 − 2(Xi − µ)(X̄(n) − µ) + (X̄(n) − µ)2)

=
n∑

i=1

(Xi − µ)2 − 2n(X̄(n) − µ)2 + n(̄X(n) − µ)2

=
n∑

i=1

(Xi − µ)2 − n(X̄(n) − µ)2.



S. Ulbrich: Mathematik IV f̈ur Elektrotechnik, Mathematik III f̈ur B.Sc. Informatik 118

Nun gilt Eθ((X̄(n) − µ)2) = Varθ(X̄(n)) = 1
n2 nVarθ(X), also

Eθ

(
n∑

i=1

(Xi − X̄(n))
2

)
=

n∑
i=1

Eθ((Xi − µ)2)− nEθ((X̄(n) − µ)2)

= nVarθ(X)− n
1

n
Varθ(X) = (n− 1)Varθ(X).

Definition 12.1.3 Ein Folge von ScḧatzernT1, T2, . . . heißtkonsistentfür τ , wenn f̈ur alle
ε > 0 und alleθ ∈ Θ gilt

lim
n→∞

Pθ (|Tn(X1, . . . , Xn)− τ(θ)| > ε) = 0.

Es gilt folgender

Satz 12.1.4Ist T1, T2, . . . eine Folge von Scḧatzern, die erwartungstreu für τ sind und gilt

lim
n→∞

Varθ(Tn(X1, . . . , Xn)) = 0 für alle θ ∈ Θ,

dann ist die Folge von Schätzern konsistent für τ .

Beweis: WegenEθ(Tn(X1, . . . , Xn)) = τ(θ) gilt nach der Ungleichung von Tschebyschev

Pθ(|Tn(X1, . . . , Xn)− τ(θ)| > ε) ≤ Varθ(Tn(X1, . . . , Xn))

ε2
→ 0.

2

Beispiel: Es seiX N(µ, σ2)-verteilt, θ = (µ, σ2) ∈ Θ = R×]0,∞[ und τ(θ) = µ. Der
Scḧatzer

Tn(X1, . . . , Xn) = X̄(n) =
1

n
(X1 + . . . + Xn)

ist nach Satz 11.8.1N(µ, σ2/n)-verteilt, also erwartungstreu mit Varianz

Varθ(Tn(X1, . . . , Xn)) = σ2/n → 0 für n →∞.

Daher ist die Scḧatzerfolge nach Satz 12.1.4 auch konsistent.

12.2 Maximum-Likelihood-Schätzer

Bei gegebener VerteilungsklasseFθ, θ ∈ Θ, lassen sich Schätzer f̈ur den Parameterθ oft
mit der Maximum-Likelihood-Methode gewinnen.
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Sind die zugrundeliegenden ZufallsvariablenX1, . . . , Xn stetig verteilt, so ist die Vertei-
lungsfunktionFθ durch eine Dichte

fθ(x), x ∈ R,

bestimmt. Im Fall diskreter ZufallsvariablenX, bzw.X1, . . . , Xn definieren wir

fθ(x) = Pθ(X = x) für allex aus dem WertevorratX vonX.

Definition 12.2.1 Für eine Messreihex1, . . . , xn heißt die FunktionL(·; x1, . . . , xn) mit

L(θ; x1, . . . , xn) = fθ(x1) · fθ(x2) · . . . · fθ(xn)

die zux1, . . . , xn geḧorigeLikelihood-Funktion.

Ein Parameterwert
θ̂ = θ̂(x1, . . . , xn)

mit
L(θ̂; x1, . . . , xn) ≥ L(θ; x1, . . . , xn) für alle θ ∈ Θ

heißtMaximum-Likelihood-Scḧatzwertfür θ. Existiert zu jeder m̈oglichen Messreihex1, . . . , xn

ein Maximum-Likelihood-Schätzwertθ̂(x1, . . . , xn), dann heißt

Tn : Xn → R, Tn(x1, . . . , xn) = θ̂(x1, . . . , xn)

Maximum-Likelihood-Scḧatzer.

Beispiel:Die Zufallsvariablen seien Poisson-verteilt mit Parameterθ > 0, also

fθ(x) =
θx

x!
e−θ, x ∈ N ∪ {0}.

Dies ergibt

L(θ; x1, . . . , xn) =
1

x1! · · · xn!
· θx1+...+xn · e−nθ, xi ∈ N ∪ {0}.

L wird genau dann maximal, wenn die Log-Likelihood-Funktionln(L), also

ln L(θ; x1, . . . , xn) = −nθ − ln(x1! · · · xn!) + (x1 + . . . + xn) ln θ,

maximal wird. Die erste Ableitung dieser Funktion nachθ ist

d ln L

dθ
= −n +

x1 + . . . + xn

θ

mit der eindeutigen Nullstelle

θ̂(x1, . . . , xn) =
1

n
(x1 + . . . + xn).

Da die zweite Ableitung negativ ist, ist̂θ der Maximum-Likelihood-Scḧatzer f̈ur θ und ist
nichts anderes als das arithmetische Mittel.
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12.3 Konfidenzintervalle

Die Situation sei wie beim Schätzen. Es wird eine Messreihex1, . . . , xn beobachtet und
es sollen diesmal Ober- und Unterschranken für den Wertτ(θ) aus der Messreihe ermittelt
werden. Durch ein Paar

U : Rn → R, O : Rn → R

von Scḧatzern mit
U(x1, . . . , xn) ≤ O(x1, . . . , xn)

wird ein ”zufälliges Intervall”

I(X1, . . . , Xn) = [U(X1, . . . , Xn), O(X1, . . . , Xn)]

definiert.

Definition 12.3.1 Sei0 < α < 1. Das zuf̈allige Intervall I(X1, . . . , Xn) heißtKonfidenz-
intervall für τ(θ) zumKonfidenzniveau1− α, falls gilt

Pθ(U(X1, . . . , Xn) ≤ τ(θ) ≤ O(X1, . . . , Xn)) ≥ 1− α für alle θ ∈ Θ.

Das zu einer bestimmten Messreihex1, . . . , xn geḧorige Intervall

I(x1, . . . , xn) = [U(x1, . . . , xn), O(x1, . . . , xn)]

heißtkonkretes Scḧatzintervallfür τ(θ).

Die Forderung stellt sicher, dass mit Wahrscheinlichkeit1−α ein konkretes Scḧatzintervall
den Wertτ(θ) entḧalt.

12.3.1 Konstruktion von Konfidenzintervallen

Wir nehmen an, dassX1, . . . , Xn unabḧangig, identisch normalverteilt sind. Die Vertei-
lungsfunktionFθ ist dann durch den zweidimensionalen Parameterθ = (µ, σ2) bestimmt
durch

Fθ(x) = F(µ,σ2)(x) = Φ

(
x− µ

σ

)
.

Mit den bereits eingeführten Bezeichnungen

X̄(n) :=
1

n

n∑
i=1

Xi, S2
(n) :=

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄(n))
2

erḧalt man folgende Konfidenzintervalle zum Niveau1− α:
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Konfidenzintervall f ür µ bei bekannter Varianz σ2 = σ2
0:

Hier istΘ = {(µ, σ2
0) : µ ∈ R} undτ(θ) = µ. Das Konfidenzintervall f̈ur µ lautet

I(X1, . . . , Xn) =

[
X̄(n) − u1−α/2

σ0√
n

, X̄(n) + u1−α/2
σ0√
n

]
.

mit dem(1− α/2)-Quantilu1−α/2 derN(0, 1)-Verteilung, also

Φ(u1−α/2) = 1− α/2.

Begründung: X̄(n) ist nach Satz 11.8.1N(µ, σ2
0/n)-verteilt. Also gilt:

Yn :=
X̄(n) − µ√

σ2
0/n

ist N(0, 1)-verteilt.

WegenΦ(−u1−α/2) = α/2 gilt

Pθ(−u1−α/2 ≤ Yn ≤ u1−α/2) = 1− α.

Einsetzen und Umformen ergibt

Pθ(−u1−α/2 ≤
X̄(n) − µ

σ0/
√

n
≤ u1−α/2) = Pθ

(
X̄(n) − u1−α/2

σ0√
n
≤ µ ≤ X̄(n) + u1−α/2

σ0√
n

)
= 1−α.

Konfidenzintervall f ür µ bei unbekannter Varianz σ2:

Hier istΘ = {(µ, σ2) : µ ∈ R, σ2 > 0} undτ(θ) = µ. Das Konfidenzintervall f̈ur µ lautet

I(X1, . . . , Xn) =


X̄(n) − tn−1;1−α/2

√
S2

(n)

n
, X̄(n) + tn−1;1−α/2

√
S2

(n)

n




mit dem(1− α/2)-Quantiltn−1;1−α/2 dertn−1-Verteilung.

Begründung: Nach Satz 11.8.1 ist

Yn :=
X̄(n) − µ√

S2
(n)/n

ist tn−1-verteilt.

Eine Rechnung v̈ollig analog wie eben liefert das Konfidenzintervall.
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Konfidenzintervall f ür σ2 bei bekanntem Erwartungswertµ = µ0:

Hier istΘ = {(µ0, σ
2) : σ2 > 0} undτ(θ) = σ2. Das Konfidenzintervall f̈ur σ2 lautet

I(X1, . . . , Xn) =

[∑n
i=1(Xi − µ0)

2

χ2
n;1−α/2

,

∑n
i=1(Xi − µ0)

2

χ2
n;α/2

]
.

Begründung: JedesXi−µ0

σ
ist N(0, 1)-verteilt. Wegen der Unabhängigkeit ist also nach

11.8 1
σ2

∑n
i=1(Xi − µ0)

2 χ2
n-verteilt. Dies ergibt

Pθ

(
χ2

n;α/2 ≤
1

σ2

n∑
i=1

(Xi − µ0)
2 ≤ χ2

n;1−α/2

)
= 1− α

und Auflösen nachσ2 liefert das Konfidenzintervall.

Konfidenzintervall f ür σ2 bei unbekanntem Erwartungswert:

Hier ist Θ = {(µ, σ2) : µ ∈ R, σ2 > 0} und τ(θ) = σ2. Das Konfidenzintervall f̈ur σ2

lautet

I(X1, . . . , Xn) =

[
(n− 1)S2

(n)

χ2
n−1;1−α/2

,
(n− 1)S2

(n)

χ2
n−1;α/2

]
.

Begründung: Nach Satz 11.8.1 istn−1
σ2 S2

(n) χ2
n−1-verteilt. Dies ergibt

Pθ

(
χ2

n−1;α/2 ≤
n− 1

σ2
S2

(n) ≤ χ2
n−1;1−α/2

)
= 1− α

und Auflösen nachσ2 liefert das Konfidenzintervall.



Kapitel 13

Tests bei Normalverteilungsannahmen

13.1 Grundlagen

Beim Testen geht es um die Frage, ob eine Messreihex1, . . . , xn, die als Realisierung von
unabḧangigen, identisch verteilten ZufallsvariablenX1, . . . , Xn angesehen wird, zu einer
bestimmten Annahmëuber die Verteilung derXi passt oder ihr widerspricht. Die zu prüfen-
de Annahme heißtNullhypotheseH0 und das Verfahren, mit dem entschieden wird, ob ein
Widerspruch vorliegt, d.h. ob die NullhypotheseH0 verworfen werden soll, heißtTest.

Seien alsoX1, . . . , Xn unabḧangige, identisch verteilte Zufallsvariablen, so dass eine Messrei-
hex1, . . . , xn als Realisierung vonX1, . . . , Xn aufgefasst werden kann. Dann ist ein Test
durch die Angabe seineskritischen BereichsK ⊂ Rn vollständig beschrieben: Es werde
eine Messreihex1, . . . , xn beobachtet.

Test:

Falls(x1, . . . , xn) ∈ K: LehneH0 ab.
Sonst: LehneH0 nicht ab.

Es gibt zwei wichtige Fehlerm̈oglichkeiten:

Fehler 1. Art: H0 wird abgelehnt, obwohlH0 zutrifft.

Fehler 2. Art: H0 wird nicht abgelehnt, obwohlH0 nicht zutrifft.

Natürlich soll K so geẅahlt werden, dass die Wahrscheinlichkeit für einen Fehler 1. Art
klein ist.

Hierzu wird einTestniveauα vorgegeben und gefordert, dass gilt:

Unter der Nullhypothese giltP ((X1, . . . , Xn) ∈ K) ≤ α.

Im folgenden wird der kritische Bereich mit Hilfe einer zur Nullhypothese passenden Funk-
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tion
T : Rn → R,

der sogenanntenTestgr̈oße, und geeignete kritische Schrankenc bzw.c1 undc2 beschrieben.
Wir betrachten folgende vier M̈oglichkeiten:

Falls sowohl große als auch kleine Werte vonT gegenH0 sprechen:

• K = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : |T (x1, . . . , xn)| > c},
• K = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : T (x1, . . . , xn) < c1 oder T (x1, . . . , xn) > c2}.

Falls nur große bzw. kleine Werte vonT gegenH0 sprechen:

• K = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : T (x1, . . . , xn) > c},
• K = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : T (x1, . . . , xn) < c}.

Tests lassen sich nach dem folgenden allgemeinen Prinzip konstruieren.

Konstruktionsprinzip f ür Test zum Niveauα:

1. Verteilungsannahme formulieren.

2. NullhypotheseH0 formulieren.

3. Testgr̈oßeT wählen und ihre Verteilung unterH0 bestimmen.

4. I ⊂ R so ẅahlen, dass unterH0 gilt P (T (X1, . . . , Xn) ∈ I) ≤ α.

I wird durch die kritischen Schranken festgelegt und ist von der Form

I = R \ [−c, c], I = R \ [c1, c2], I =]c,∞[, oder I =]−∞, c[.

Als Werte f̈ur das Niveauα werden oft0.1, 0.05 und0.01 geẅahlt.

13.2 Wichtige Test bei Normalverteilungsannahme

Wir nehmen nun an, dassX1, . . . , Xn unabḧangig, identischN(µ, σ2)-verteilt sind. Die
wichtigsten Tests verwenden Nullhypothesenüber Erwartungswert und Varianz.

Wir geben die Konstruktion verschiedener Test nach obigem Prinzip an.
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Gauß-Test

1. X1, . . . , Xn unabḧangig, identischN(µ, σ2
0)-verteilt,σ2

0 bekannt.

2. a) H0 : µ = µ0, b) H0 : µ ≤ µ0, c) H0 : µ ≥ µ0

3. Die Testgr̈oße

T (X1, . . . , Xn) =

√
n

σ0

(X̄(n) − µ0)

ist nach Satz 11.8.1N(0, 1)-verteilt, fallsµ = µ0 gilt.

4. Ablehnung, falls

a) |T | > u1−α/2, b) T > u1−α, c) T < uα.

t-Test

1. X1, . . . , Xn unabḧangig, identischN(µ, σ2)-verteilt,σ2 unbekannt.

2. a) H0 : µ = µ0, b) H0 : µ ≤ µ0, c) H0 : µ ≥ µ0

3. Die Testgr̈oße

T (X1, . . . , Xn) =
√

n
X̄(n) − µ0√

S2
(n)

ist nach Satz 11.8.1tn−1-verteilt, fallsµ = µ0 gilt.

4. Ablehnung, falls

a) |T | > tn−1;1−α/2, b) T > tn−1;1−α, c) T < tn−1;α.

χ2-Streuungstest

1. X1, . . . , Xn unabḧangig, identischN(µ, σ2)-verteilt,µ unbekannt.

2. a) H0 : σ2 = σ2
0, b) H0 : σ2 ≤ σ2

0, c) H0 : σ2 ≥ σ2
0

3. Die Testgr̈oße

T (X1, . . . , Xn) =
n− 1

σ2
0

· S2
(n)

ist nach Satz 11.8.1χ2
n−1-verteilt, fallsσ2 = σ2

0 gilt.

4. Ablehnung, falls

a) T < χ2
n−1;α/2 oder T > χ2

n−1;1−α/2, b) T > χ2
n−1;1−α, c) T < χ2

n−1;α.
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