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Kapitel 1

EinfUhrung

Viele Problemstellungen aus den Ingenieur- und Naturwissenschaften lassen sich durch ma-
thematische Modelle beschreiben, in denanfly lineare oder nichtlineare Gleichungssy-
steme, Integrale, Eigenwertprobleme, géwliche oder partielle Differentialgleichungen
auftreten. In nahezu allen praxisrelevantetilén a3t das mathematische Modell keine
analytische bsung zu. Vielmehr muss diedsung durch geeignete Verfahren auf einem
Rechner aherungsweise bestimmt werden. Hierbei ist es wichtig, dass das verwendete
Verfahren robust, genau undoglichst schnell ist. Die Entwicklung derartiger Verfahren

ist Gegenstand der Numerischen Mathematik, einem inzwischen sehr bedeutenden Gebiet
der Angewandten Mathematik. Die Numerische Mathematik entwickelt effiziente rechner-
gestitzte Verfahren zur isung mathematischer Problemstellungen, unter anderem der oben
genannten. Die Vorlesung gibt eine Hihfung in die numerische Behandlung der folgen-

den Problemstellungen

e Lineare Gleichungssysteme

Nichtlineare Gleichungssysteme

Eigenwertprobleme

Interpolation

Numerische Integration

Anfangs- und Randwertproblemérfgewohnliche Differentialgleichungen

Partielle Differentialgleichungen



Kapitel 2

Lineare Gleichungssysteme: Direkte
Methoden

2.1 Problemstellung und Einfihrung

In diesem Kapitel betrachten wir direkte Vlerfahren zisung von linearen Gleichungssy-
stemen.

Lineares GleichungssystemGesucht ist eine dsungx € R™ von

(2.1) Az =b.
mit
(2.2)
ailz Az - Qip by X
a a ce e Qo b T
A= _21 _22 2 eR™, b= _2 eR” = _2 c R™
ap1 Ap2 - Unn bn Tn

Die hier besprochenen direkten Methoden liefern—im Gegensatz zu étar bphandelten
iterativen Methoden—diedsung von (2.1), rundungsfehlerfreie Rechnung vorausgesetzt, in
endlich vielen Rechenschritten. Bekanntlich ist (2.1) die Matrixschreibwérse f

anT1 + apTo + -+ apr, = by, 1=1,...,n.

Lineare Gleichungssysteme treten in der Praxis als Hilfsproblem bei einer Vielzahl von
Problemstellungen auf, z.B. bei dedsung von Rand- und Randanfangswertaufgabien f
gewbhnliche und partielle Differentialgleichungen (Schaltkreissimulation, elektromagne-
tische Felder, ...), in der Bildverarbeitung, usw. . &zlangen besagen, dass etwa 75%
der Rechenzeit im technisch-wissenschaftlichen Bereich aufaiang von linearen Glei-
chungssystemen eatit.
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Wir erinnern zu@dchst an folgenden Sachverhalt.

Proposition 2.1.1 Das lineare Gleichungssystef@.1) hat eine losung genau dann, wenn
gilt
rang(A) = rang(A, b).

Hierbei ist bekanntlichiir eine Matrix B € R™™ der Rang definiert durch

Rand B) = Maximalzahl- der linear unabfngigen Zeilenvektoren
= Maximalzahl- der linear unablngigen Spaltenvektoren

Das lineare Gleichungssystg 1) hat eine eindeutigedsung genau dann, wenhinver-
tierbar ist (oder gleichbedeutendet(A) # 0 ). Die eindeutige bsung lautet dann

x=A"1D.

2.2 Das Gaufdsche Eliminationsverfahren, Dreieckszerle-
gung einer Matrix

Das grundatzliche Vorgehen der Gaul3-Elimination ist aus der Linearen Algebra bekannt.
Wir werden das Verfahren wiederholen, algorithmisch aufbereiten (d.h. in programmierba-
rer Form aufschreiben) und dann matrizentheoretisch analysieren.

Die Grundidee des Gaul3schen Eliminationsverfahrens besteht darin, das Gleichungssystem
(2.1) durch die elementaren Operationen

e Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen,
e Zeilenvertauschungen, d.h. Vertauschen von Gleichungen

e Spaltenvertauschungen, die einer Umnummerierung der Unbekannten entsprechen,

in ein Gleichungssystem der Form

Ry=c, Yo,=x; 1=1,...,n,

mit der durchgeihrten Spaltenpermutatidna-, . . ., 0,,) und einer oberen Dreiecksmatrix
o0 Tin
R =
0 Tnn

zuuiberihren, das dieselberosungen wie (2.1) besitzt. (2.3) ist ein sogenangestaffel-
tes Gleichungssysterdas man leicht durch iRkwartssubstitutiondsen kann, solangg
invertierbar ist. Werden keine Spaltenvertauschungen durgéhgetiann giltz = y.
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2.2.1 Losung gestaffelter Gleichungssysteme

Wir gehen zuachst auf die bsunggestaffelter Gleichungssysteme
(2.3) Rx=c

mit einer oberen Dreiecksmatrix

11 T1n
(2.4) R= : ;
0 Ton
sowie
(2.5) Lx=d
mit einer unteren Dreiecksmatrix

ein. (2.3) und (2.5) sind besonders leicht ésdn:

Satz 2.2.1SeienRk = (r;;) € R*™ und L = (l;;) € R™" invertierbare obere bzw. untere
Dreiecksmatrizen und = (cy,...,¢,)%,d = (di, ..., d,)" Spaltenvektoren. Dann lassen

sich die Losungen voif2.3) bzw.(2.5) folgendermalRen berechnen:

a) Ruckwartssubstitution fir obere Dreieckssystemé2.3):

n
Ci— D imip1 TigTi
T = , t=nn—1,...,1
Tis

b) Vorwartssubstitution fur untere Dreieckssystemeg?2.5).
d; — 22;11 lijfl?j

)
lii

T, = 1=1,2,...,n.

Beweis zu a): DaR invertierbar ist, gilt
det(R) = T117922 """ Tnn 7é 0,

alsor; # 0,7 =1,...,n. Somit ergibt sich

Cn
Ty = —
Tnn
o Cn—1 — 7’nfl,nxn
Tp—1 =

Tnfl,nfl
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und somit induktiv a).
zu b): Wegenlet(L) = ly1log - - - Ly 0 Qilt ;; #£ 0,7 =1,...,n. Somit ergibt sich

S

dy — l2,1$1
XTog = ——

X1

122

und wir erhalten induktiv b).C0

Bemerkung: Der Aufwand fir die Rickwartssubstitution isO(n?) an elementaren Re-
chenoperationen, falls nicht zizlich eine spezielle Besetztheitsstruktur vorliegti(n-
besetztheit, Bandstruktui)l

2.2.2 Das Gauf3sche Eliminationsverfahrens

Wir erklaren nun die Vorgehensweise beim Gauf3schen Eliminationsverfahren. Statt mit den
Gleichungen (2.1) zu arbeiten, ist es bequemer, die Operationen an der um die rechte Seite
erweiterten Koeffizientenmatrix

(Av b) =

durchzufihren.
Beim Gaul3schen Eliminationsverfahren geht man nun wie folgt vor:

Grundkonzept des Gauf3schen Eliminationsverfahrens:

) ol
0. Initialisierung: (AW, p(1V)) = : Pl = (A,b).

O )|

Q1

1. Pivotsuche: Suche eine Gleichung, die vonz; abhangt, also mitaf}l) # 0 und
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vertausche sie mit der ersten Gleichung:

AV g | HORNMONTS
A0 = D [0~ el o)
a - )| o ol oD
~(1 ~(1 7(1
A [
= | P = (AD)
OB OB IO

Ist A invertierbar, dann existiert immer ein solchedda wegen der Invertierbarkeit
von A die erste Spalte nicht verschwinden kann.

2. Elimination: Subtrahiere geeignete Vielfache der ersten Gleichung voriildiegen
Gleichungen derart, dass die Koeffizienten wgnn diesen Gleichungen verschwin-
den. Offensichtlich muss man hierzu jeweils dadache mit

a.
lin = %
agl)
der ersten Gleichung von déten Gleichung subtrahieren:
~(1 ~(1 ~(1 7(1
1L
AV F0)  ~ (4@ ) = gy -+ g, | by
(.) a(.22) aﬁ.ﬁi b7(;2)
~(1 ~(1 7(1
) ol |
B 0
B S (<) N I Xe)
0

3. Iteration: Wende firk = 2,...,n — 1 Schritt 1. und 2. aufA® 5*)) an

1,. Wahle ein Pivotelementg’,? # 0, k < r < n, vertausche Zeilé: und r
~s (Aw),g(m)

2;.. Subtrahiere dak,-fache mit
b
ik =— L
al(ck)
derk-ten Gleichung von derten Gleichung; =k +1,...,n.

~s (A(k+1)’ b(k+1))
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Nachk Eliminationsschritten
(A,b) = (AD pWy = (A®) p2)) — | — (AkHD p+D)

erhalten wir also eine Zwischenmatrix der Form

-1 ~(1 (1) | ;0

ayy cooay | oean) | oY

0 : :

~(k ~(k) | 5k

(A(k—i-l)’ b(k+1)) _ a,(fk,) e a,(m) b,(g )
0

: Alk+1) [;(k+1)

0

Nachn — 1 Eliminationsschritten liegt somit ein gestaffeltes Gleichungssystem (2.3)
Rr=¢, R=A"  ¢=p"

VOor.

Pivotstrategie

Das Elemennﬁ’,?, das in Schritt 1 bestimmt wird, heiBPivotelementTheoretisch kann

man bei der Pivotsuche jede%? # 0 als Pivotelement @hlen. Die Wahl kleiner Pivotele-
mente kann aber zu einer dramatischen \&kstng von Rundungsfehleriitiren. Gewhn-

lich trifft man daher die Wahl von'*) durch

Spaltenpivotsuche: Wahlek < r < n mit [al)| = max [a{}].
rk k<i<n ik

Hierbei sollten die Zeilen vorl "equilibriert” sein, also ihre Normen dieselbe §&enord-
nung haben.

2.2.3 Praktische Implementierung des Gaul3-Verfahrens

Bei der Realisierung auf einem Rechner speichert man in der Regel auch die verwende-
ten Multiplikatorenl;,. Wir werden sehen, dass dann das Gaul3sche Eliminationsverfahren
"gratis” eine Dreieckszerlegung odéRR-Zerlegung vorA der Form

(2.6) LR = PA
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liefert. Hierbei istkR € R™" die obere Dreiecksmatrix (2.4) aus (2.8)c R™" eine untere
Dreiecksmatrix der Form

1 0
l21 1

(2.7) L= lsn Il 1 ,
lnl e ln,nfl 1

und P einePermutationsmatrixdie lediglich die Zeilen vom permutiert.

Wir erhalten die folgende Implementierung des Gaul3-Verfahrens mit Spaltenpivotsuche:

Algorithmus 1 Gaul3sches Eliminationsverfahren mit Spaltenpivotsuche
Setzg AW v(M) = (A, b) und L) = 0 € R™™.

Furk=1,2,...,n—1:
1. Spaltenpivotsuche:Bestimme: < r < n mit

(k) _ (k)
|ay,| = Igfglmik -
Falls o'*) = 0: STOP,A ist singukr.
Vertausche die Zeilenundk von (A® 5*)) und vonL*). Das Ergebnis sei formal
mit (A®) b)), L¥) bezeichnet.
(k)

2. Elimination: Subtrahiereiir : = k + 1,...,n dasl;,-fache,l;, = % der k-ten
kK

Zeile von(A™® p*)) von deri-ten Zeile undiige die Multiplikatorerl;;, in L) ein.
Das Ergebnis sei formal mitd+1)_ p(=+1)) und L*+1) pezeichnet.

Im Detail: Initialisiere (A®+1D p+1)) .= (AR p*)y - [E+) .= LK),
Far:=k+1,...,n;

o=
Qg
A CRC)
aEZH) =0,
15+ = 1, (Multiplikator speichern).

Farj=k+1,...,n:
/ (k1) _ o) _ g =(b)
Qij -~ = Qi likOyy

Ergebnis: R := A™, ¢ := b, L := I + L™ mit der Einheitsmatri¥ € R"".
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Bei elner Implementierung auf dem Rechner kann nigurdie Spelcherung allet®) | p(*),
A® b*) die Felder verwenden, in dengrundb gespeichert waret.®*) kann man anstelle
der enstehenden Nullen im strikten unteren Dreieck platzsparend speichern.

Bemerkung: Der Rechenaufwand ist’ /3 — n/3 an elementaren Rechenoperationen, falls
nicht zu@tzlich eine spezielle Besetztheitsstruktur vorliégt.

Matrixdarstellung der Eliminationsschritte

Formal BRt sich detUbergang(A® b*)) — (A®) p*)) — (AE+D p(¢+1)) durch Multi-
plikation mit Matrizen darstellen. Taishlich gilt

mit derelementaren Permutationsmatfmertausche Zeilé undr der Einheitsmatrix)

1
1
k — 0 1
1
(2.8) P, =
1
r— 1 0
1
und derelementaren Eliminationsmatrix
1 0
(2.9) L= 1
' g ~lpy1 e 1
0 .
—lk 0 1
Man prift leicht, dassP,, L, invertierbar sind mit
1 0
(2.10) plop, L= 1
' K b k I 1
0 .
Lok 0 1
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Also ist A&tD = 1, P. A®) wieder invertierbar und der Eliminationsschritt liefert, wie wir
uns schoruberlegt haben, die Struktur

7”11 DEREEY le DEREY rln
0
(k+1) _ Tkk s Tkn
(2.11) A ;
: A(kJrl)
0

Beispiel 2.2.1 Betrachte das Beispiel

1 2 -1 2
2 =2 4 |lzxz= 10
2 1 -2 -2
Dies liefert
1 2 -1 2 2 =2 41 10
2 =2 41 10 — 1 2 -1 2
2 1 -2 =2 2 1 -2 =2

1 ,
—(5)-Zelle1 2 =2 4] 10

— = 0 3 -3| -3
=l21 . _
—( 1 )-Zeilel 0 3 —6]-12
~
=l31
2 =2 4110
— . 0 3 —-3|-3
-~ _zeile2 \ 4 _3|_g

Vollstandige Pivotsuche

Anstelle der Spaltenpivotsuche kann man auolistandige Pivotsucheurchiihren, bei
der man die Pivotsuche nicht auf die erste Spalte bas&hrSchritt 1 in Algorithmus 1 ist
dann wie folgt zu modifizieren:

Algorithmus 2 Gaul3sches Eliminationsverfahren mit vollséndiger PivotsucheAlgo-
rithmus 1 mit folgender Modifikation von Schritt 1:

1.” Vollstandige PivotsucheBestimmeé: < r < n, k < s < n mit

()| — (k)
lays’| = max la;;7].
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Falls o!¥) = 0: STOP,A ist singuér.

Vertausche die Zeilenundk sowie die Spalterundk von(A®, 5(*)) und vonL®.
Das Ergebnis sei formal mitA® (), L(*) bezeichnet.

Achtung: Bei jeder Spaltenvertauschungissen die Komponenten vanentsprechend
umnumeriert werden, d.h. nacldgen von (2.3) iassen die Komponenten des Ergebnis-
vektorsz zurickgetauscht werden. Jeder Eliminationsschritt lautet in Matrixschreibweise

(ARD p8D) = L, P (AP Qy, b))

mit einer zuatzlichen elementaren Permutationsmatiixdie Spaltenvertauschung.

In der Regel wird vollsindige Pivotsuche nur bei "fast singuén” Matrizen angewandt,
um den Rundungsfehlerinfluf minimal zu halten.

Wir wollen nun folgendes zeigen.
Satz 2.2.2Es seiA € R™" nichtsinguér. Dann gilt:

i) Das Gaul3sche Eliminationsverfahren mit Spaltenpivotsuche aus Algorithmus 1 ist
durchiuhrbar und liefert eine obere Dreiecksmatrixund eine rechte Seitg so dass
Rx = cund Az = b dieselbe bBsung besitzen.

i) Das Gauf3sche Eliminationsverfahren mit vaistliger Pivotsuche aus Algorithmus
2 ist ebenfalls durclithrbar. Bezeichne® = Q, - - - Q,,_; die durchgeifihrte Spalten-
permutation, dann habeRy = ¢ und Az = b mitz = Qy dieselbe Bsung.

Beweis Wir betrachten nur Algorithmus 1, der Fall volisidiger Pivotsuche ist dann
offensichtlich. Wir zeigen durch vollghdige Induktion, dassif £ = 0,...,n — 1 die
Matrizen A%*+1) jeweils nichtsinguir von der Form sind

i o T | T'1in
0
(k+1) _ Tkk | " Tkn
(2.11) A 0
LAY
0

und dassA* Yz = p(k+1) dieselbe Bsung hat wiedz = b.

Fur & = 0 ist das wegem = A undb® = b klar. Sei nun bereits bekannt, dass die
Behauptungiir £ — 1 richtig ist. Nun liefert (2.11)

0 7& det(A(k)) =T Tek-1k-1 det(fl(k))
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und somit ist aucki®) invertierbar. Daher ist die Spaltenpivotsuche erfolgreich. Der Elimi-
nationsschrittaRt sich schreiben al$*+?) = 1, P, A® p+1) = [, P.b* und liefert nach
unseren Vdiberlegungen die Form (2.11). Da P, invertierbar ist, bleibt die btsungsmen-

ge unveandert. O

2.2.4 Gewinnung einer Dreieckszerlegung

Wir zeigen nun, dass dann das Gauf3sche Eliminationsverfahren eine Dreieckszerlegung
oder L R-Zerlegung vonA der Form

(2.6) LR = PAQ

liefert. Hierbei istR € R™" die obere Dreiecksmatrix (2.4) aus (2.B)¢ R™" eine untere
Dreiecksmatrix der Form

1 0
l21 1

(2.7) L= lan lp 1 ,
an e ln,nfl 1

und P, ) sind Permutationsmatrizefir die durchgdihrten Zeilen- bzw. Spaltenvertau-
schungen@ = I bei Spaltenpivotsuche).

Bemerkung: Eine Dreieckszerlegung (2.6) ist sehitzlich, wenn man (2.1)ir mehrere
rechte Seitendsen will. Tat&chlich gilt

Ar=b <= PAQy=Pb, x=Qy <= L Ry =Pb, x=0Qy.
7
Man erfalt nunz durch folgende Schritte:
Vorw arts-Rickwartssubstitution fr Dreieckszerlegung:
LoseLz = Pbnachz durch Vorwartssubstitution geafd Satz 2.2.1.

LOseRy = z nachy durch Rickwartssubstitution ge&éf? Satz 2.2.1.
Losung:z = Qy.

Liegt also die Dreieckszerlegung vor, dann kann (2it)éde rechte Seite i®(n?) Ope-
rationen berechnet werden.

Wir haben bereits festgestellt, dass jeder Schritt des Gauf3schen Eliminationsverfahrens mit
Spaltenpivotsuche (Algorithmus 1) geschrieben werden kann als

(AFD D) = L P(A®), p0)
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mit der Permutationsmatri®¥, aus (2.8) und der elementaren Eliminationsmalrjxaus
(2.9). Ist nunA € R™" nichtsinguér dann gilt nach Durclihrung des Gaul3schen Algo-
rithmus

R=A" =1L, P, ---LPA.

Multiplikation mit
(Ly_yPy_y---LyP) =P 'Lyt PO LTY

ergibt wegen?, ' = P,
A=PL{'-- P, LY R

Sind im Eliminationsverfahren keine Zeilenvertauschungiigndann erhalten wir
A=L'- L' R=LR.

und man rechnet mit (2.10) leicht nach, dass gilt

1 0
lhy 1

L:Ll_lL;ilz l31 l32 1 :]+L(n)
lnl e ln,nfl 1

Mit den vom Gaul3-Verfahren gelieferten Matrizérund R gilt also ohne Pivotsuche
A=LR.

Allgemein gilt der folgende Satz.
Satz 2.2.3Es seiA € R™" nichtsinguér. Dann gilt:

i) Das Gaul3sche Eliminationsverfahren aus Algorithmus 1 liefert eine untere Dreiecks-
matrix L der Form(2.7) und eine obere Dreiecksmatrix mit

LR = PA.

HierbeiistP = P,_; - - - P, eine Permutationsmatrix, wobei jeweis die Permuta-
tionsmatrix fir die Zeilenvertauschung idten Schritt ist.

i) Algorithmus 2 liefert eine Dreieckszerlegung
LR = PAQ

Hierbei ist P wie eben und) = @, - - - ,,_1, wobei jeweils),. die Permutationsma-
trix fur die Spaltenvertauschung ikaten Schritt ist.
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Beweis Finden keine Zeilenvertauschungen statt, dann haben wir die Behauptung bereits

gezeigt.

FUr Interessierte: Der allgemeine Fall ist etwas technisch. Sefze= L' — I. Man piuft
leicht die Qultigkeit der Formel

Li'Pi = B(PCy+ 1), i>Fk
Dies ergibt
PlLfl"'Pn—lLT_Lil - Pl"'Pn—l(Pn—l"'P2CI —i—])”-(Pn_lCn_Q—i-I)L;El = P_IL,

wobei die Faktoren )
Ly=Po 1+ PO+ 1

ausL; ' durch Permutation der Eiritgel,;, entstehen, die sich aus den nachfolgenden Pivot-
schritten ergeben. Dieselben Eigel;, werden vom GauR-Verfahren fif*+! eingetragen
und bis zum Ergebnig(™ genauso vertauscht.

Algorithmus 2 ist nichts anderes als Algorithmus 1 angewendetguf O

Es gibt einige wichtige Teilklassen von Matrizen, bei denen auf die Pivotsuche verzichtet
werden kann:

Matrizenklassen, die keine Pivotsuche erfordern
o A = AT ist symmetrisch posititv definit, also
vTAr >0 VaeR"\{0}.

Wir gehen hierauf noch ein.

e A ist strikt diagonaldominant, d.h.

n

|aii’>Z|aij|7 i:17...,n,
j=1
i#i
sieheUbung.

e A ist M-Matrix, d.h. es gilt

(077 >0, z'zl,...,n,
ai; < 0, i #
D YA — D), D=diag(ay,...,a,,) hatlauter Eigenwerte vom Betrag1.
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Nach Satz 2.2.3 gibt esif eine invertierbare Matrixd immer eine Permutationsmatrix,
so dass eine Dreieckszerlegung
LR =PA

mit L, R der Form (2.7), (2.4) existiert. Tatshlich sindL, R eindeutig bestimmt:

Satz 2.2.4Sei A € R™" invertierbar und seilP € R™" eine Permutationsmatrix, so dass
eine Dreieckszerlegun@.6) mit L, R der Form(2.7), (2.4) existiert. Dann sindL und R
eindeutig bestimmt.

Beweis Fur Interessierte: Die Beziehung.RR = B liefert die folgendem? Gleichungen
fur dien? unbekannten Einfge inL und R

min(z,5)

bij = Z Lkrk;, (Li=1).
k=1

Hieraus lassen sichy, undr;; zum Beispiel in folgender Reihenfolge berechnen:

1
|3 ]
5

2.2.5 Das Cholesky-Verfahren

Fur allgemeine invertierbare Matrizen kann das Gaul3-Verfahren ohne Pivotsuche zusam-
menbrechen und wir werden sehen, dass auch ausden der numerischen Stalalieine
Pivotsuche ratsam istiiF die wichtige Klasse der positiv definiten Matrizen ist jedoch das
Gaul3-Verfahren immer ohne Pivotsuche numerisch stabil diindbér.

Definition 2.2.5 Eine reelle MatrixA € R™" heil3t positiv definit, falls gilt
A=AT 2TAz >0 VzeR"\ {0}
und positiv semi-definit, falls gilt
A=A, 2TAz >0 VaeR"™
Allgemeiner heil3t eine komplexe Matrxe C™" positiv definit, falls gilt

A=A" 2HAz>0 VYzeCm\ {0}
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und positiv semi-definit, falls gilt

A=A" HAx>0 VzeC™

Positiv definite Matrizen treten sehr oft in Anwendungen auf, etwa bei der numerischen
Losung von elliptischen (z.B. Laplace-Gleichung) und parabolischen (zaBrnéleitungs-
gleichung) partiellen Differentialgleichungen.

Satz 2.2.6 Fur eine positiv definite Matrix4 existiert A=! und ist wieder positiv definit.
Zudem gilt: Alle Eigenwerte sind positiv, alle Hauptuntermatrizen = (a;;)x<i j<i, 1 <
k <1 < n sind wieder positiv definit und alle Hauptminoréet(Ay,;) sind positiv.

Beweis ElementardJbung aus der linearen Algebra. Siehe z.B. Stoer [StoH4].

Eine effiziente Variante des Gaul3schen Verfahréan&feichungssysteme mit positiv defi-
niter Matrix wurde von Cholesky angegeben. Das Cholesky-Verfahren beruht auf der fol-
genden Beobachtung

Satz 2.2.7Es seiA € R™" positiv definit. Dann gibt es genau eine untere Dreieckmdirix
mit positiven Diagonaleintigenl;; > 0, so dass

LLT = A (Cholesky-Zerlegung)
Ferner besitztA eine eindeutige Dreieckszerlegung
LR = A,

wobeiL = LD~ ', R = DL mit D = diag (l11,...,l.). Sie wird vom GauR-Verfahren
ohne Pivotsuche geliefert wird.

Der Beweis kann durch vol@hdige Induktion nach erfolgen, wir wollen ihn aber nicht
austihren.

Die Cholesky-Zerlegung L™ = A berechnet man durch Adfien de”>"!) Gleichungen
(aus Symmetriegmden muss nur das untere Dreieck mit Diagonale betrachtet werden)

J
2.12 a;; =Y lly, forj<i, i=1,... n
( j j J

k=1

Man kann hieraus die Elemente varspaltenweise in der Reihenfolge

llla--'7lnlal227-"aln27-"alnn
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berechnen. & die erste Spalte voh (setzej = 1) ergibt sich

2
[ lll? aISO 111 = £/ a11
an = lil1,also I = a1 /lis.

Sukzessives Aufisen nacli;;, ¢ = j, ..., n liefert den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 3 Cholesky-Verfahren zur Berechnung der ZerlegungLL? = A
Farj=1,...,n

Fari=75+1,...,n:

I S i il
iJ I

Ji
Bemerkung: Das Cholesky-Verfahren hat einige scie Eigenschaften:
e Dadas Cholesky-Verfahren die Symmetrie ausnutzthbgies neben Quadratwur-

zeln nur noch cas® /6 Operationen. Dies ist etwa diedte der beim GauR-Verfahren
berbtigten Operationen.

e Aus (2.12) folgt
|lij’§\/aii> jSZ, Z:L,?’L
Die Elemente der Matrix. konnen daher nicht zu grol3 werden. Dies ist ein wesent-
licher Grund @ir die numerische Stabiéit des Cholesky-Verfahrens.

e Das Cholesky-Verfahren ist die effizienteste allgemeine Testmethode auf positive De-
finitheit. Man muss hierbei Algorithmus 3 nur wie folgt erweitern:

j—1
a=a;—Y I Falls a < 0: STOP,A nicht positiv definit.
k=1

Sonst setzé;; = /a.

2.3 Fehlerabscltzungen und Rundungsfehlereinflufl3

Bei der Beschreibung der direkten Verfahren zasung von Gleichungssystemen sind

wir bisher davon ausgegangen, dass alle Ausgangsdaten exakt vorliegen und die Rechnung
ohne Rundungsfehler durchgéft wird. Dies ist jedoch unrealistisch, denn insbesondere

bei groRen Systemerbknen Rundungsfehler die Rechnung erheblich beeinflussen.
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2.3.1 Fehlerabschtzungen fir gestorte Gleichungssysteme

Wir studieren zuachst, wie stark sich diedsung eines linearen Gleichungssystems bei
Storung von Matrix und rechter Seigndert. Vorgelegt sei ein lineares Gleichungssystem

und ein gedirtes System

mit AA und Ab "klein”.
Frage: Wie klein istz — 27

Diese Fragestellung ist vond@pster praktischer Bedeutung. Es stellt sich heraus, dass die
sogenannte Kondition einer Matrix dieserd®&tinfluss beschreibt.

Zur Messung vorx — Z, Ab und A A berdtigen wir einen "langenbegriff” fir Vektoren
und Matrizen.

Definition 2.3.1 Eine VektornormaufR" ist eine Abbildung: € R™ — ||z|| € [0, co[ mit
folgenden Eigenschaften:

a) [|z|| = 0 nur fur z = 0.
b) ||azx| = |a|||z| furalle « € R und allez € R".

c) ||z +y| < |lz|| + ||ly| furalle z,y € R* (Dreiecksungleichung).

Nun sollen auchMatrix-Normeneingefihrt werden. Sei hierzl} - || eine beliebige Norm
aufR™. Dann lonnen wir aufR™" eine zugelirige Matrix-Norm definieren durch

A
(2.13) JAl == sup | Az]| = sup 1271
2] =1 220 |||

fur A € R™". Sie heif3t die durch digektornorm|| - || indizierte Matrix-Norm

Sie hat wiederum die Eigenschaften

Al = 0 nurfar A = 0.
|oA|| = |e| ||A|| fur allec € R und alleA € R™™.

|A+ Bl <|A] + || B] furalleA, B € R™™ (Dreiecksungleichung).

Zusatzlich sichert (2.13) dieirtzlichen Ungleichungen
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|Az|| < ||All||lx|| fur allex € R™ und alleA € R™™ (Vertraglichkeitsbedingung)
|AB|| < ||A|l||B]| fur alle A, B € R™" (Submultiplikativit).

Beispiele:

|z]l, = VaTz induziert || All, = v/ Anaz (AT A)

n

n
[, =) |z;| induziert [|A], = ]gaxnz la;;|  (Spaltensummennorm)

=1 i=1
n

|z||,, = max |z;| induziert ||A]|_ = max E la;;]  (Zeilensummennorm)
i=1,...,n i=1,...,n & 7
J:

Wir sind nun in der Lage, die bereits gitnte Kondition einer Matrix einzuhren.

Definition 2.3.2 SeiA € R™" invertierbar und sej| - || eine induzierte Matrixnorm. Dann
heil3t die Zahl
cond A) = ||| A~

die Konditionvon A bediglich der Matrixnorm.
Man kann nun folgendes zeigen.

Satz 2.3.3(Storeinfluss von Matrix und rechter Seite)
SeiA € R™" invertierbar,b, Ab € R", b # 0 und AA € R™" mit [|[AA] < 1/[|A7Y
mit einer beliebigen durch eine Norfn || auf R” induzierten Matrixnorni| - ||. Ist = die
Losung von

Axr =b

undz die Losung von
(A+ AA)Z =b+ Ab,

dann gilt

|17 — =l _ cond 4) <HAA|| N IIAbH)
[zl = 1 —cond A)[[AA[/IIAL N\ [[Al - [le]

Beweis Wir betrachten der Einfachheit halber nur den Zall = 0. Dann liefert Sub-
traktion der gesirten und ungesétten Gleichung

A(Z — ) = Ab,

also
|2 — x| = [|A~ Ab|| < [|A7H]]|Ab|.
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Wegen|[b]| = [[Ax[| < [[A]f[|l=]| folgt 1/][z[| < [[A]|/[|b]| und somit

B Ab
< Al 1||%.

12 — ]
]

O

Die Kondition bestimmt also die Sensitigitbeziglich Sbrungen von Matrix und rechter
Seite.

2.3.2 Rundungsfehlereinflul3 beim Gaul3-Verfahren

Auf einem Rechner wird eine Zakl 0 nach IEEE-Standard dargestellt in der Form
+la1 00 ... -2 o €{0,1},0€ {b_,... b},

z.B. bei der heutéblichen doppelten Genauigkeit
t = 53 (ca. 15 Dezimalstellen))_ = —1022, b, = 1024.

Alle elementaren Rechenoperationen sind nach IEEE-Standard so zu implementieren, dass
das Ergebnis der Operation das gerundete exakte Ergebnis ist, ausser bei Expdbenten-
oder Unterlauf. Bezeichnen wir mit,, —,, usw. die Rechenoperationen auf einem Rech-
ner, dann gilt also z.B.
T +qy =rdz +y).
Hierbei rundet rd zur &chstgelegenen Gleitpunktzahl. Es diit tlen relativen Fehler
—rd . L

w <27'=:eps eps: Maschinengenauigkeit.

T

Somit gilt bei jeder Rechenoperatiop € {+,, —4, %4, /4}

T o,y = (xoy)(1+4¢), |e] <eps

Rundungsfehleranalyse fir das Gaul3-Verfahren

Durch eine elementare aber aufwendige Alddzang der beim Gaul3-Verfahren auftreten-
den Rundungsfehlervegskung erialt man folgendes Resultat.

Satz 2.3.4SeiA € R™" invertierbar. Wendet man das Gaul3-Verfahren auf einem Rechner
mit Maschinengenauigkeit eps mit einer Pivot-Technik an,|idie < 1 sicherstellt (z.B.
Spaltenpivotsuche oder totale Pivotsuche), dann errechnet/ma&mit

eps
1—eps

LR=PAQ+F, |fy|<2ja
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Hierbei sindP, ) die aus der Pivotsuche resultierenden Permutationen und

(h))
g 1

(2.14) a= ml?xdk, ar = max |a
/L?J

Berechnet man mit Hilfe voh, R durch Vorvarts- und Rickwartssubstitution eine &he-
rungsbsungz von Az = b, dann existiert eine Matri¥, mit

2(n+1)eps, - - 2(n+1)eps _
Ant Deps, ;) pny < Hnt Deps

A+E)x=b L <
(A+E)z=b, ley| < 1 — neps 1 — neps

Hierbei bezeichnetL| = (|1;;]), |R| = (|74])-

Beweis Siehe Stoer [St94]0

Bemerkung: Mit Satz 2.3.3 kann man nun auch den relativen Fehler @rekunggisung
7 absclatzen.O

EinfluR der Pivot-Strategie

Die Grol3e vora in (2.14) angt von der Pivotstrategie ab. Man kann folgendes zeigen:

e Spaltenpivotsuche:a, < 2* max; ; |a;;|.

Diese Schranke kann erreicht werden, ist aber in der Regel viel zu pessimistisch. In
der Praxis tritt fast immeg;, < 10 max; ; |a;;| auf.

e Spaltenpivotsuche bei Tridiagonalmatrizen:a;, < 2max; ; |a;]|.

e \olistandige Pivotsuchen;, < f(k) max;; |a;;|, f(k) = k/2(213Y/2. .. g/ (:=1))1/2,

f(n) wachst recht langsam. Es ist bislang kein Beispielapit- (k + 1) max; ; |a;;|
entdeckt worden.



Kapitel 3

Lineare Gleichungssysteme: Iterative
Verfahren

Wir hatten in Kapitel 2 direkte Verfahren zurdkung eines linearen Gleichungssystems
betrachtet. In mancheraffen sind jedoch iterative Verfahren vorzuziehen. Dies trifft inbe-
sondere auf gewisse sehr grol3e Gleichungssystemaimitlaesetzter Koeffizientenmatrix

zu (d.h. der Anteil der Nichtnullen in der Koeffizientenmatrix ist klein). Die Anwendung
direkter Verfahreniihrt dann meist zu viel wenigeiidn besetzten Faktoren in der Drei-
eckszerlegung. Durch geeignete Datenstrukturen kann hingégém einem Rechenauf-
wandO(Zahl der Nichtnullen berechnet werden. Dies macht iterative Verfahren attraktiv,
die im Wesentlichen nur Produkiéy berbtigen. Grol3e dnn besetzte Matrizen treten z.B.

bei der Diskretisierung von Randwert- und Anfangsrandwertproblemen partieller Differen-
tialgleichungen auf. In diesem Fall ist die Koeffizientenmatrix oft symmetrisch und positiv
definit oder eine M-Matrix. Wir werden sehen, dass sich solche Systeme sehr effizient durch
iterative Verfahrendsen lassen, solange man keine zu hohe Anforderung an die Genauig-
keit der Losung stellt. Dies ist aber oft der Fall, da das Gleichungssystem selbst nur eine
Approximation der ta@chlichen Bsung eines Randwertproblems etc. liefert und nur mit
einer der Approximationsge vergleichbaren Genauigkeit gst werden muss.

3.1 Konstruktion von lterationsverfahren

3.1.1 Einfihrung

Wir betrachten wieder das reelle lineare Gleichungssystem

(3.1) Az =b

23



S. Ulbrich: Mathematik IV @ir Elektrotechnik, Mathematik Illifr B.Sc. Informatik 24

mit A € R™»", b € R™. Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dagssnvertierbar ist. Dann
hat (3.1) die eindeutigedsung
7= A"1b.

Zur Losung von (3.1) betrachten wir Iterationsverfahren der Form
c* D) = p(z®)), k=0,1,...

mit einem Startpunkt(® € R”. FiIr eine beliebige nichtsingaite Matrix B € R™" ertalt
man solche Iterationsvorschriften aus der Gleichung

Br+(A—B)x=0b, also Bx=(B—-A)x+1b
indem man setzt
(3.2) Bz*Y = (B — A)z® 4+,
Auflosen nachk*+1) ergibt dann
(3.3) g® ) = 2™ _ B (Az®™ —b) = (I — B7'A)2® + B~1p =: & (2 ).
Offensichtlich ist die Ibsungz von (3.1) der einzige Fixpunkt von (3.3), es gilt also
(3.4) v=(I—-B'A)z+B "

genau @ir = z. Die Differenz von (3.3) und (3.4) zeigt, dass der Fehléf = 2*) — z
die Iterationsvorschrift eiilt

rHD — (1 — B7LA)r®).
Insbesondere folgiii jede Vektornorm| - || mit induzierter Matrixnorm| - ||
(3.5) Ir D < 17 = BTA|[[Ir ]

Jede Wahl einer invertierbaren Matixfuhrt auf ein nbgliches Iterationsverfahren (3.3).
Es wird umso brauchbarer sein, je besser es die folgenden Eigenschditin erf

a) Die Gleichung (3.2) ist leicht nacH**") auflosbar.
b) Fur eine induzierte Matrixnorm sollt¢/ — B~' A|| kleiner 1 und nibglichst klein
sein.
Forderung a)df3t sich sicherstellen, weris z.B. eine Diagonal- oder Dreiecksmatrix ist.
b) wird umso besser dilit sein, je genaueB und A Ubereinstimmen.

Bevor wir die Konvergenztheorie eines Iterationsverfahrens (3.3) untersuchen, geben wir
noch einige wichtige Verfahren an.



S. Ulbrich: Mathematik IV {@ir Elektrotechnik, Mathematik Illifr B.Sc. Informatik 25

3.1.2 Wichtige Iterationsverfahren

Zur einfachen Beschreibung von Iterationsverfahren verwenden wir folgende Standardzer-
legung vonA

A=D—-L-U
mit
aiy 0 0 0
D= , L=—| ™ ,
0 Qpn Ap1 *° Anpn—1 0
0 am A1n
U=-—
: Ap—1,n

Wir gehen im Folgenden davon aus, dasgwertierbar ist (also alle Diagonaleiatye von
A nicht verschwinden). Dies ist z.B. bei positiv definiten oder strikt diagonaldominanten
Matrizen sowie iir M-Matrizen der Fall.

Jacobi-Verfahren

Beim GesamtschrittverfahrenderJacobi-Verfahrerverwendet man
B:=D.

Man erfalt also mit (3.2) die Iterationsvorschrift

(3.6) D) = (L + U)z® +b.

Komponentenweise ergibt sich somit

n

(1) _ 1 () . _
€, —a—“ bi—Zaijxj s 7/—1,...,7’1,, k—O,l,
7j=1
J#i
Bemerkung: Die Komponenter:rg“l) kdnnen unabangig voneinander berechnet werden.
Das Jacobi-Verfahren (3.6&t sich also effizent auf einem Parallelrechner implementie-
ren.0
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Gaul3-Seidel-Verfahren

Beim Gaul’-SeideloderEinzelschrittverfahremvahlt man tir B das untere Dreieck voA
mit Diagonale, also
B=D-L.

Man erfalt so fr (3.2) die Iteration
(D — L)z®+Y = Uz® 4+,
Um D — L nicht invertieren zu riassen, rechnet man mit der bequemeren Form
g* ) = DY La* ) 4 Uz®) 4 p)
und komponentenweise

1
x§k+1>:;<bi_zw 2 =3 aya ) i=1,...,n, k=01,....

J<i 7>

SOR-Verfahren

Beim SOR-Verfahren (successive overrelaxatimahlt man

1
B=—(D—-wlL), 0<w<2.
w

Nach Multiplikation mitw erhalt man die Vorschrift
(D —wL)z®™*) = (1 = w)D + wl)z® + wb
mit 0 < w < 2. Hieraus ergibt sich
g* ) = (1 —w)a® 4 wD Y (La® V) + Uz® 1),
also komponentenweise

(k+1) _ (k) 1 (k) (k+1)
x; —(1— ) +wa—” (bi—Zaijxj —Z(IZ] J >

j>1 1<

= (1 —w)a® + wal D i=1,...,n, k=0,1,....

1,Einzelschritt
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3.2 Konvergenzresultate dir Iterationsverfahren

Wir betrachten Iterationsverfahren der Form (3.3). Wir ddegen zurchst die folgende
Definition.

Definition 3.2.1 Das Verfahren(3.3) heiRtkonvergent falls es @ir jeden Startpunk:(®
eine Folge(x™*)) erzeugt mitim;_.., *) = z mit der eindeutigen &sungz von(3.1).

Um die Konvergenzeigenschaften des Verfahrens (3.3) zu untersuchen, ist der Spektralra-
dius der Iterationsmatrix — B~! A entscheidend.

Definition 3.2.2 SeiA € R™" beliebig mit Eigenwerten;(A) € C,i = 1,...,n (mitihren
Vielfachheiten ge#lt). Dann ist defSpektralradiug(A) der Matrix A definiert durch

p(A) = max [A;(A)].

1<i<n
Es gilt folgender Satz.

Satz 3.2.3 i) Das Verfahren3.3)ist genau dann konvergent, wenn gilt
p(I —B'A) < 1.
i) Das Verfahren(3.3) ist insbesondere konvergent, wenn mit einer induzierten Ma-

trixnorm || - || gilt
|11 — B Al < 1.

Fur einen Teil des Beweises hitigen wir das folgende wichtige Resultat.
Satz 3.2.4Es seiA € R™" beliebig. Dann gilt:

i) Furjedess > 0 existiert eine Vektornorm, so dass mit der induzierten Matrix-Norm

|- [I gilt
[A]l < p(A) +e.

ii) Furjede von einer Vektornorm induzierte Matrix-Nofim|| gilt

p(A) < [|A]-

Beweis zui): Siehe z.B. Stoer und Bulirsch [SB90] odairfig und Spellucci [TS88].

zu ii): A hat einen Eigenwent mit |\| = p(A). Istv ein zugeldriger Eigenvektor, dann gilt

JA] = max || Az]| > HAL ] _ HAL
Tl = 1Mol

llz]|=1

=
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O
Beweis (von Satz 3.2.3) Wir setzefd = [ — B~ A.

zu i): "Konvergenz=> p(G) < 1": Es existiert ein Eigenwerk von G mit |\| = p(G). Sei
v ein zugeldriger Eigenvektor, also # 0 mit

Gv = .
Mit dem Startpunkt:(®) = z + v gilt dann fir den Fehler®) = z*) — 7
0=y, ¢l =Gr® = Gktly = Ny,

7

Da das Verfahren konvergent ist, dilin;_... 7*) = 0. Dies erfordertim;_.., \* = 0, also
Al < 1.

"p(G) < 1 = Konvergenz”: Wir findere > 0 mit i := p(G) + ¢ < 1. Nach Satz 3.2.4,
i) existiert eine induzierte Matrixnorm- || mit |G|| < p(G) + e = p < 1. Fur den Fehler
gilt also

[r D) = IGr O < G < ullr @,

und das ergibir®|| < p*||r@] — 0 firk — oo.
zu ii): Nach Satz 3.2.4, ii) gilt dann

p(G) <[IG] <1
und die Konvergenz folgt aus i)J

Wir wenden dieses Resultat zaohst auf das Jacobi-Verfahren an. DanBist D, also
I—B'A=1-D"'"A=D"Y(L+U).
Dann gilt fur die Zeilensummennorp- ||

|ai

o ag
J#

p ’au‘| v |<lz'z"

Wir erhalten unmittelbar den ersten Teil des folgenden Satzes. Der zweite Teil ergibt sich
fur die Spaltensummennorid — B~ A||, anstelle|l — B~ 4| .

Satz 3.2.5 i) (Starkes Zeilensummenkriterium). Das Jacobi-Verfahren ist konvergent,
wennA strikt diagonaldominant ist.

ii) (Starkes Spaltensummenkriterium). Das Jacobi-Verfahren ist konvergent, Afenn
strikt diagonaldominant ist.

i) Ist A strikt diagonaldominant, dann ist auch das Gaul3-Seidel-Verfahren und das
SOR-Verfahrenifr 0 < w < 1 konvergent.
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Beweis zui): Ist A strikt diagonaldominant, dann folgt aus (3.7) sofpft- B~ A|| <
1, und somit ist das Jacobi-Verfahren konvergent nach Satz 3.2.3, ii).

zu ii): Ist A strikt diagonaldominant, dann folgt analpg — B~ AJ|, < 1.
zu ii): Siehe z.B. Brnig und Spellucci [TS88]0

Man kann dies noch versatfen fir irreduzible Matrizen:

Definition 3.2.6 Eine Matrix A € R™" heil3treduzibe] falls es eine Permutationsmatrix

gibt mit
Bu B
T o 11 12
PTAP = ( o B )

mit quadratischen Matrize®,; € RP?, By, e R, p+g=mn,p > 0,q > 0.

Ist dies nicht der Fall, dann heil34 irreduzibel A heil3tirreduzibel-diagonaldominant
wennA irreduzibel und diagonaldominant ist und es eigibt mit

Jasi] > ) lag].

J#i
Satz 3.2.7 Satz 3.2.5 gilt auch, fallgl irreduzibel-diagonaldominant ist.

Bisher haben wiriir das SOR-Verfahren nur Konvergenzresultate im Faft w < 1,
wobeiw = 1 in der Praxis die schnellste Konvergenz liefert. Interessant ist also eigentlich
der Falll < w < 2 (overrelaxation).

Wir erinnern an die

Definition 3.2.8 A ist eine M-Matrix, wenn gilt
a; >0, 1=1,...,n, CLZJSO,Z#.]

und zudemp(D~'(L + U)) < 1 (d.h. das Jacobi-Verfahren ist konvergent).

M-Matrizen treten sehrdufig auf, z.B. bei vielen Diskretisierungen von Randwertproble-
men und Anfangsrandwertproblemeir partielle Differentialgleichungen.
Es gelten folgende wichtige Konvergeazze fir das SOR-Verfahren.

Satz 3.2.9(Varga) Ist A eine irreduzible M-Matrix, dann ist der Spektralradius der Ite-
rationsmatrix des SOR-Verfahrens

p((D—wL) ™ (1 -w)D+wl)) <1

und monoton fallend i < w < wg Mit einemw, > 1. Insbesondere konvergiert das
SOR-Verfahrenifr 0 < w < wy.
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Hierbei istw, leider unbekannt. Weiter gilt

Satz 3.2.10Es seid symmetrisch und positiv definit. Dann konvergiert das SOR-Verfahren
fur0 <w < 2.

Beweis Siehe z.B. Brnig und Spellucci [TS88]C

Zusatz: Fur konsistent geordnetdatrizen B3t sich der optimale Relaxationsparameigr
explizit angeben. Eine Matrid € R™" heif3tkonsistent geordnetenn die Eigenwerte der
Matrix

J(a) =D (aL +a 'U)

fur o # 0 nicht vona abhangen.

Ist Gsor(w) die Iterationsmatrix des SOR-Verfahrens uig = (I — D~'A) die des
Jacobi-Verfahrens, dann gilt zudem der Satz

Satz 3.2.11(Young,Varga)
Es seid € R™" symmetrisch, positiv definit und konsistent geordnet. Dann gilt

p(Gsor(wo)) < p(Gsor(w)) <1, 0<w<?2
mit
2

L+ /1= p(G))?

Fur Details verweisen wir aufdrnig und Spellucci [TS88], Stoer und Bulirsch [SB90].

Wy =



Kapitel 4

Interpolation

Gegeben sei eine Ansatzfunktidz; ao, . .., a,), z € R, die von Parametera,, . . . , a,, €
R abhangt. In diesem Kapitel besaftigen wir uns mit der folgenden

Interpolationsaufgabe: Zu gegebenen Paaren
(i,y:), i=0,...,n mitz;,,y; €R, x; #x;furi#j

sollen die Parameter, ..., a, SO bestimmt werden, dass die Interpolationsbedingungen

gelten
¢($i;a05"'7an):yi, Z:O,7TL

Die Paarg;, y;) werden alsStitzpunktebezeichnet.

4.1 Polynominterpolation

Hier verwendet man als Ansatzfunktion Polynome vom Gfau, also
pn(z) = ®(2500,...,0,) = ag+ a1z + ... + ax”.

Die Interpolationsaufgabe lautet dann: Finde ein Polyngia) vom Grad< n, das die
Interpolationsbedingungen étk

(4.1) pn(zi) =y, 1=0,...,n.

4.1.1 Interpolationsformel von Lagrange

Als einfachste bsung bietet sich folgendes Vorgehen an: Wir betrachten das

31
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Lagrangesche Interpolationspolynom

u . -
(4.2) Pn(x) = YiLin(x) mit L;,(z)= L.
0= L ukints) o =157
J#i

Die Lagrange-Polynome sind gerade so gkl dass gilt

1 fallsk =1
Lin T) = ,
’ () {0 sonsit.

Daher erilllt p,, in (4.2) die Interpolationsbedingungen (4.1). &atslich ist dies die einzige
Losung der Interpolationsaufgabe:

Satz 4.1.1Es gibt genau ein Polynom, (z) vom Grad< n, das die Interpolationsbedin-
gungen(4.1) erfullt, namlich (4.2).

Beweis Das Polynom (4.2) hat Grad n und erfillt (4.1). Gabe es eine weiteredisung
pn(z), dann istp, (z) — p,(x) ein Polynom vom Grae n mit n + 1 verschiedenen Null-
stellenzg, ..., z,, muss also identischsein. O

Bemerkung: (4.2) zeigt, dasg,, linear vony; abrangt.O

L0 n und L3 o n=5, &quidistante Stutzstellen auf [0,1]
1.5 T T T T T

-1 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fur theoretische Zwecke ist die Darstellung (4.2) von Lagrange dehlich. Es hat aber
den Nachteil, dass es bei Hinzunahme einétzstelle wllig neu berechnet werden muss.
In der Praxis ist die folgenddewtonsche Interpolationsforma&hgenehmer.
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4.1.2 Newtonsche Interpolationsformel

Wir wahlen als Ansatz dislewtonsche Darstellung

Pn(z) =70+ (2 —20) +72(2 — 20)(z —21) + ... + (@ — 20)(x —21) -+ (T — T1).

Einsetzen in (4.1) liefert nun

Yo = Yo
Y1 Y%
"=
T1 — o
Y2—Y1 _ Yi1—¥Yo
To—T1 T1—X0
’)/2 =

To — T

Man bezeichnef,, . .. := 7; als diei-tedividierte Differenzu den Siitzstellenz,, . . . , z;,
wobei fi.,] = Y0 = Yo-

Allgemein berechnen sich die dividierten Differenzen zu dénzStellenz, . . ., ;. Uber
die Rekursion

fa:1 ..... T; - f:c ..... z; .
(4.3) Swoewin) = [ - coetil it Jiz = Yi-

Man erhalt das

Newtonsche Interpolationspolynom

(4.4) pa(x) = Z%(w —xo) (T = Ti1), Vi = flwo,a]
i=0

mit den dividierten Differenzerf,, .. .,; aus (4.3).

77777

Begriindung: Furn = 0 ist die Darstellung klar. Sing,
iNxy,..., x4 bzw. z, ..., z; vom Grad< ¢, dann gilt

; die Interpolanten

777777777

(& —20)p1,..i41(2) + (Tig1 — T)Do,...i(T)

piy1(x) =

= il (x —xq) -+ - (x — ;) + Polynom vom Grad .
Ti+1 — Zo V( ; 4
=q;(x

Dader erste Summandin, . . ., z; verschwindet, gily; () = p;(x) wegen (4.1). Vergleich
mit (4.4) liefert (4.3).0

Wir erhalten also folgende Vorschrift zur Berechnung der Koeffizientea fi,,. . .,
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Berechnung der dividierten Differenzen:
Setzef[xj] =Y J = 0,...,n.
Berechneiirk =1,...,nundj =0,...,n — k:

f[% f[$j+1 ----- $j+k]_f[ﬂc.7' ----- x1+k—1].

Ljt+k = Ly

Wir erhalten also das Schema

o f[xo] = Yo~
f[xo,m]\
T f[xl] = y1< f[mo,m1,m2]
f ’
[z1,22]\,
X2 f[m] - y2/

4.1.3 Fehlerabschtzungen

Nimmt man an, dass die 8zwerte von einer Funktiofi : [a, b] — R heriihren, also

yZ:f(xl>7 1=0,...,n,

dann erhebt sich die Frage, wie gut das Interpolationspolympauf [a, b] mit f Uberein-
stimmt. Es gilt der folgende Satz:

Satz 4.1.2 Seif (n+1)-mal stetig differenzierbar, kurgz € C"([a, b]). Seienvy, ..., z, €
[a, b] verschiedene Punkte und ggidas eindeutige Interpolationspolynom vom Grad
zu den Sitzwerten(z;, f(x;)), i = 0,...,n. Dann existiert zu jedem € [a,b] €in¢, €
[a, b] mit

fUD(E,)

f(:L‘) —pn($) = (n + 1)|

(x —x0) -+ (. — xp).
Das Restglied der Interpolation hat also zwei Faktoren: Das sogen&notenpolynom

n

w(z) = H(a: — ;)

1=0

und den Faktor%;(ff). Durch Absclatzung beider Terme ergibt sich zum Beispiel fol-
gende Fehlerabséatrung.

Korollar 4.1.3 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1.2 gilt

max |f(z) — pa(2)| < max EARICo - lw(z)| < max [ARICO]

b—a n+1.
z€a,b] zelab] (n+ 1) zclad) ~ z€fad] (n+1)! ( )
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Achtung: Bei aquidistanter Wahl der 8tzpunkte, alsa; = a + ih, h = (b — a)/n, ist
nicht immer gewvahrleistet, dass gilt

lim f(z) — pn(x) =0 furallex € [a,b].

Zum Beispiel ist dieslr () = 7 auf[a, b] = [-5, 5] der Fall.O

Als Ausweg kann manm; als die sogTschebyscheff-Abszissgahlen, fir diemax, ) |w ()|
minimal wird: Wahl der

Tschebyscheffabszissen

b—a 29+ 1w b+a
4. p— _
(4.5) T 5 os<n+12)—|- 5

1=0,...,n.

liefert den minimalen Wertifr max,c, 4 |w ()|, namlich

. n+1
max |w(x)| = <b 5 a) 27",

z€la,b]

Beipiel: f(z) = IJ# auf [a,b] = [-5,5]. Wie bereits enaihnt, geht beaquidistanten
Stutzstellen der Fehlef(x) — p,,(x) furn — oo nicht an allen Stellen € [a, b] gegerD.

Interpolant bei aquidistanten Stitzstellen:

Interpolant von f(x)=1/(1+x%), n=10, 4quidistante Sttzstellen Interpolant von f(x)=1/(1-+x%), n=20, quidistante Stitzstellen
T T T T T T T T T T T T T

2
[

1
05

~05 L L L L L L L L L L L L L L L L
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 a 5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Interpolant bei Tschebyscheffstitzstellen:

Interpolant von f(x)=1/(1+x?), n=20, Tschebyscheffabszissen
T T T T T T T

Interpolant von f(x)=1/(1+x?), n=10, Tschebyscheffabszissen
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Allgemein sollte man in der Praxis nichtsehr grol3 vithlen, sondern besseiiskweise in
kleinen Intervallen vorgehen, siehe 4.2.

4.1.4 Anwendungen der Polynominterpolation
Wir geben eine Auswahl von Anwendungen tlie Polynominterpolation an:

1. Approximation einer Funktion auf einem Intervall: Wir haben gesehen, dass hier-
zu nichtaquidistante Sitzstellen sondern die Tschbyscheffabszisserapdwerden
sollten.

2. Inverse Interpolation: Sei f : [a,b] — R bijektiv, also f'(z) # 0 auf [a, b]. Sind
dann(z;, y:), vi = f(z;), Stitzpunkte vonf, dann sindy;, z;) wegenz; = f~'(;)
Stiitzpunkte &r f~! und eine Approximation vorf—! kann durch Interpolation der
Stitzpunkte(y;, z;) gewonnen werden.

3. Numerische Integration: (Kapitel 5)
Zur naherungsweisen Berechnung des Integrals einer Funktion kann machstin
ein Interpolatlonspolynom bestimmen, das anschlielRend einfach integriert werden

kann/ f(z dacw/pn( ) dz.

4. Numerische Differentiation: Mit einem Interpolationspolynom,, von f istp/, eine
Approximation vonf”.

4.2 Spline-Interpolation

Bei der Polynominterpolation wird die Funktighauf dem Intervalla, b] durchein Poly-
nom vom Grad interpoliert. Wir hatten festgestellt, dass grof3e Genauigkeit nicht immer
durch die Wahl vieler $ttzstellen sichergestellt werden kann.

Als Ausweg kann man gtkweise Interpolation verwenden. Hierbei zerlegt man das Aus-
gangsintervalla, b] in kleine Teilintervalle und verwendet auf jedem Teilintervall ein inter-
polierendes Polynom fester Ordnung. An den Intervallgrenzen sorgt mian dass die Po-
lynomek-mal stetig differenzierbar ineinandébergehen, wobéi fest ist, und die Wellig-
keit des Interpolanten @glichst klein ist. Dieses Konzepilfrt auf die Spline-Interpolation.

4.2.1 Grundlagen

Sei
A={zr, ca=z<z1<...<x, =0b}
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eine Zerlegung des Intervallg, b]. Aus historischen @Gmden nennt man die; Knoten

Definition 4.2.1 Eine Splinefunktion der Ordnung zur ZerlegungA ist eine Funktion
s : [a,b] — R mit folgenden Eigenschaften

e Esgilts € C'"([a,b]), s ist also stetig und — 1-mal stetig differenzierbar.

e s stimmt auf jedem Intervalk;, x;, 1] mit einem Polynom; vom Grad< [ uiberein.
Die Menge dieser Splinefunktionen bezeichnen wirdxit
Im Folgenden betrachten wir nur den Falk= 1 (lineare Splinesund ! = 3 (kubische
Splines.

Wir wollen nun Splines zur Interpolation verwenden und betrachten folgende Aufgaben-
stellung:

Spline-Interpolation:

Zu einer Zerlegung\ = {z; : a=x9 <21 < ... <z, =b} und Werteny; € R, i =
0,...,n bestimmes € S ; mit

(4.6) s(x;))=vy;, 1=0,...,n.

4.2.2 Interpolation mit linearen Splines

Ein linearer Spling € Sa ; ist stetig und auf jedem Intervgl;, x;,] ein Polynoms; vom
Grad< 1. Die Interpolationsbedingungen (4.6) erfordern daher;) = v;, s;(zi41) = Yis
und legers; eindeutig fest zu

Tit1 — X T — T

4.7) s(z) = si(x) = Yi + Yir1 Vo € [z xi].
Tit1 — T Tip1 — T4

Definieren wir die "Dachfunktionen”

0 falls r < LTi—1,
T—i_1

gpz(m) _ r—— fallsx € [Ii_l, ZL’Z‘],
Tig1—T
m fallsx € [331‘, .Z'iJrl],
0 fallsz > z;,4.

mit beliebigen Hilfsknoterr_; < a undz,, > b, dann erhalten wirifr s(x) auf[a, b] die
bequeme Darstellung

s(z) = Zyi%‘(x), x € [a,b)].
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Satz 4.2.2Zu einer Zerlegung\ = {z; : a=xzo <z <... <z, = b} von [a,b] und
Werteny;, i = 0, ..., n, existiert genau ein interpolierender linearer Spline.

Ferner gilt folgende Fehlerabsitzung.

Satz 4.2.3Seif € C?*([a,b]). Dann gilt ur jede Zerlegung\ = {z; ; a = zo < 7; <
... <z, = b} von|a,b] und den zugdirigen interpolierenden linearen Splinec Sa ;
von f

z€[a,b] — 8 z€fa,b] mae 1=0,...,n—

1 .
max |f(z) — s(z)| < = max |f"(z)|h? Mit e = max Ti1 = T
Beweis Auf jedem Intervalljx;, z;,4] ist s ein interpolierendes Polynom vom Grad1.
Daher gilt nach Satz 4.1.2

@)~ s = LN ) )~ <

/()] A
1

o1 Vo e [xi,:ciﬂ]

mit einem¢ € [x;, z;41]. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.

4.2.3 Interpolation mit kubischen Splines

Kubische Splines sind zweimal stetig differenzierbar aus kubischen Polynomen zusammen-
gesetzt. Wir werden sehen, dass die Interpolation mit kubischen Splines es gestattet, gege-
bene Punkte durch eine Funktion minimaletikrmung zu interpolieren.

Berechnung kubischer Spline-Interpolanten

Ist s € Sas ein kubischer Spline, dann ist offensichtlich stetig und 8tkweise linear,
alsos” € Sa ;. Es bietet sich daher ag;, durch Integration vor! zu bestimmen.

SeienM; = s/(z;). Man nennt\/; Momente Dann gilt nach (4.7)

Tit1 — L r—1x;

M; +

Tip1 — T4 Tig1 — X4

si(z) = M.

Zweifache Integration ergibt dann den Ansatz

1 [ (x40 — )3 r—x;)3
SZ([L’) = — ( +1 ) ]\4Z + ( ) Mi+1 -+ CZ'(ZE — CL’Z) + dz
6\ Tit1— Tiy1 — T

mit Konstanten;, d; € R. Wir berechnern; undd; aus den Bedingungen

Sz(xz) = Vi, Si($i+1) = Yi+1-
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Mit
hi = x4 — 2
liefert dies 2 )
i Yi+1 — Yi i
d; =y, — —M;, i = — — (M1 — M,;).
Y 6 & h; 6 ( +1 )

Einsetzen in die Gleichungef\x;) = s,_, (x;) ergibt schlieBlich folgende Gleichungéir f
die Momentel;:
hi—1 hi—1 + h; h; _ Yl — Y Yi — Y1

Mg+ =L M+ My = ,
6 1T + g Min hi hi 1

(4.8)

i=1,...,n—1.

Dies sindn — 1 Gleichungeniir n + 1 Unbekannte. Der Spline-Interpolant wird eindeutig
durch zwei zuatzlich Randbedingungen:

Wichtige Randbedingungen fir kubische Splines:
a) Natirliche Randbedingunges?(a) = s”(b) = 0, alsoMy = M,, =0
b) Hermite-Randbedingungesi{a) = f'(a), s'(b) = f'(b), also

hO hO Y1 Yo / hn hn / Yn Yn—1
—M — M, = _ _Mn _7\4n_ — f by — Z—
3 0 6 ! ho f (a)’ 3 6 ! ( ) hn—l

Fur jeden der Blle a)-b) ergibt sich zusammen mit (4.8) eine eindeutigsung tir M,, . .., M,,.

Fur a) und b) erhlt man ein strikt diagonaldominantes tridiagonales Gleichungssystem der
Form

Ho )\0 bo
ho  hothi  hy Y2=Y1 _ Y1—Yo
6 3 6 M, " o
(49) hi—1 hi—1+h; hi : = Yit1—Yi  Yi—¥Yi—1
6 3 6 - hL hi*l
An Hn b,

Fur a) kann man zum Beispié} = b, = A\ = A\, = 0undpuy = p,, = 1 wahlen. Wegen
der strikten Diagonaldominanz ist nach dem Satz von Gersh@ok&in Eigenwert und
daher ist die Koeffizientenmatrix invertierbar.

Minimaleigenschaften kubischer Splines

Es zeigt sich, dass der kubische Spline-Interpolant mit Randbedingung a) oder b) unter allen
zweimal stetig differenzierbaren minimaleinmung im folgenden Sinne hat:
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Satz 4.2.4Gegeben sei eine beliebige Funktifne C?([a,b]) und eine Unterteilung\
von|a, b]. Dann gilt fur den kubischen Spline-Interpolanter S 5 mit Randbedingungen
a) oder b)
b b b b
/ " (z)? de = / s"(x)? dx +/ (f"(x) — §"(x))*dx > / s"(x)? du.
Beweis Siehe zum Beispiel [St94], [PI0O0]2

Fehlerabsclhatzung fir kubische Spline-Interpoaltion

Unter Verwendung der Tatsache, dass die Mométite= f"(x;) das Gleichungssystem
(4.9) aufO(h3,,.) Mit ke, = maxg<;<,, hy; erfillen und die Norm der Inversen der Koeffi-
zientenmatrix in (4.9) von der Ordnu@(1/h;y,) ist mMit ki, = ming<;<y, by, kann man
folgendes Resultat zeigen.

Satz 4.2.5Seif € C*([a,b]) mit f"(a) = f"(b) = 0. Dann gibt es eine Konstantg >
0, so dassiir jede UnterteilungA mit dem kubischen Spline-Interpolantens Sa 5 zu
Randbedingungen a) gilt

Chmaw —
sup | (E)[hhas,  k=0,1,2.

hmin &€(a,b] maw

[fP (@) = s ()] <

Beweis Siehe zum Beispiel [PI00]0



Kapitel 5

Numerische Integration

In diesem Kapitel stellen wir einige wichtige Verfahren zaherungsweisen Berechnung
bestimmter Integralgfab f(z) dz vor.

Integrationsaufgabe:

Zu gegebenem integrierbarefn [a, b] — R berechne

b
1(f) = / f(x) d.

Schon fir relativ einfache FunktioneraBt sich die Stammfunktion nicht analytisch ange-
ben, etwa™* und e~*". Man ist dann auf numerische Integrationsverfahren angewiesen.

Wichtige numerische Integrationsverfahren beruhen dafamit Hilfe einiger Stitzpunkte
(xi, f(z;)), z; € [a,b] durch ein Polynomp,, zu interpolieren und dann dieses zu integrieren.
Diese Vorgehensweise liefert die Integralapproximation

I,(z) = /abpn(x) dx

und wird alsinterpolatorische Quadratubezeichnet.

5.1 Newton-Cotes-Quadratur

5.1.1 Geschlossene Newton-Cotes-Quadratur

Wir wahlen fir n € N die aquidistanten $tzstellen

b—a

n

x;=a+th, i=0,...,n, mit h=

41
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Dann lautet das Interpolationspolynamin Lagrange-Darstellung

=3 fLinle), Lol =[] -
=0 ' ’

Wir erhalten nun die numerische Quadraturformel

L(f) = j/ dw-—jg:j’wlt/j in(2) dz.

a

Mit der Substitutionr = a + sh unds € [0, n| ergibt sich die

Geschlossene Newton-Cotes Formel:

—hZamf (x;),
(5.1) mit «a;, = / Hs_jds
7=0

t=J
J#i

Die Zahlenay,,, . . ., o, ,, heillenGewichte Sie sindunabliéingigvon f und|a, b] und somit
tabellierbar. Es gilt stets

Z hap, =0 —a.

=0

Definition 5.1.1 Eine Integrationsformel/(f) = >"" 5, f(x;) heiBtexakt vom Grad,
falls sie alle Polynome bis mindestens vom Guagkakt integriert.
Die geschlossene Newton-Cotes Formglf) ist nach Konstruktion exakt vom Grad

Es ist wichtig, eine Abscltzung fir den Fehler
E(f) = 1(f) — In(f)
zur Verfugung zu haben. Nach Korollar 4.1.3 gilt

‘f(n-i—l) (f)‘ (b _ a)n+1

) = pale)| < S,

mit einem£ € [a,b]. Dies ergibt
(n+1)
dx—/ pn(z) dz / |f(x x)|dr < H(b—a)””.

Eine verfeinerte Restgliedabsitung ergibt sich durch Taylorentwicklung. Dies liefert die
folgende Tabelle.
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n Qip, Fehler—E, (f) Name
1|4 4 ; i’“ h3 Trapezregel
1 4 1 5 i
2 g g g . 3f&) h5 Simpson-Rege
3 154 654 254 6@4 ) 8f<86> O 3/8-Regel
. .
415 £ = & 2 p, Milne-Regel

Furn > 7 treten leider negative Gewichte auf und die Formeln werden numerisch un-
brauchbar.

5.1.2 Offene Newton-Cotes-Quadratur

Hier wahlen wir firn € NU {0} die in]a, b[ liegenderaquidistanten $tzstellen

b—a
n+2

r,=a+ih, i=1,...,n+1, mit h=
Geht man %llig analog vor, dann eéit man wiederum interpolatorische Interpolationsfor-
meln, die
Offene Newton-Cotes Formel:
n+1 n+2 n+1 5 — j
==h Qi f(2;), Qip= —ds.
Sl = [ [
=1 7j=1
J#i

Fur den Quadraturfehler ergeben s#tmliche Formeln wie im geschlossenen Fall:

n Qi FehlerE, (f) Name

0|2 28 | Rechteck-Regel
3f<2> 3/

. % %4 8 28fé‘) h35

2|3 —3 3 i

5.2 Die summierten Newton-Cotes-Formeln

Die Newton-Cotes-Formeln liefern nur genaue Ergebnisse, solange das Integrationsintervall
klein und die Zahl der Knoten nicht zu grof3 ist. Es bietet sich wieder an, das Intervll

in kleinere Intervalle zu zerlegen und auf diesen jeweils mit einer Newton-Cotes-Formel zu
arbeiten.

Wir zerlegen dazu das Intervadl, b] in m Teilintervalle der langeH = =2, wenden die
Newton-Cotes-Formeln vom Gradeinzeln auf diese Teilintervalle an und summieren die
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Teilintegrale auf: Mit

b— H
N=m-n, H= a, h=—
m n
ri=a+1tht=0,... N,
yy=a+jHj=0,....,m
ergibt sich wegen
m—l ey
1=y [ s
j=0 V¥
die
Summierte geschlossene Newton-Cotes-Formel
m—1 n
S =0 D> i f (@jnss).
j=0 i=0

Die Gewichtex; ,, ergeben sich wieder aus (5.1). Der Quadraturfehler
R (f) = 1(f) = S¥(/)
ergibt sich durch Summation der Fehler auf den Teilintervallen.
Satz 5.2.1Seif € C"?([a, b]). Dann existiert eine Zwischensteflec]a, b] mit

C(n) fm+2 (&) (b — a)h™*?  fur geradesn,

(n) _
RN (f) - {C(n)f(n+1)(£)(b — a)thrl far ungerade&’n.

Hierbei istC'(n) eine nur vom abhangige Konstante.

Wir geben noch die geuchlichsten summierten Formeln mit Quadraturfehler an:

Summierte Trapezregel:(geschlossem = 1)

3

| =

SV() =5 3 (f(@) + fan1)), x;=a+ jh.

Il
=)

Fehler:R\)(f) = —%(b —a)h®.

Summierte Simpson-Regel(geschlossem = 2)

—_

w|
3

S](\?)<f) = (f(wg)) +4f(w2541) + f(w2542)), x; =a+ jh.

W,
o

44
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9
180

Summierte Rechteck-Regel(offen,n = 0,2m = N, h = ”‘Ta)

Fehler:RY(f) = (b—a)h?

m

j=1

Fehler:RY(f) = @(b —a)h?

SO(f) =21 flwsjm), 2 =a+ jh.

45



Kapitel 6

Nichtlineare Gleichungssysteme

6.1 EinfUhrung

Wir betrachten in diesem Kapitel Verfahren zuydung von nichtlinearen Gleichungssyste-
men.

Nichtlineares GleichungssystemGesucht ist eine dsungz € D von
F(z)=0
mit einer gegebenen Abbildung
F
F= D CR"— R",
Fn

D C R™ nichtleer und abgeschlossen.

Viele praxisrelevante Probleme sind nichtlinear und erfordern @subhg nichtlinearer
Gleichungssysteme. Sdtirt zum Beispiel die Diskretisierung nichtlinearer partieller Dif-
ferentialgleichungen auf grof3e nichtlineare Gleichungssysteme.

Im Gegensatz zu linearen Gleichungssystemen, bei denen nur genau eine, keine oder ein
ganzer affiner Unterraum alsdkung auftreten kann, sind bei nichtlinearen Gleichungen
auch mehrere oder unendlich viele isoliertisungen raglich.

Beispiel 6.1.1

1.n=1,D=R,F(z)=2*>—a,a>0.
Es gibt zwei reelle bsungen: = +/a.

46
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2.n=1,D=R, F(x) =2*+a,a > 0.
Es existiert keine reelledsung.
3. n=1,D =R, F(x) = zsin(x).
Es gibt unendlich viele &sungenc = kr, k € Z.

4. Schnittpunkte des Einheitskreises mit der Geraden; = ax;+b,a,b € Rin = 2,
D = R2, F(l’) _ (z%Jrz%fl).

xo—ax1—b

Je nach Wahl von, b gibt es zwei, eine oder keine rellé&sung.

Sehr oft ist die Funktiorf’ stetig differenzierbar, d.h. die partiellen Ableltung§ﬁ 1<
1,7 < n existieren und sind stetig. In diesem Fall gilt (Taylorentwicklung erster Ordnung)

F(x +s) = F(z) + F'(z)s + R(x;s)

mit der Jacobi-Matrix

G@ o g (@)
Fi(x) = : :
Go(r) - G()

und einem Restglie®(z; s), wobei

R
8]

=0, kurz: R(x;s)=o(|s]).

Dies ist wesentlichiir die Entwicklung schneller&sungsverfahren.

6.2 Das Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren ist eines der wichtigsten Verfahren Ziguhg nichtlinearer Glei-
chungssysteme, da es nahe désiling sehr schnell konvergiert. Der Einfachheit halber
nehmen wir im folgenden den Fdll = R™ an.

Wir betrachten das Newton-Verfahren zuidung eines nichtlinearen Gleichungssystems
(6.1) F(z)=0

mit ' : R" — R" stetig differenzierbar.
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6.2.1 Herleitung des Verfahrens
Anschauliche Herleitung im eindimensionalen Fall

Sei zurachstn = 1. Dann istF(z) eine reelle Funktion. Sei*) eine Naherung einer
Losungz von (6.1). Die Idee des Newton-Verfahrens besteht ddfim =) durch die
Tangente arfz, F(z)) im Punktz(®) zu approximieren und alsachste Iterierte:**1) die

Nullstelle der Tangente zuamlen.

Die Tangentengleichung lautet

y=F@a®)+ F(@W) (@ —2)
undz*+1 ist die Losung von

F(z®) + F' (") (z — ™) = 0.
Im Falle F'(z®) # 0 ergibt sich

2B+ — (k) F/(:E(k))_lF(:E(k)).

Es gilt also
2 — ) | (k)

wobeis® die Losung der Gleichung ist

Beispiel: Fir F(x) = 2? — a, a > 0 ergibt sich

1
x(kﬂ) - l'(k) - QI(k) ((x(k))Z - a) =

N | —
N
&
=
+

S
S@
~——

Der allgemeine Fall

Zur allgemeinen Motivation des Newton-Verfahreiis 6.1) seiz*) € R” ein gegebener
Punkt. Dann istz eine Losung von (6.1) genau dann, wean= z*) + s gilt mit einer
Losungs von

(6.2) F(z® +5)=0.

Die Idee des Newton-Verfahrens besteht dafify*) + s) durch die Taylorentwicklung
erster Ordnung zu ersetzen: Es gilt

F(z® +5) = F(z®™) 4+ F'(2®)s + o(||s]))

mit der Jacobi-Matrix” (z*)) von F in 2*) und das Restglied wirdif kurzes klein.
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Bei derk-ten Iteration des Newton-Verfahrens ersetzt man daher (6.2) durch die linearisierte
Gleichung
F(z®) + F'(2®™)s = 0.

Dies ergibt

Algorithmus 4 Lokales Newton-Verfahren fur Gleichungssysteme
Wahle einen Startpunkt® e R”.
Fark=0,1,...:

1. Falls F(z®) = 0: STOP mit Ergebnis*).
2. Berechne den Newton-Schett) € R durch Losen deNewton-Gleichung

F’(m(k))s(k) - —F(x(k)).

3. Setzeskt) — zk) 4 (k)

6.2.2 Superlineare und quadratische lokale Konvergenz des Newton-
Verfahrens

Wir werden sehen, dass unter geeigneten Voraussetzungen die schnelle lokale Konvergenz
des Newton-Verfahrens gezeigt werden kann.

Wir verwenden im folgenden der Einfachheit halber immer die euklidische Nprif
mit induzierter Matrix-Norm| - ||, obwohl wir genausogut jede andere Norm verwenden
konnten.

Der folgende Satz zeigt die superlineare bzw. quadratische lokale Konvergenz des Newton-
Verfahrens.

Satz 6.2.1(Schnelle lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens)
SeiF’ : R" — R" stetig differenzierbar und s&i € R" ein Punkt mitF'(z) = 0 und F'(z)
nichtsinguér. Dann gibt e®) > 0, so dass gilt:

i) z istdie einzige Nullstelle voR' auf Bs()

i) Fur alle z(0 ¢ Bs(z) terminiert Algorithmus 4 entweder mit?) = z oder erzeugt
eine Folge(z™*)) C Bs(z), die superlinear gegen konvergiert, d.h.

lim o, = 7, wobei ||zps1 — Zll, < villen — 2l
k—o0

mit einer Nullfolgey,, \, 0.
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i) Ist F” Lipschitz-stetig auB3;(z) mit Konstantel, gilt also
I1F"(z) = F'(y)ll, < Lllz —yll, Vaz,y € Bs(a),
dann konvergiertz*)) sogar quadratisch gegen d.h.

lim z, =7, wobei ||zpy — 7|, < Oz, — 7|3,

k—o0

wobeiC = || F'(z)~!|, L gewahlt werden kann.

Hinweis: F” ist automatisch Lipschitz-stetig, falls zweimal stetig differenzierbar
ist.

Leider konvergiert das Newton-Verfahren aus Algorithmus 4 in der Regetin&tartpunk-
te, die nahe genug an einebsungz liegen.

Beispiel 6.2.1BetrachteF'(z) = ﬁ F hat die eindeutige Nullstelle und ist stetig
differenzierbar mit+’(z) > 0. Trotzdem konvergiert das Newton-Verfahrén jeden Start-

punkt mit|z(®| > 1 nicht. SieheUbung.

Um Konvergenz iir beliebige Startpunkte erzielen zérknen, muss man das Newton-
Verfahren geeignet globalisieren.

6.2.3 Globalisierung des Newton-Verfahrens

In diesem Abschnitt beschreiben wir eine Modifikation des Newton-Verfahreng)rkae
grol3e Klasse von Funktiondnglobale Konvergenz, d.h. Konvergenz von einem beliebigen
Startpunkt aus, sicherstellt.

Den Ausgangspunkt bildet die Beobachtung, dass je@kihgz von (6.1) ein globales
Minimum des Minimierungsproblems

: 2
min || F(z)];

ist.

Wir wenden nun folgende Strategie an:

¢ Wir verwenden den Newton-Schritt® mit einer Schrittweiter;, €]0, 1], wahlen also
als Ansatz fir die neue lterierte

k1) _ . (k) k)

' + aks( .
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e Wir bestimmen die Schrittweite, so, dass gilt

(6.3) IE @ D), < IF @),

und die Abnahme "ausreichend groR3” ist.
Durch Taylorentwicklung der Funktion

6(0) = IF @ + os®),

in o = 0 erhalt man

6(0) = 6(0) + ¢ (0)7 + o) = | F(a®)||; + 20F ()T F'(z0)s" + o(c)
und Einsetzen der Newton-Gleichuftyz®))s* = — F (") liefert

|F@® + 0sP) ;= | Fa®)]; = 20 F®)]; + o(o).
Istd €]0, 1] fest, dann gilt im Fall"'(z*)) # 0 also ir o klein genug
|F@® + 0s®); < [[F @) - 260]| F D).

Dies zeigt, dass die folgende Schrittweitenwahl nach Armijo Sinn macht:

Schrittweitenwahl nach Armijo:

Seid €]0,1/2[ (ute Wahl z.B§ = 10~?%) fest gegeben. @hle das goRtes;, € {1,1,1,..

mit

2 2 2
(6.4) 1F (™ + ops ™)l < 1F @™y = 200u]|F(®)]),.

Wir erhalten insgesamt folgendes Verfahren:

Algorithmus 5 Globalisiertes Newton-Verfahren fur Gleichungssysteme
Wahle einen Startpunkt® € R”.
Furk=0,1,...:

1. Falls F(z®) = 0: STOP mit Ergebnis*).

2. Berechne den Newton-Scheitt) € R™ durch Losen deiNewton-Gleichung

F’(m(k))s("’) - —F(x(k)).

3. Bestimme, nach der Armijo-Regd6.4).

51
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4. SetzeetD) = ) 4 5, 5,
Es gilt folgender Konvergenzsatz.

Satz 6.2.2Sei I’ : R* — R" stetig differenzierbar und(® ¢ R" beliebig. IstF'(z)
invertierbar fr alle x in der Niveaumenge

Ni@) = {y = fly) < fE@)}, fla) = |F@)];

und ist N;(z(®)) kompakt (also beschnkt und abgeschlossen), dann terminiert Algorith-
mus 5 mit Startpunkt®) entweder endlich oder erzeugt eine Folgé”)) c N, (=), fur
die gilt:

) (z®) konvergiert gegen einedisungz von(6.1).

i) Esgibt! > 0 mito, = 1 fur alle £ > [. Das Verfahren geht also in das lokale
Newton-Verfahrefiber und konvergiert superlinear bzw. quadratisch gegen



Literaturverzeichnis

[DB02] P. Deuflhard, F. Bornemanhlumerische Mathematik.ltle Gruyter, Berlin, 2002.
[PI00] R. Plato.Numerische Mathematik kompaktieweg Verlag, Braunschweig, 2000.
[St94] J. StoerNumerische Mathematik Bpringer Verlag, Berlin, 1994.

[SB90] J. Stoer, R. BulirschiNumerische Mathematik Springer Verlag, Berlin, 1990.

[TS88] W. Tornig, P. SpellucciNumerische Mathematikif Ingenieure und Physiker. 1
Springer Verlag, Berlin, 1988.

[TS90] W. Tornig, P. SpellucciNumerische Mathematikif Ingenieure und Physiker. 2
Springer Verlag, Berlin, 1990.

[We92] J. WernerNumerische Mathematik 3/ieweg Verlag, Braunschweig, 1992.

53



