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Kapitel 1

EinfUhrung

Viele Problemstellungen aus den Ingenieur- und Naturwissenschaften lassen sich durch ma-
thematische Modelle beschreiben, in denanfly lineare oder nichtlineare Gleichungssy-
steme, Integrale, Eigenwertprobleme, géwliche oder partielle Differentialgleichungen
auftreten. In nahezu allen praxisrelevantetilén a3t das mathematische Modell keine
analytische bsung zu. Vielmehr muss diedsung durch geeignete Verfahren auf einem
Rechner aherungsweise bestimmt werden. Hierbei ist es wichtig, dass das verwendete
Verfahren robust, genau undoglichst schnell ist. Die Entwicklung derartiger Verfahren

ist Gegenstand der Numerischen Mathematik, einem inzwischen sehr bedeutenden Gebiet
der Angewandten Mathematik. Die Numerische Mathematik entwickelt effiziente rechner-
gestitzte Verfahren zur isung mathematischer Problemstellungen, unter anderem der oben
genannten. Die Vorlesung gibt eine Hihfung in die numerische Behandlung der folgen-

den Problemstellungen

e Lineare Gleichungssysteme

Nichtlineare Gleichungssysteme

Eigenwertprobleme

Interpolation

Numerische Integration

Anfangs- und Randwertproblemérfgewohnliche Differentialgleichungen

Partielle Differentialgleichungen



Kapitel 2

Lineare Gleichungssysteme: Direkte
Methoden

2.1 Problemstellung und Einfihrung

In diesem Kapitel betrachten wir direkte Vlerfahren zisung von linearen Gleichungssy-
stemen.

Lineares GleichungssystemGesucht ist eine dsungx € R™ von

(2.1) Az =b.
mit
(2.2)
ailz Az - Qip by X
a a ce e Qo b T
A= _21 _22 2 eR™, b= _2 eR” = _2 c R™
ap1 Ap2 - Unn bn Tn

Die hier besprochenen direkten Methoden liefern—im Gegensatz zu étar bphandelten
iterativen Methoden—diedsung von (2.1), rundungsfehlerfreie Rechnung vorausgesetzt, in
endlich vielen Rechenschritten. Bekanntlich ist (2.1) die Matrixschreibwérse f

anT1 + apTo + -+ apr, = by, 1=1,...,n.

Lineare Gleichungssysteme treten in der Praxis als Hilfsproblem bei einer Vielzahl von
Problemstellungen auf, z.B. bei dedsung von Rand- und Randanfangswertaufgabien f
gewbhnliche und partielle Differentialgleichungen (Schaltkreissimulation, elektromagne-
tische Felder, ...), in der Bildverarbeitung, usw. . &zlangen besagen, dass etwa 75%
der Rechenzeit im technisch-wissenschaftlichen Bereich aufaiang von linearen Glei-
chungssystemen eatit.
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Wir erinnern zu@dchst an folgenden Sachverhalt.

Proposition 2.1.1 Das lineare Gleichungssystef@.1) hat eine losung genau dann, wenn
gilt
rang(A) = rang(A, b).

Hierbei ist bekanntlichiir eine Matrix B € R™™ der Rang definiert durch

Rand B) = Maximalzahl- der linear unabfngigen Zeilenvektoren
= Maximalzahl- der linear unablngigen Spaltenvektoren

Das lineare Gleichungssystg 1) hat eine eindeutigedsung genau dann, wenhinver-
tierbar ist (oder gleichbedeutendet(A) # 0 ). Die eindeutige bsung lautet dann

x=A"1D.

2.2 Das Gaufdsche Eliminationsverfahren, Dreieckszerle-
gung einer Matrix

Das grundatzliche Vorgehen der Gaul3-Elimination ist aus der Linearen Algebra bekannt.
Wir werden das Verfahren wiederholen, algorithmisch aufbereiten (d.h. in programmierba-
rer Form aufschreiben) und dann matrizentheoretisch analysieren.

Die Grundidee des Gaul3schen Eliminationsverfahrens besteht darin, das Gleichungssystem
(2.1) durch die elementaren Operationen

e Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen,
e Zeilenvertauschungen, d.h. Vertauschen von Gleichungen

e Spaltenvertauschungen, die einer Umnummerierung der Unbekannten entsprechen,

in ein Gleichungssystem der Form

Ry=c, Yo,=x; 1=1,...,n,

mit der durchgeihrten Spaltenpermutatidna-, . . ., 0,,) und einer oberen Dreiecksmatrix
o0 Tin
R =
0 Tnn

zuuiberihren, das dieselberosungen wie (2.1) besitzt. (2.3) ist ein sogenangestaffel-
tes Gleichungssysterdas man leicht durch iRkwartssubstitutiondsen kann, solangg
invertierbar ist. Werden keine Spaltenvertauschungen durgéhgetiann giltz = y.
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2.2.1 Losung gestaffelter Gleichungssysteme

Wir gehen zuachst auf die bsunggestaffelter Gleichungssysteme
(2.3) Rx=c

mit einer oberen Dreiecksmatrix

11 T1n
(2.4) R= : ;
0 Ton
sowie
(2.5) Lx=d
mit einer unteren Dreiecksmatrix

ein. (2.3) und (2.5) sind besonders leicht ésdn:

Satz 2.2.1SeienRk = (r;;) € R*™ und L = (l;;) € R™" invertierbare obere bzw. untere
Dreiecksmatrizen und = (cy,...,¢,)%,d = (di, ..., d,)" Spaltenvektoren. Dann lassen

sich die Losungen voif2.3) bzw.(2.5) folgendermalRen berechnen:

a) Ruckwartssubstitution fir obere Dreieckssystemé2.3):

n
Ci— D imip1 TigTi
T = , t=nn—1,...,1
Tis

b) Vorwartssubstitution fur untere Dreieckssystemeg?2.5).
d; — 22;11 lijfl?j

)
lii

T, = 1=1,2,...,n.

Beweis zu a): DaR invertierbar ist, gilt
det(R) = T117922 """ Tnn 7é 0,

alsor; # 0,7 =1,...,n. Somit ergibt sich

Cn
Ty = —
Tnn
o Cn—1 — 7’nfl,nxn
Tp—1 =

Tnfl,nfl
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und somit induktiv a).
zu b): Wegenlet(L) = ly1log - - - Ly 0 Qilt ;; #£ 0,7 =1,...,n. Somit ergibt sich

S

dy — l2,1$1
XTog = ——

X1

122

und wir erhalten induktiv b).C0

Bemerkung: Der Aufwand fir die Rickwartssubstitution isO(n?) an elementaren Re-
chenoperationen, falls nicht zizlich eine spezielle Besetztheitsstruktur vorliegti(n-
besetztheit, Bandstruktui)l

2.2.2 Das Gauf3sche Eliminationsverfahrens

Wir erklaren nun die Vorgehensweise beim Gauf3schen Eliminationsverfahren. Statt mit den
Gleichungen (2.1) zu arbeiten, ist es bequemer, die Operationen an der um die rechte Seite
erweiterten Koeffizientenmatrix

(Av b) =

durchzufihren.
Beim Gaul3schen Eliminationsverfahren geht man nun wie folgt vor:

Grundkonzept des Gauf3schen Eliminationsverfahrens:

) ol
0. Initialisierung: (AW, p(1V)) = : Pl = (A,b).

O )|

Q1

1. Pivotsuche: Suche eine Gleichung, die vonz; abhangt, also mitaf}l) # 0 und
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vertausche sie mit der ersten Gleichung:

AV g | HORNMONTS
A0 = D [0~ el o)
a - )| o ol oD
~(1 ~(1 7(1
A [
= | P = (AD)
OB OB IO

Ist A invertierbar, dann existiert immer ein solchedda wegen der Invertierbarkeit
von A die erste Spalte nicht verschwinden kann.

2. Elimination: Subtrahiere geeignete Vielfache der ersten Gleichung voriildiegen
Gleichungen derart, dass die Koeffizienten wgnn diesen Gleichungen verschwin-
den. Offensichtlich muss man hierzu jeweils dadache mit

a.
lin = %
agl)
der ersten Gleichung von déten Gleichung subtrahieren:
~(1 ~(1 ~(1 7(1
1L
AV F0)  ~ (4@ ) = gy -+ g, | by
(.) a(.22) aﬁ.ﬁi b7(;2)
~(1 ~(1 7(1
) ol |
B 0
B S (<) N I Xe)
0

3. Iteration: Wende firk = 2,...,n — 1 Schritt 1. und 2. aufA® 5*)) an

1,. Wahle ein Pivotelementg’,? # 0, k < r < n, vertausche Zeilé: und r
~s (Aw),g(m)

2;.. Subtrahiere dak,-fache mit
b
ik =— L
al(ck)
derk-ten Gleichung von derten Gleichung; =k +1,...,n.

~s (A(k+1)’ b(k+1))
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Nachk Eliminationsschritten
(A,b) = (AD pWy = (A®) p2)) — | — (AkHD p+D)

erhalten wir also eine Zwischenmatrix der Form

-1 ~(1 (1) | ;0

ayy cooay | oean) | oY

0 : :

~(k ~(k) | 5k

(A(k—i-l)’ b(k+1)) _ a,(fk,) e a,(m) b,(g )
0

: Alk+1) [;(k+1)

0

Nachn — 1 Eliminationsschritten liegt somit ein gestaffeltes Gleichungssystem (2.3)
Rr=¢, R=A"  ¢=p"

VOor.

Pivotstrategie

Das Elemennﬁ’,?, das in Schritt 1 bestimmt wird, heiBPivotelementTheoretisch kann

man bei der Pivotsuche jede%? # 0 als Pivotelement @hlen. Die Wahl kleiner Pivotele-
mente kann aber zu einer dramatischen \&kstng von Rundungsfehleriitiren. Gewhn-

lich trifft man daher die Wahl von'*) durch

Spaltenpivotsuche: Wahlek < r < n mit [al)| = max [a{}].
rk k<i<n ik

Hierbei sollten die Zeilen vorl "equilibriert” sein, also ihre Normen dieselbe §&enord-
nung haben.

2.2.3 Praktische Implementierung des Gaul3-Verfahrens

Bei der Realisierung auf einem Rechner speichert man in der Regel auch die verwende-
ten Multiplikatorenl;,. Wir werden sehen, dass dann das Gaul3sche Eliminationsverfahren
"gratis” eine Dreieckszerlegung odéRR-Zerlegung vorA der Form

(2.6) LR = PA
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liefert. Hierbei istkR € R™" die obere Dreiecksmatrix (2.4) aus (2.8)c R™" eine untere
Dreiecksmatrix der Form

1 0
l21 1

(2.7) L= lsn Il 1 ,
lnl e ln,nfl 1

und P einePermutationsmatrixdie lediglich die Zeilen vom permutiert.

Wir erhalten die folgende Implementierung des Gaul3-Verfahrens mit Spaltenpivotsuche:

Algorithmus 1 Gaul3sches Eliminationsverfahren mit Spaltenpivotsuche
Setzg AW v(M) = (A, b) und L) = 0 € R™™.

Furk=1,2,...,n—1:
1. Spaltenpivotsuche:Bestimme: < r < n mit

(k) _ (k)
|ay,| = Igfglmik -
Falls o'*) = 0: STOP,A ist singukr.
Vertausche die Zeilenundk von (A® 5*)) und vonL*). Das Ergebnis sei formal
mit (A®) b)), L¥) bezeichnet.
(k)

2. Elimination: Subtrahiereiir : = k + 1,...,n dasl;,-fache,l;, = % der k-ten
kK

Zeile von(A™® p*)) von deri-ten Zeile undiige die Multiplikatorerl;;, in L) ein.
Das Ergebnis sei formal mitd+1)_ p(=+1)) und L*+1) pezeichnet.

Im Detail: Initialisiere (A®+1D p+1)) .= (AR p*)y - [E+) .= LK),
Far:=k+1,...,n;

o=
Qg
A CRC)
aEZH) =0,
15+ = 1, (Multiplikator speichern).

Farj=k+1,...,n:
/ (k1) _ o) _ g =(b)
Qij -~ = Qi likOyy

Ergebnis: R := A™, ¢ := b, L := I + L™ mit der Einheitsmatri¥ € R"".
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Bei elner Implementierung auf dem Rechner kann nigurdie Spelcherung allet®) | p(*),
A® b*) die Felder verwenden, in dengrundb gespeichert waret.®*) kann man anstelle
der enstehenden Nullen im strikten unteren Dreieck platzsparend speichern.

Bemerkung: Der Rechenaufwand ist’ /3 — n/3 an elementaren Rechenoperationen, falls
nicht zu@tzlich eine spezielle Besetztheitsstruktur vorliégt.

Matrixdarstellung der Eliminationsschritte

Formal BRt sich detUbergang(A® b*)) — (A®) p*)) — (AE+D p(¢+1)) durch Multi-
plikation mit Matrizen darstellen. Taishlich gilt

mit derelementaren Permutationsmatfmertausche Zeilé undr der Einheitsmatrix)

1
1
k — 0 1
1
(2.8) P, =
1
r— 1 0
1
und derelementaren Eliminationsmatrix
1 0
(2.9) L= 1
' g ~lpy1 e 1
0 .
—lk 0 1
Man prift leicht, dassP,, L, invertierbar sind mit
1 0
(2.10) plop, L= 1
' K b k I 1
0 .
Lok 0 1
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Also ist A&tD = 1, P. A®) wieder invertierbar und der Eliminationsschritt liefert, wie wir
uns schoruberlegt haben, die Struktur

7”11 DEREEY le DEREY rln
0
(k+1) _ Tkk s Tkn
(2.11) A ;
: A(kJrl)
0

Beispiel 2.2.1 Betrachte das Beispiel

1 2 -1 2
2 =2 4 |lzxz= 10
2 1 -2 -2
Dies liefert
1 2 -1 2 2 =2 41 10
2 =2 41 10 — 1 2 -1 2
2 1 -2 =2 2 1 -2 =2

1 ,
—(5)-Zelle1 2 =2 4] 10

— = 0 3 -3| -3
=l21 . _
—( 1 )-Zeilel 0 3 —6]-12
~
=l31
2 =2 4110
— . 0 3 —-3|-3
-~ _zeile2 \ 4 _3|_g

Vollstandige Pivotsuche

Anstelle der Spaltenpivotsuche kann man auolistandige Pivotsucheurchiihren, bei
der man die Pivotsuche nicht auf die erste Spalte bas&hrSchritt 1 in Algorithmus 1 ist
dann wie folgt zu modifizieren:

Algorithmus 2 Gaul3sches Eliminationsverfahren mit vollséndiger PivotsucheAlgo-
rithmus 1 mit folgender Modifikation von Schritt 1:

1.” Vollstandige PivotsucheBestimmeé: < r < n, k < s < n mit

()| — (k)
lays’| = max la;;7].
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Falls o!¥) = 0: STOP,A ist singuér.

Vertausche die Zeilenundk sowie die Spalterundk von(A®, 5(*)) und vonL®.
Das Ergebnis sei formal mitA® (), L(*) bezeichnet.

Achtung: Bei jeder Spaltenvertauschungissen die Komponenten vanentsprechend
umnumeriert werden, d.h. nacldgen von (2.3) iassen die Komponenten des Ergebnis-
vektorsz zurickgetauscht werden. Jeder Eliminationsschritt lautet in Matrixschreibweise

(ARD p8D) = L, P (AP Qy, b))

mit einer zuatzlichen elementaren Permutationsmatiixdie Spaltenvertauschung.

In der Regel wird vollsindige Pivotsuche nur bei "fast singuén” Matrizen angewandt,
um den Rundungsfehlerinfluf minimal zu halten.

Wir wollen nun folgendes zeigen.
Satz 2.2.2Es seiA € R™" nichtsinguér. Dann gilt:

i) Das Gaul3sche Eliminationsverfahren mit Spaltenpivotsuche aus Algorithmus 1 ist
durchiuhrbar und liefert eine obere Dreiecksmatrixund eine rechte Seitg so dass
Rx = cund Az = b dieselbe bBsung besitzen.

i) Das Gauf3sche Eliminationsverfahren mit vaistliger Pivotsuche aus Algorithmus
2 ist ebenfalls durclithrbar. Bezeichne® = Q, - - - Q,,_; die durchgeifihrte Spalten-
permutation, dann habeRy = ¢ und Az = b mitz = Qy dieselbe Bsung.

Beweis Wir betrachten nur Algorithmus 1, der Fall volisidiger Pivotsuche ist dann
offensichtlich. Wir zeigen durch vollghdige Induktion, dassif £ = 0,...,n — 1 die
Matrizen A%*+1) jeweils nichtsinguir von der Form sind

i o T | T'1in
0
(k+1) _ Tkk | " Tkn
(2.11) A 0
LAY
0

und dassA* Yz = p(k+1) dieselbe Bsung hat wiedz = b.

Fur & = 0 ist das wegem = A undb® = b klar. Sei nun bereits bekannt, dass die
Behauptungiir £ — 1 richtig ist. Nun liefert (2.11)

0 7& det(A(k)) =T Tek-1k-1 det(fl(k))
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und somit ist aucki®) invertierbar. Daher ist die Spaltenpivotsuche erfolgreich. Der Elimi-
nationsschrittaRt sich schreiben al$*+?) = 1, P, A® p+1) = [, P.b* und liefert nach
unseren Vdiberlegungen die Form (2.11). Da P, invertierbar ist, bleibt die btsungsmen-

ge unveandert. O

2.2.4 Gewinnung einer Dreieckszerlegung

Wir zeigen nun, dass dann das Gauf3sche Eliminationsverfahren eine Dreieckszerlegung
oder L R-Zerlegung vonA der Form

(2.6) LR = PAQ

liefert. Hierbei istR € R™" die obere Dreiecksmatrix (2.4) aus (2.B)¢ R™" eine untere
Dreiecksmatrix der Form

1 0
l21 1

(2.7) L= lan lp 1 ,
an e ln,nfl 1

und P, ) sind Permutationsmatrizefir die durchgdihrten Zeilen- bzw. Spaltenvertau-
schungen@ = I bei Spaltenpivotsuche).

Bemerkung: Eine Dreieckszerlegung (2.6) ist sehitzlich, wenn man (2.1)ir mehrere
rechte Seitendsen will. Tat&chlich gilt

Ar=b <= PAQy=Pb, x=Qy <= L Ry =Pb, x=0Qy.
7
Man erfalt nunz durch folgende Schritte:
Vorw arts-Rickwartssubstitution fr Dreieckszerlegung:
LoseLz = Pbnachz durch Vorwartssubstitution geafd Satz 2.2.1.

LOseRy = z nachy durch Rickwartssubstitution ge&éf? Satz 2.2.1.
Losung:z = Qy.

Liegt also die Dreieckszerlegung vor, dann kann (2it)éde rechte Seite i®(n?) Ope-
rationen berechnet werden.

Wir haben bereits festgestellt, dass jeder Schritt des Gauf3schen Eliminationsverfahrens mit
Spaltenpivotsuche (Algorithmus 1) geschrieben werden kann als

(AFD D) = L P(A®), p0)
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mit der Permutationsmatri®¥, aus (2.8) und der elementaren Eliminationsmalrjxaus
(2.9). Ist nunA € R™" nichtsinguér dann gilt nach Durclihrung des Gaul3schen Algo-
rithmus

R=A" =1L, P, ---LPA.

Multiplikation mit
(Ly_yPy_y---LyP) =P 'Lyt PO LTY

ergibt wegen?, ' = P,
A=PL{'-- P, LY R

Sind im Eliminationsverfahren keine Zeilenvertauschungiigndann erhalten wir
A=L'- L' R=LR.

und man rechnet mit (2.10) leicht nach, dass gilt

1 0
lhy 1

L:Ll_lL;ilz l31 l32 1 :]+L(n)
lnl e ln,nfl 1

Mit den vom Gaul3-Verfahren gelieferten Matrizérund R gilt also ohne Pivotsuche
A=LR.

Allgemein gilt der folgende Satz.
Satz 2.2.3Es seiA € R™" nichtsinguér. Dann gilt:

i) Das Gaul3sche Eliminationsverfahren aus Algorithmus 1 liefert eine untere Dreiecks-
matrix L der Form(2.7) und eine obere Dreiecksmatrix mit

LR = PA.

HierbeiistP = P,_; - - - P, eine Permutationsmatrix, wobei jeweis die Permuta-
tionsmatrix fir die Zeilenvertauschung idten Schritt ist.

i) Algorithmus 2 liefert eine Dreieckszerlegung
LR = PAQ

Hierbei ist P wie eben und) = @, - - - ,,_1, wobei jeweils),. die Permutationsma-
trix fur die Spaltenvertauschung ikaten Schritt ist.
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Beweis Finden keine Zeilenvertauschungen statt, dann haben wir die Behauptung bereits

gezeigt.

FUr Interessierte: Der allgemeine Fall ist etwas technisch. Sefze= L' — I. Man piuft
leicht die Qultigkeit der Formel

Li'Pi = B(PCy+ 1), i>Fk
Dies ergibt
PlLfl"'Pn—lLT_Lil - Pl"'Pn—l(Pn—l"'P2CI —i—])”-(Pn_lCn_Q—i-I)L;El = P_IL,

wobei die Faktoren )
Ly=Po 1+ PO+ 1

ausL; ' durch Permutation der Eiritgel,;, entstehen, die sich aus den nachfolgenden Pivot-
schritten ergeben. Dieselben Eigel;, werden vom GauR-Verfahren fif*+! eingetragen
und bis zum Ergebnig(™ genauso vertauscht.

Algorithmus 2 ist nichts anderes als Algorithmus 1 angewendetguf O

Es gibt einige wichtige Teilklassen von Matrizen, bei denen auf die Pivotsuche verzichtet
werden kann:

Matrizenklassen, die keine Pivotsuche erfordern
o A = AT ist symmetrisch posititv definit, also
vTAr >0 VaeR"\{0}.

Wir gehen hierauf noch ein.

e A ist strikt diagonaldominant, d.h.

n

|aii’>Z|aij|7 i:17...,n,
j=1
i#i
sieheUbung.

e A ist M-Matrix, d.h. es gilt

(077 >0, z'zl,...,n,
ai; < 0, i #
D YA — D), D=diag(ay,...,a,,) hatlauter Eigenwerte vom Betrag1.
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Nach Satz 2.2.3 gibt esif eine invertierbare Matrixd immer eine Permutationsmatrix,
so dass eine Dreieckszerlegung
LR =PA

mit L, R der Form (2.7), (2.4) existiert. Tatshlich sindL, R eindeutig bestimmt:

Satz 2.2.4Sei A € R™" invertierbar und seilP € R™" eine Permutationsmatrix, so dass
eine Dreieckszerlegun@.6) mit L, R der Form(2.7), (2.4) existiert. Dann sindL und R
eindeutig bestimmt.

Beweis Fur Interessierte: Die Beziehung.RR = B liefert die folgendem? Gleichungen
fur dien? unbekannten Einfge inL und R

min(z,5)

bij = Z Lkrk;, (Li=1).
k=1

Hieraus lassen sichy, undr;; zum Beispiel in folgender Reihenfolge berechnen:

1
|3 ]
5

2.2.5 Das Cholesky-Verfahren

Fur allgemeine invertierbare Matrizen kann das Gaul3-Verfahren ohne Pivotsuche zusam-
menbrechen und wir werden sehen, dass auch ausden der numerischen Stalalieine
Pivotsuche ratsam istiiF die wichtige Klasse der positiv definiten Matrizen ist jedoch das
Gaul3-Verfahren immer ohne Pivotsuche numerisch stabil diindbér.

Definition 2.2.5 Eine reelle MatrixA € R™" heil3t positiv definit, falls gilt
A=AT 2TAz >0 VzeR"\ {0}
und positiv semi-definit, falls gilt
A=A, 2TAz >0 VaeR"™
Allgemeiner heil3t eine komplexe Matrxe C™" positiv definit, falls gilt

A=A" 2HAz>0 VYzeCm\ {0}
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und positiv semi-definit, falls gilt

A=A" HAx>0 VzeC™

Positiv definite Matrizen treten sehr oft in Anwendungen auf, etwa bei der numerischen
Losung von elliptischen (z.B. Laplace-Gleichung) und parabolischen (zaBrnéleitungs-
gleichung) partiellen Differentialgleichungen.

Satz 2.2.6 Fur eine positiv definite Matrix4 existiert A=! und ist wieder positiv definit.
Zudem gilt: Alle Eigenwerte sind positiv, alle Hauptuntermatrizen = (a;;)x<i j<i, 1 <
k <1 < n sind wieder positiv definit und alle Hauptminoréet(Ay,;) sind positiv.

Beweis ElementardJbung aus der linearen Algebra. Siehe z.B. Stoer [StoH4].

Eine effiziente Variante des Gaul3schen Verfahréan&feichungssysteme mit positiv defi-
niter Matrix wurde von Cholesky angegeben. Das Cholesky-Verfahren beruht auf der fol-
genden Beobachtung

Satz 2.2.7Es seiA € R™" positiv definit. Dann gibt es genau eine untere Dreieckmdirix
mit positiven Diagonaleintigenl;; > 0, so dass

LLT = A (Cholesky-Zerlegung)
Ferner besitztA eine eindeutige Dreieckszerlegung
LR = A,

wobeiL = LD~ ', R = DL mit D = diag (l11,...,l.). Sie wird vom GauR-Verfahren
ohne Pivotsuche geliefert wird.

Der Beweis kann durch vol@hdige Induktion nach erfolgen, wir wollen ihn aber nicht
austihren.

Die Cholesky-Zerlegung L™ = A berechnet man durch Adfien de”>"!) Gleichungen
(aus Symmetriegmden muss nur das untere Dreieck mit Diagonale betrachtet werden)

J
2.12 a;; =Y lly, forj<i, i=1,... n
( j j J

k=1

Man kann hieraus die Elemente varspaltenweise in der Reihenfolge

llla--'7lnlal227-"aln27-"alnn
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berechnen. & die erste Spalte voh (setzej = 1) ergibt sich

2
[ lll? aISO 111 = £/ a11
an = lil1,also I = a1 /lis.

Sukzessives Aufisen nacli;;, ¢ = j, ..., n liefert den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 3 Cholesky-Verfahren zur Berechnung der ZerlegungLL? = A
Farj=1,...,n

Fari=75+1,...,n:

I S i il
iJ I

Ji
Bemerkung: Das Cholesky-Verfahren hat einige scie Eigenschaften:
e Dadas Cholesky-Verfahren die Symmetrie ausnutzthbgies neben Quadratwur-

zeln nur noch cas® /6 Operationen. Dies ist etwa diedte der beim GauR-Verfahren
berbtigten Operationen.

e Aus (2.12) folgt
|lij’§\/aii> jSZ, Z:L,?’L
Die Elemente der Matrix. konnen daher nicht zu grol3 werden. Dies ist ein wesent-
licher Grund @ir die numerische Stabiéit des Cholesky-Verfahrens.

e Das Cholesky-Verfahren ist die effizienteste allgemeine Testmethode auf positive De-
finitheit. Man muss hierbei Algorithmus 3 nur wie folgt erweitern:

j—1
a=a;—Y I Falls a < 0: STOP,A nicht positiv definit.
k=1

Sonst setzé;; = /a.

2.3 Fehlerabscltzungen und Rundungsfehlereinflufl3

Bei der Beschreibung der direkten Verfahren zasung von Gleichungssystemen sind

wir bisher davon ausgegangen, dass alle Ausgangsdaten exakt vorliegen und die Rechnung
ohne Rundungsfehler durchgéft wird. Dies ist jedoch unrealistisch, denn insbesondere

bei groRen Systemerbknen Rundungsfehler die Rechnung erheblich beeinflussen.
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2.3.1 Fehlerabschtzungen fir gestorte Gleichungssysteme

Wir studieren zuachst, wie stark sich diedsung eines linearen Gleichungssystems bei
Storung von Matrix und rechter Seigndert. Vorgelegt sei ein lineares Gleichungssystem

und ein gedirtes System

mit AA und Ab "klein”.
Frage: Wie klein istz — 27

Diese Fragestellung ist vond@pster praktischer Bedeutung. Es stellt sich heraus, dass die
sogenannte Kondition einer Matrix dieserd®&tinfluss beschreibt.

Zur Messung vorx — Z, Ab und A A berdtigen wir einen "langenbegriff” fir Vektoren
und Matrizen.

Definition 2.3.1 Eine VektornormaufR" ist eine Abbildung: € R™ — ||z|| € [0, co[ mit
folgenden Eigenschaften:

a) [|z|| = 0 nur fur z = 0.
b) ||azx| = |a|||z| furalle « € R und allez € R".

c) ||z +y| < |lz|| + ||ly| furalle z,y € R* (Dreiecksungleichung).

Nun sollen auchMatrix-Normeneingefihrt werden. Sei hierzl} - || eine beliebige Norm
aufR™. Dann lonnen wir aufR™" eine zugelirige Matrix-Norm definieren durch

A
(2.13) JAl == sup | Az]| = sup 1271
2] =1 220 |||

fur A € R™". Sie heif3t die durch digektornorm|| - || indizierte Matrix-Norm

Sie hat wiederum die Eigenschaften

Al = 0 nurfar A = 0.
|oA|| = |e| ||A|| fur allec € R und alleA € R™™.

|A+ Bl <|A] + || B] furalleA, B € R™™ (Dreiecksungleichung).

Zusatzlich sichert (2.13) dieirtzlichen Ungleichungen
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|Az|| < ||All||lx|| fur allex € R™ und alleA € R™™ (Vertraglichkeitsbedingung)
|AB|| < ||A|l||B]| fur alle A, B € R™" (Submultiplikativit).

Beispiele:

|z]l, = VaTz induziert || All, = v/ Anaz (AT A)

n

n
[, =) |z;| induziert [|A], = ]gaxnz la;;|  (Spaltensummennorm)

=1 i=1
n

|z||,, = max |z;| induziert ||A]|_ = max E la;;]  (Zeilensummennorm)
i=1,...,n i=1,...,n & 7
J:

Wir sind nun in der Lage, die bereits gitnte Kondition einer Matrix einzuhren.

Definition 2.3.2 SeiA € R™" invertierbar und sej| - || eine induzierte Matrixnorm. Dann
heil3t die Zahl
cond A) = ||| A~

die Konditionvon A bediglich der Matrixnorm.
Man kann nun folgendes zeigen.

Satz 2.3.3(Storeinfluss von Matrix und rechter Seite)
SeiA € R™" invertierbar,b, Ab € R", b # 0 und AA € R™" mit [|[AA] < 1/[|A7Y
mit einer beliebigen durch eine Norfn || auf R” induzierten Matrixnorni| - ||. Ist = die
Losung von

Axr =b

undz die Losung von
(A+ AA)Z =b+ Ab,

dann gilt

|17 — =l _ cond 4) <HAA|| N IIAbH)
[zl = 1 —cond A)[[AA[/IIAL N\ [[Al - [le]

Beweis Wir betrachten der Einfachheit halber nur den Zall = 0. Dann liefert Sub-
traktion der gesirten und ungesétten Gleichung

A(Z — ) = Ab,

also
|2 — x| = [|A~ Ab|| < [|A7H]]|Ab|.
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Wegen|[b]| = [[Ax[| < [[A]f[|l=]| folgt 1/][z[| < [[A]|/[|b]| und somit

B Ab
< Al 1||%.

12 — ]
]

O

Die Kondition bestimmt also die Sensitigitbeziglich Sbrungen von Matrix und rechter
Seite.

2.3.2 Rundungsfehlereinflul3 beim Gaul3-Verfahren

Auf einem Rechner wird eine Zakl 0 nach IEEE-Standard dargestellt in der Form
+la1 00 ... -2 o €{0,1},0€ {b_,... b},

z.B. bei der heutéblichen doppelten Genauigkeit
t = 53 (ca. 15 Dezimalstellen))_ = —1022, b, = 1024.

Alle elementaren Rechenoperationen sind nach IEEE-Standard so zu implementieren, dass
das Ergebnis der Operation das gerundete exakte Ergebnis ist, ausser bei Expdbenten-
oder Unterlauf. Bezeichnen wir mit,, —,, usw. die Rechenoperationen auf einem Rech-
ner, dann gilt also z.B.
T +qy =rdz +y).
Hierbei rundet rd zur &chstgelegenen Gleitpunktzahl. Es diit tlen relativen Fehler
—rd . L

w <27'=:eps eps: Maschinengenauigkeit.

T

Somit gilt bei jeder Rechenoperatiop € {+,, —4, %4, /4}

T o,y = (xoy)(1+4¢), |e] <eps

Rundungsfehleranalyse fir das Gaul3-Verfahren

Durch eine elementare aber aufwendige Alddzang der beim Gaul3-Verfahren auftreten-
den Rundungsfehlervegskung erialt man folgendes Resultat.

Satz 2.3.4SeiA € R™" invertierbar. Wendet man das Gaul3-Verfahren auf einem Rechner
mit Maschinengenauigkeit eps mit einer Pivot-Technik an,|idie < 1 sicherstellt (z.B.
Spaltenpivotsuche oder totale Pivotsuche), dann errechnet/ma&mit

eps
1—eps

LR=PAQ+F, |fy|<2ja
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Hierbei sindP, ) die aus der Pivotsuche resultierenden Permutationen und

(h))
g 1

(2.14) a= ml?xdk, ar = max |a
/L?J

Berechnet man mit Hilfe voh, R durch Vorvarts- und Rickwartssubstitution eine &he-
rungsbsungz von Az = b, dann existiert eine Matri¥, mit

2(n+1)eps, - - 2(n+1)eps _
Ant Deps, ;) pny < Hnt Deps

A+E)x=b L <
(A+E)z=b, ley| < 1 — neps 1 — neps

Hierbei bezeichnetL| = (|1;;]), |R| = (|74])-

Beweis Siehe Stoer [St94]0

Bemerkung: Mit Satz 2.3.3 kann man nun auch den relativen Fehler @rekunggisung
7 absclatzen.O

EinfluR der Pivot-Strategie

Die Grol3e vora in (2.14) angt von der Pivotstrategie ab. Man kann folgendes zeigen:

e Spaltenpivotsuche:a, < 2* max; ; |a;;|.

Diese Schranke kann erreicht werden, ist aber in der Regel viel zu pessimistisch. In
der Praxis tritt fast immeg;, < 10 max; ; |a;;| auf.

e Spaltenpivotsuche bei Tridiagonalmatrizen:a;, < 2max; ; |a;]|.

e \olistandige Pivotsuchen;, < f(k) max;; |a;;|, f(k) = k/2(213Y/2. .. g/ (:=1))1/2,

f(n) wachst recht langsam. Es ist bislang kein Beispielapit- (k + 1) max; ; |a;;|
entdeckt worden.



Kapitel 3

Lineare Gleichungssysteme: Iterative
Verfahren

Wir hatten in Kapitel 2 direkte Verfahren zurdkung eines linearen Gleichungssystems
betrachtet. In mancheraffen sind jedoch iterative Verfahren vorzuziehen. Dies trifft inbe-
sondere auf gewisse sehr grol3e Gleichungssystemaimitlaesetzter Koeffizientenmatrix

zu (d.h. der Anteil der Nichtnullen in der Koeffizientenmatrix ist klein). Die Anwendung
direkter Verfahreniihrt dann meist zu viel wenigeiidn besetzten Faktoren in der Drei-
eckszerlegung. Durch geeignete Datenstrukturen kann hingégém einem Rechenauf-
wandO(Zahl der Nichtnullen berechnet werden. Dies macht iterative Verfahren attraktiv,
die im Wesentlichen nur Produkiéy berbtigen. Grol3e dnn besetzte Matrizen treten z.B.

bei der Diskretisierung von Randwert- und Anfangsrandwertproblemen partieller Differen-
tialgleichungen auf. In diesem Fall ist die Koeffizientenmatrix oft symmetrisch und positiv
definit oder eine M-Matrix. Wir werden sehen, dass sich solche Systeme sehr effizient durch
iterative Verfahrendsen lassen, solange man keine zu hohe Anforderung an die Genauig-
keit der Losung stellt. Dies ist aber oft der Fall, da das Gleichungssystem selbst nur eine
Approximation der ta@chlichen Bsung eines Randwertproblems etc. liefert und nur mit
einer der Approximationsge vergleichbaren Genauigkeit gst werden muss.

3.1 Konstruktion von lterationsverfahren

3.1.1 Einfihrung

Wir betrachten wieder das reelle lineare Gleichungssystem

(3.1) Az =b

23
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mit A € R™»", b € R™. Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dagssnvertierbar ist. Dann
hat (3.1) die eindeutigedsung
7= A"1b.

Zur Losung von (3.1) betrachten wir Iterationsverfahren der Form
c* D) = p(z®)), k=0,1,...

mit einem Startpunkt(® € R”. FiIr eine beliebige nichtsingaite Matrix B € R™" ertalt
man solche Iterationsvorschriften aus der Gleichung

Br+(A—B)x=0b, also Bx=(B—-A)x+1b
indem man setzt
(3.2) Bz*Y = (B — A)z® 4+,
Auflosen nachk*+1) ergibt dann
(3.3) g® ) = 2™ _ B (Az®™ —b) = (I — B7'A)2® + B~1p =: & (2 ).
Offensichtlich ist die Ibsungz von (3.1) der einzige Fixpunkt von (3.3), es gilt also
(3.4) v=(I—-B'A)z+B "

genau @ir = z. Die Differenz von (3.3) und (3.4) zeigt, dass der Fehléf = 2*) — z
die Iterationsvorschrift eiilt

rHD — (1 — B7LA)r®).
Insbesondere folgiii jede Vektornorm| - || mit induzierter Matrixnorm| - ||
(3.5) Ir D < 17 = BTA|[[Ir ]

Jede Wahl einer invertierbaren Matixfuhrt auf ein nbgliches Iterationsverfahren (3.3).
Es wird umso brauchbarer sein, je besser es die folgenden Eigenschditin erf

a) Die Gleichung (3.2) ist leicht nacH**") auflosbar.
b) Fur eine induzierte Matrixnorm sollt¢/ — B~' A|| kleiner 1 und nibglichst klein
sein.
Forderung a)df3t sich sicherstellen, weris z.B. eine Diagonal- oder Dreiecksmatrix ist.
b) wird umso besser dilit sein, je genaueB und A Ubereinstimmen.

Bevor wir die Konvergenztheorie eines Iterationsverfahrens (3.3) untersuchen, geben wir
noch einige wichtige Verfahren an.
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3.1.2 Wichtige Iterationsverfahren

Zur einfachen Beschreibung von Iterationsverfahren verwenden wir folgende Standardzer-
legung vonA

A=D—-L-U
mit
aiy 0 0 0
D= , L=—| ™ ,
0 Qpn Ap1 *° Anpn—1 0
0 am A1n
U=-—
: Ap—1,n

Wir gehen im Folgenden davon aus, dasgwertierbar ist (also alle Diagonaleiatye von
A nicht verschwinden). Dies ist z.B. bei positiv definiten oder strikt diagonaldominanten
Matrizen sowie iir M-Matrizen der Fall.

Jacobi-Verfahren

Beim GesamtschrittverfahrenderJacobi-Verfahrerverwendet man
B:=D.

Man erfalt also mit (3.2) die Iterationsvorschrift

(3.6) D) = (L + U)z® +b.

Komponentenweise ergibt sich somit

n

(1) _ 1 () . _
€, —a—“ bi—Zaijxj s 7/—1,...,7’1,, k—O,l,
7j=1
J#i
Bemerkung: Die Komponenter:rg“l) kdnnen unabangig voneinander berechnet werden.
Das Jacobi-Verfahren (3.6&t sich also effizent auf einem Parallelrechner implementie-
ren.0
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Gaul3-Seidel-Verfahren

Beim Gaul’-SeideloderEinzelschrittverfahremvahlt man tir B das untere Dreieck voA
mit Diagonale, also
B=D-L.

Man erfalt so fr (3.2) die Iteration
(D — L)z®+Y = Uz® 4+,
Um D — L nicht invertieren zu riassen, rechnet man mit der bequemeren Form
g* ) = DY La* ) 4 Uz®) 4 p)
und komponentenweise

1
x§k+1>:;<bi_zw 2 =3 aya ) i=1,...,n, k=01,....

J<i 7>

SOR-Verfahren

Beim SOR-Verfahren (successive overrelaxatimahlt man

1
B=—(D—-wlL), 0<w<2.
w

Nach Multiplikation mitw erhalt man die Vorschrift
(D —wL)z®™*) = (1 = w)D + wl)z® + wb
mit 0 < w < 2. Hieraus ergibt sich
g* ) = (1 —w)a® 4 wD Y (La® V) + Uz® 1),
also komponentenweise

(k+1) _ (k) 1 (k) (k+1)
x; —(1— ) +wa—” (bi—Zaijxj —Z(IZ] J >

j>1 1<

= (1 —w)a® + wal D i=1,...,n, k=0,1,....

1,Einzelschritt
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3.2 Konvergenzresultate dir Iterationsverfahren

Wir betrachten Iterationsverfahren der Form (3.3). Wir ddegen zurchst die folgende
Definition.

Definition 3.2.1 Das Verfahren(3.3) heiRtkonvergent falls es @ir jeden Startpunk:(®
eine Folge(x™*)) erzeugt mitim;_.., *) = z mit der eindeutigen &sungz von(3.1).

Um die Konvergenzeigenschaften des Verfahrens (3.3) zu untersuchen, ist der Spektralra-
dius der Iterationsmatrix — B~! A entscheidend.

Definition 3.2.2 SeiA € R™" beliebig mit Eigenwerten;(A) € C,i = 1,...,n (mitihren
Vielfachheiten ge#lt). Dann ist defSpektralradiug(A) der Matrix A definiert durch

p(A) = max [A;(A)].

1<i<n
Es gilt folgender Satz.

Satz 3.2.3 i) Das Verfahren3.3)ist genau dann konvergent, wenn gilt
p(I —B'A) < 1.
i) Das Verfahren(3.3) ist insbesondere konvergent, wenn mit einer induzierten Ma-

trixnorm || - || gilt
|11 — B Al < 1.

Fur einen Teil des Beweises hitigen wir das folgende wichtige Resultat.
Satz 3.2.4Es seiA € R™" beliebig. Dann gilt:

i) Furjedess > 0 existiert eine Vektornorm, so dass mit der induzierten Matrix-Norm

|- [I gilt
[A]l < p(A) +e.

ii) Furjede von einer Vektornorm induzierte Matrix-Nofim|| gilt

p(A) < [|A]-

Beweis zui): Siehe z.B. Stoer und Bulirsch [SB90] odairfig und Spellucci [TS88].

zu ii): A hat einen Eigenwent mit |\| = p(A). Istv ein zugeldriger Eigenvektor, dann gilt

JA] = max || Az]| > HAL ] _ HAL
Tl = 1Mol

llz]|=1

=
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O
Beweis (von Satz 3.2.3) Wir setzefd = [ — B~ A.

zu i): "Konvergenz=> p(G) < 1": Es existiert ein Eigenwerk von G mit |\| = p(G). Sei
v ein zugeldriger Eigenvektor, also # 0 mit

Gv = .
Mit dem Startpunkt:(®) = z + v gilt dann fir den Fehler®) = z*) — 7
0=y, ¢l =Gr® = Gktly = Ny,

7

Da das Verfahren konvergent ist, dilin;_... 7*) = 0. Dies erfordertim;_.., \* = 0, also
Al < 1.

"p(G) < 1 = Konvergenz”: Wir findere > 0 mit i := p(G) + ¢ < 1. Nach Satz 3.2.4,
i) existiert eine induzierte Matrixnorm- || mit |G|| < p(G) + e = p < 1. Fur den Fehler
gilt also

[r D) = IGr O < G < ullr @,

und das ergibir®|| < p*||r@] — 0 firk — oo.
zu ii): Nach Satz 3.2.4, ii) gilt dann

p(G) <[IG] <1
und die Konvergenz folgt aus i)J

Wir wenden dieses Resultat zaohst auf das Jacobi-Verfahren an. DanBist D, also
I—B'A=1-D"'"A=D"Y(L+U).
Dann gilt fur die Zeilensummennorp- ||

|ai

o ag
J#

p ’au‘| v |<lz'z"

Wir erhalten unmittelbar den ersten Teil des folgenden Satzes. Der zweite Teil ergibt sich
fur die Spaltensummennorid — B~ A||, anstelle|l — B~ 4| .

Satz 3.2.5 i) (Starkes Zeilensummenkriterium). Das Jacobi-Verfahren ist konvergent,
wennA strikt diagonaldominant ist.

ii) (Starkes Spaltensummenkriterium). Das Jacobi-Verfahren ist konvergent, Afenn
strikt diagonaldominant ist.

i) Ist A strikt diagonaldominant, dann ist auch das Gaul3-Seidel-Verfahren und das
SOR-Verfahrenifr 0 < w < 1 konvergent.
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Beweis zui): Ist A strikt diagonaldominant, dann folgt aus (3.7) sofpft- B~ A|| <
1, und somit ist das Jacobi-Verfahren konvergent nach Satz 3.2.3, ii).

zu ii): Ist A strikt diagonaldominant, dann folgt analpg — B~ AJ|, < 1.
zu ii): Siehe z.B. Brnig und Spellucci [TS88]0

Man kann dies noch versatfen fir irreduzible Matrizen:

Definition 3.2.6 Eine Matrix A € R™" heil3treduzibe] falls es eine Permutationsmatrix

gibt mit
Bu B
T o 11 12
PTAP = ( o B )

mit quadratischen Matrize®,; € RP?, By, e R, p+g=mn,p > 0,q > 0.

Ist dies nicht der Fall, dann heil34 irreduzibel A heil3tirreduzibel-diagonaldominant
wennA irreduzibel und diagonaldominant ist und es eigibt mit

Jasi] > ) lag].

J#i
Satz 3.2.7 Satz 3.2.5 gilt auch, fallgl irreduzibel-diagonaldominant ist.

Bisher haben wiriir das SOR-Verfahren nur Konvergenzresultate im Faft w < 1,
wobeiw = 1 in der Praxis die schnellste Konvergenz liefert. Interessant ist also eigentlich
der Falll < w < 2 (overrelaxation).

Wir erinnern an die

Definition 3.2.8 A ist eine M-Matrix, wenn gilt
a; >0, 1=1,...,n, CLZJSO,Z#.]

und zudemp(D~'(L + U)) < 1 (d.h. das Jacobi-Verfahren ist konvergent).

M-Matrizen treten sehrdufig auf, z.B. bei vielen Diskretisierungen von Randwertproble-
men und Anfangsrandwertproblemeir partielle Differentialgleichungen.
Es gelten folgende wichtige Konvergeazze fir das SOR-Verfahren.

Satz 3.2.9(Varga) Ist A eine irreduzible M-Matrix, dann ist der Spektralradius der Ite-
rationsmatrix des SOR-Verfahrens

p((D—wL) ™ (1 -w)D+wl)) <1

und monoton fallend i < w < wg Mit einemw, > 1. Insbesondere konvergiert das
SOR-Verfahrenifr 0 < w < wy.
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Hierbei istw, leider unbekannt. Weiter gilt

Satz 3.2.10Es seid symmetrisch und positiv definit. Dann konvergiert das SOR-Verfahren
fur0 <w < 2.

Beweis Siehe z.B. Brnig und Spellucci [TS88]C

Zusatz: Fur konsistent geordnetdatrizen B3t sich der optimale Relaxationsparameigr
explizit angeben. Eine Matrid € R™" heif3tkonsistent geordnetenn die Eigenwerte der
Matrix

J(a) =D (aL +a 'U)

fur o # 0 nicht vona abhangen.

Ist Gsor(w) die Iterationsmatrix des SOR-Verfahrens uig = (I — D~'A) die des
Jacobi-Verfahrens, dann gilt zudem der Satz

Satz 3.2.11(Young,Varga)
Es seid € R™" symmetrisch, positiv definit und konsistent geordnet. Dann gilt

p(Gsor(wo)) < p(Gsor(w)) <1, 0<w<?2
mit
2

L+ /1= p(G))?

Fur Details verweisen wir aufdrnig und Spellucci [TS88], Stoer und Bulirsch [SB90].

Wy =



Kapitel 4

Interpolation

Gegeben sei eine Ansatzfunktidz; ao, . .., a,), z € R, die von Parametera,, . . . , a,, €
R abhangt. In diesem Kapitel besaftigen wir uns mit der folgenden

Interpolationsaufgabe: Zu gegebenen Paaren
(i,y:), i=0,...,n mitz;,,y; €R, x; #x;furi#j

sollen die Parameter, ..., a, SO bestimmt werden, dass die Interpolationsbedingungen

gelten
¢($i;a05"'7an):yi, Z:O,7TL

Die Paarg;, y;) werden alsStitzpunktebezeichnet.

4.1 Polynominterpolation

Hier verwendet man als Ansatzfunktion Polynome vom Gfau, also
pn(z) = ®(2500,...,0,) = ag+ a1z + ... + ax”.

Die Interpolationsaufgabe lautet dann: Finde ein Polyngia) vom Grad< n, das die
Interpolationsbedingungen étk

(4.1) pn(zi) =y, 1=0,...,n.

4.1.1 Interpolationsformel von Lagrange

Als einfachste bsung bietet sich folgendes Vorgehen an: Wir betrachten das

31
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Lagrangesche Interpolationspolynom

u . -
(4.2) Pn(x) = YiLin(x) mit L;,(z)= L.
0= L ukints) o =157
J#i

Die Lagrange-Polynome sind gerade so gkl dass gilt

1 fallsk =1
Lin T) = ,
’ () {0 sonsit.

Daher erilllt p,, in (4.2) die Interpolationsbedingungen (4.1). &atslich ist dies die einzige
Losung der Interpolationsaufgabe:

Satz 4.1.1Es gibt genau ein Polynom, (z) vom Grad< n, das die Interpolationsbedin-
gungen(4.1) erfullt, namlich (4.2).

Beweis Das Polynom (4.2) hat Grad n und erfillt (4.1). Gabe es eine weiteredisung
pn(z), dann istp, (z) — p,(x) ein Polynom vom Grae n mit n + 1 verschiedenen Null-
stellenzg, ..., z,, muss also identischsein. O

Bemerkung: (4.2) zeigt, dasg,, linear vony; abrangt.O

L0 n und L3 o n=5, &quidistante Stutzstellen auf [0,1]
1.5 T T T T T

-1 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fur theoretische Zwecke ist die Darstellung (4.2) von Lagrange dehlich. Es hat aber
den Nachteil, dass es bei Hinzunahme einétzstelle wllig neu berechnet werden muss.
In der Praxis ist die folgenddewtonsche Interpolationsforma&hgenehmer.
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4.1.2 Newtonsche Interpolationsformel

Wir wahlen als Ansatz dislewtonsche Darstellung

Pn(z) =70+ (2 —20) +72(2 — 20)(z —21) + ... + (@ — 20)(x —21) -+ (T — T1).

Einsetzen in (4.1) liefert nun

Yo = Yo
Y1 Y%
"=
T1 — o
Y2—Y1 _ Yi1—¥Yo
To—T1 T1—X0
’)/2 =

To — T

Man bezeichnef,, . .. := 7; als diei-tedividierte Differenzu den Siitzstellenz,, . . . , z;,
wobei fi.,] = Y0 = Yo-

Allgemein berechnen sich die dividierten Differenzen zu dénzStellenz, . . ., ;. Uber
die Rekursion

fa:1 ..... T; - f:c ..... z; .
(4.3) Swoewin) = [ - coetil it Jiz = Yi-

Man erhalt das

Newtonsche Interpolationspolynom

(4.4) pa(x) = Z%(w —xo) (T = Ti1), Vi = flwo,a]
i=0

mit den dividierten Differenzerf,, .. .,; aus (4.3).

77777

Begriindung: Furn = 0 ist die Darstellung klar. Sing,
iNxy,..., x4 bzw. z, ..., z; vom Grad< ¢, dann gilt

; die Interpolanten

777777777

(& —20)p1,..i41(2) + (Tig1 — T)Do,...i(T)

piy1(x) =

= il (x —xq) -+ - (x — ;) + Polynom vom Grad .
Ti+1 — Zo V( ; 4
=q;(x

Dader erste Summandin, . . ., z; verschwindet, gily; () = p;(x) wegen (4.1). Vergleich
mit (4.4) liefert (4.3).0

Wir erhalten also folgende Vorschrift zur Berechnung der Koeffizientea fi,,. . .,
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Berechnung der dividierten Differenzen:
Setzef[xj] =Y J = 0,...,n.
Berechneiirk =1,...,nundj =0,...,n — k:

f[% f[$j+1 ----- $j+k]_f[ﬂc.7' ----- x1+k—1].

Ljt+k = Ly

Wir erhalten also das Schema

o f[xo] = Yo~
f[xo,m]\
T f[xl] = y1< f[mo,m1,m2]
f ’
[z1,22]\,
X2 f[m] - y2/

4.1.3 Fehlerabschtzungen

Nimmt man an, dass die 8zwerte von einer Funktiofi : [a, b] — R heriihren, also

yZ:f(xl>7 1=0,...,n,

dann erhebt sich die Frage, wie gut das Interpolationspolympauf [a, b] mit f Uberein-
stimmt. Es gilt der folgende Satz:

Satz 4.1.2 Seif (n+1)-mal stetig differenzierbar, kurgz € C"([a, b]). Seienvy, ..., z, €
[a, b] verschiedene Punkte und ggidas eindeutige Interpolationspolynom vom Grad
zu den Sitzwerten(z;, f(x;)), i = 0,...,n. Dann existiert zu jedem € [a,b] €in¢, €
[a, b] mit

fUD(E,)

f(:L‘) —pn($) = (n + 1)|

(x —x0) -+ (. — xp).
Das Restglied der Interpolation hat also zwei Faktoren: Das sogen&notenpolynom

n

w(z) = H(a: — ;)

1=0

und den Faktor%;(ff). Durch Absclatzung beider Terme ergibt sich zum Beispiel fol-
gende Fehlerabséatrung.

Korollar 4.1.3 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1.2 gilt

max |f(z) — pa(2)| < max EARICo - lw(z)| < max [ARICO]

b—a n+1.
z€a,b] zelab] (n+ 1) zclad) ~ z€fad] (n+1)! ( )
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Achtung: Bei aquidistanter Wahl der 8tzpunkte, alsa; = a + ih, h = (b — a)/n, ist
nicht immer gewvahrleistet, dass gilt

lim f(z) — pn(x) =0 furallex € [a,b].

Zum Beispiel ist dieslr () = 7 auf[a, b] = [-5, 5] der Fall.O

Als Ausweg kann manm; als die sogTschebyscheff-Abszissgahlen, fir diemax, ) |w ()|
minimal wird: Wahl der

Tschebyscheffabszissen

b—a 29+ 1w b+a
4. p— _
(4.5) T 5 os<n+12)—|- 5

1=0,...,n.

liefert den minimalen Wertifr max,c, 4 |w ()|, namlich

. n+1
max |w(x)| = <b 5 a) 27",

z€la,b]

Beipiel: f(z) = IJ# auf [a,b] = [-5,5]. Wie bereits enaihnt, geht beaquidistanten
Stutzstellen der Fehlef(x) — p,,(x) furn — oo nicht an allen Stellen € [a, b] gegerD.

Interpolant bei aquidistanten Stitzstellen:

Interpolant von f(x)=1/(1+x%), n=10, 4quidistante Sttzstellen Interpolant von f(x)=1/(1-+x%), n=20, quidistante Stitzstellen
T T T T T T T T T T T T T

2
[

1
05

~05 L L L L L L L L L L L L L L L L
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 a 5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Interpolant bei Tschebyscheffstitzstellen:

Interpolant von f(x)=1/(1+x?), n=20, Tschebyscheffabszissen
T T T T T T T

Interpolant von f(x)=1/(1+x?), n=10, Tschebyscheffabszissen
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Allgemein sollte man in der Praxis nichtsehr grol3 vithlen, sondern besseiiskweise in
kleinen Intervallen vorgehen, siehe 4.2.

4.1.4 Anwendungen der Polynominterpolation
Wir geben eine Auswahl von Anwendungen tlie Polynominterpolation an:

1. Approximation einer Funktion auf einem Intervall: Wir haben gesehen, dass hier-
zu nichtaquidistante Sitzstellen sondern die Tschbyscheffabszisserapdwerden
sollten.

2. Inverse Interpolation: Sei f : [a,b] — R bijektiv, also f'(z) # 0 auf [a, b]. Sind
dann(z;, y:), vi = f(z;), Stitzpunkte vonf, dann sindy;, z;) wegenz; = f~'(;)
Stiitzpunkte &r f~! und eine Approximation vorf—! kann durch Interpolation der
Stitzpunkte(y;, z;) gewonnen werden.

3. Numerische Integration: (Kapitel 5)
Zur naherungsweisen Berechnung des Integrals einer Funktion kann machstin
ein Interpolatlonspolynom bestimmen, das anschlielRend einfach integriert werden

kann/ f(z dacw/pn( ) dz.

4. Numerische Differentiation: Mit einem Interpolationspolynom,, von f istp/, eine
Approximation vonf”.

4.2 Spline-Interpolation

Bei der Polynominterpolation wird die Funktighauf dem Intervalla, b] durchein Poly-
nom vom Grad interpoliert. Wir hatten festgestellt, dass grof3e Genauigkeit nicht immer
durch die Wahl vieler $ttzstellen sichergestellt werden kann.

Als Ausweg kann man gtkweise Interpolation verwenden. Hierbei zerlegt man das Aus-
gangsintervalla, b] in kleine Teilintervalle und verwendet auf jedem Teilintervall ein inter-
polierendes Polynom fester Ordnung. An den Intervallgrenzen sorgt mian dass die Po-
lynomek-mal stetig differenzierbar ineinandébergehen, wobéi fest ist, und die Wellig-
keit des Interpolanten @glichst klein ist. Dieses Konzepilfrt auf die Spline-Interpolation.

4.2.1 Grundlagen

Sei
A={zr, ca=z<z1<...<x, =0b}
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eine Zerlegung des Intervallg, b]. Aus historischen @Gmden nennt man die; Knoten

Definition 4.2.1 Eine Splinefunktion der Ordnung zur ZerlegungA ist eine Funktion
s : [a,b] — R mit folgenden Eigenschaften

e Esgilts € C'"([a,b]), s ist also stetig und — 1-mal stetig differenzierbar.

e s stimmt auf jedem Intervalk;, x;, 1] mit einem Polynom; vom Grad< [ uiberein.
Die Menge dieser Splinefunktionen bezeichnen wirdxit
Im Folgenden betrachten wir nur den Falk= 1 (lineare Splinesund ! = 3 (kubische
Splines.

Wir wollen nun Splines zur Interpolation verwenden und betrachten folgende Aufgaben-
stellung:

Spline-Interpolation:

Zu einer Zerlegung\ = {z; : a=x9 <21 < ... <z, =b} und Werteny; € R, i =
0,...,n bestimmes € S ; mit

(4.6) s(x;))=vy;, 1=0,...,n.

4.2.2 Interpolation mit linearen Splines

Ein linearer Spling € Sa ; ist stetig und auf jedem Intervgl;, x;,] ein Polynoms; vom
Grad< 1. Die Interpolationsbedingungen (4.6) erfordern daher;) = v;, s;(zi41) = Yis
und legers; eindeutig fest zu

Tit1 — X T — T

4.7) s(z) = si(x) = Yi + Yir1 Vo € [z xi].
Tit1 — T Tip1 — T4

Definieren wir die "Dachfunktionen”

0 falls r < LTi—1,
T—i_1

gpz(m) _ r—— fallsx € [Ii_l, ZL’Z‘],
Tig1—T
m fallsx € [331‘, .Z'iJrl],
0 fallsz > z;,4.

mit beliebigen Hilfsknoterr_; < a undz,, > b, dann erhalten wirifr s(x) auf[a, b] die
bequeme Darstellung

s(z) = Zyi%‘(x), x € [a,b)].
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Satz 4.2.2Zu einer Zerlegung\ = {z; : a=xzo <z <... <z, = b} von [a,b] und
Werteny;, i = 0, ..., n, existiert genau ein interpolierender linearer Spline.

Ferner gilt folgende Fehlerabsitzung.

Satz 4.2.3Seif € C?*([a,b]). Dann gilt ur jede Zerlegung\ = {z; ; a = zo < 7; <
... <z, = b} von|a,b] und den zugdirigen interpolierenden linearen Splinec Sa ;
von f

z€[a,b] — 8 z€fa,b] mae 1=0,...,n—

1 .
max |f(z) — s(z)| < = max |f"(z)|h? Mit e = max Ti1 = T
Beweis Auf jedem Intervalljx;, z;,4] ist s ein interpolierendes Polynom vom Grad1.
Daher gilt nach Satz 4.1.2

@)~ s = LN ) )~ <

/()] A
1

o1 Vo e [xi,:ciﬂ]

mit einem¢ € [x;, z;41]. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.

4.2.3 Interpolation mit kubischen Splines

Kubische Splines sind zweimal stetig differenzierbar aus kubischen Polynomen zusammen-
gesetzt. Wir werden sehen, dass die Interpolation mit kubischen Splines es gestattet, gege-
bene Punkte durch eine Funktion minimaletikrmung zu interpolieren.

Berechnung kubischer Spline-Interpolanten

Ist s € Sas ein kubischer Spline, dann ist offensichtlich stetig und 8tkweise linear,
alsos” € Sa ;. Es bietet sich daher ag;, durch Integration vor! zu bestimmen.

SeienM; = s/(z;). Man nennt\/; Momente Dann gilt nach (4.7)

Tit1 — L r—1x;

M; +

Tip1 — T4 Tig1 — X4

si(z) = M.

Zweifache Integration ergibt dann den Ansatz

1 [ (x40 — )3 r—x;)3
SZ([L’) = — ( +1 ) ]\4Z + ( ) Mi+1 -+ CZ'(ZE — CL’Z) + dz
6\ Tit1— Tiy1 — T

mit Konstanten;, d; € R. Wir berechnern; undd; aus den Bedingungen

Sz(xz) = Vi, Si($i+1) = Yi+1-
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Mit
hi = x4 — 2
liefert dies 2 )
i Yi+1 — Yi i
d; =y, — —M;, i = — — (M1 — M,;).
Y 6 & h; 6 ( +1 )

Einsetzen in die Gleichungef\x;) = s,_, (x;) ergibt schlieBlich folgende Gleichungéir f
die Momentel;:
hi—1 hi—1 + h; h; _ Yl — Y Yi — Y1

Mg+ =L M+ My = ,
6 1T + g Min hi hi 1

(4.8)

i=1,...,n—1.

Dies sindn — 1 Gleichungeniir n + 1 Unbekannte. Der Spline-Interpolant wird eindeutig
durch zwei zuatzlich Randbedingungen:

Wichtige Randbedingungen fir kubische Splines:
a) Natirliche Randbedingunges?(a) = s”(b) = 0, alsoMy = M,, =0
b) Hermite-Randbedingungesi{a) = f'(a), s'(b) = f'(b), also

hO hO Y1 Yo / hn hn / Yn Yn—1
—M — M, = _ _Mn _7\4n_ — f by — Z—
3 0 6 ! ho f (a)’ 3 6 ! ( ) hn—l

Fur jeden der Blle a)-b) ergibt sich zusammen mit (4.8) eine eindeutigsung tir M,, . .., M,,.

Fur a) und b) erhlt man ein strikt diagonaldominantes tridiagonales Gleichungssystem der
Form

Ho )\0 bo
ho  hothi  hy Y2=Y1 _ Y1—Yo
6 3 6 M, " o
(49) hi—1 hi—1+h; hi : = Yit1—Yi  Yi—¥Yi—1
6 3 6 - hL hi*l
An Hn b,

Fur a) kann man zum Beispié} = b, = A\ = A\, = 0undpuy = p,, = 1 wahlen. Wegen
der strikten Diagonaldominanz ist nach dem Satz von Gersh@ok&in Eigenwert und
daher ist die Koeffizientenmatrix invertierbar.

Minimaleigenschaften kubischer Splines

Es zeigt sich, dass der kubische Spline-Interpolant mit Randbedingung a) oder b) unter allen
zweimal stetig differenzierbaren minimaleinmung im folgenden Sinne hat:



S. Ulbrich: Mathematik IV {ir Elektrotechnik, Mathematik Illifr B.Sc. Informatik 40

Satz 4.2.4Gegeben sei eine beliebige Funktifne C?([a,b]) und eine Unterteilung\
von|a, b]. Dann gilt fur den kubischen Spline-Interpolanter S 5 mit Randbedingungen
a) oder b)
b b b b
/ " (z)? de = / s"(x)? dx +/ (f"(x) — §"(x))*dx > / s"(x)? du.
Beweis Siehe zum Beispiel [St94], [PI0O0]2

Fehlerabsclhatzung fir kubische Spline-Interpoaltion

Unter Verwendung der Tatsache, dass die Mométite= f"(x;) das Gleichungssystem
(4.9) aufO(h3,,.) Mit ke, = maxg<;<,, hy; erfillen und die Norm der Inversen der Koeffi-
zientenmatrix in (4.9) von der Ordnu@(1/h;y,) ist mMit ki, = ming<;<y, by, kann man
folgendes Resultat zeigen.

Satz 4.2.5Seif € C*([a,b]) mit f"(a) = f"(b) = 0. Dann gibt es eine Konstantg >
0, so dassiir jede UnterteilungA mit dem kubischen Spline-Interpolantens Sa 5 zu
Randbedingungen a) gilt

Chmaw —
sup | (E)[hhas,  k=0,1,2.

hmin &€(a,b] maw

[fP (@) = s ()] <

Beweis Siehe zum Beispiel [PI00]0



Kapitel 5

Numerische Integration

In diesem Kapitel stellen wir einige wichtige Verfahren zaherungsweisen Berechnung
bestimmter Integralgfab f(z) dz vor.

Integrationsaufgabe:

Zu gegebenem integrierbarefn [a, b] — R berechne

b
1(f) = / f(x) d.

Schon fir relativ einfache FunktioneraBt sich die Stammfunktion nicht analytisch ange-
ben, etwa™* und e~*". Man ist dann auf numerische Integrationsverfahren angewiesen.

Wichtige numerische Integrationsverfahren beruhen dafamit Hilfe einiger Stitzpunkte
(xi, f(z;)), z; € [a,b] durch ein Polynomp,, zu interpolieren und dann dieses zu integrieren.
Diese Vorgehensweise liefert die Integralapproximation

I,(z) = /abpn(x) dx

und wird alsinterpolatorische Quadratubezeichnet.

5.1 Newton-Cotes-Quadratur

5.1.1 Geschlossene Newton-Cotes-Quadratur

Wir wahlen fir n € N die aquidistanten $tzstellen

b—a

n

x;=a+th, i=0,...,n, mit h=

41
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Dann lautet das Interpolationspolynamin Lagrange-Darstellung

=3 fLinle), Lol =[] -
=0 ' ’

Wir erhalten nun die numerische Quadraturformel

L(f) = j/ dw-—jg:j’wlt/j in(2) dz.

a

Mit der Substitutionr = a + sh unds € [0, n| ergibt sich die

Geschlossene Newton-Cotes Formel:

—hZamf (x;),
(5.1) mit «a;, = / Hs_jds
7=0

t=J
J#i

Die Zahlenay,,, . . ., o, ,, heillenGewichte Sie sindunabliéingigvon f und|a, b] und somit
tabellierbar. Es gilt stets

Z hap, =0 —a.

=0

Definition 5.1.1 Eine Integrationsformel/(f) = >"" 5, f(x;) heiBtexakt vom Grad,
falls sie alle Polynome bis mindestens vom Guagkakt integriert.
Die geschlossene Newton-Cotes Formglf) ist nach Konstruktion exakt vom Grad

Es ist wichtig, eine Abscltzung fir den Fehler
E(f) = 1(f) — In(f)
zur Verfugung zu haben. Nach Korollar 4.1.3 gilt

‘f(n-i—l) (f)‘ (b _ a)n+1

) = pale)| < S,

mit einem£ € [a,b]. Dies ergibt
(n+1)
dx—/ pn(z) dz / |f(x x)|dr < H(b—a)””.

Eine verfeinerte Restgliedabsitung ergibt sich durch Taylorentwicklung. Dies liefert die
folgende Tabelle.
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n Qip, Fehler—E, (f) Name
1|4 4 ; i’“ h3 Trapezregel
1 4 1 5 i
2 g g g . 3f&) h5 Simpson-Rege
3 154 654 254 6@4 ) 8f<86> O 3/8-Regel
. .
415 £ = & 2 p, Milne-Regel

Furn > 7 treten leider negative Gewichte auf und die Formeln werden numerisch un-
brauchbar.

5.1.2 Offene Newton-Cotes-Quadratur

Hier wahlen wir firn € NU {0} die in]a, b[ liegenderaquidistanten $tzstellen

b—a
n+2

r,=a+ih, i=1,...,n+1, mit h=
Geht man %llig analog vor, dann eéit man wiederum interpolatorische Interpolationsfor-
meln, die
Offene Newton-Cotes Formel:
n+1 n+2 n+1 5 — j
==h Qi f(2;), Qip= —ds.
Sl = [ [
=1 7j=1
J#i

Fur den Quadraturfehler ergeben s#tmliche Formeln wie im geschlossenen Fall:

n Qi FehlerE, (f) Name

0|2 28 | Rechteck-Regel
3f<2> 3/

. % %4 8 28fé‘) h35

2|3 —3 3 i

5.2 Die summierten Newton-Cotes-Formeln

Die Newton-Cotes-Formeln liefern nur genaue Ergebnisse, solange das Integrationsintervall
klein und die Zahl der Knoten nicht zu grof3 ist. Es bietet sich wieder an, das Intervll

in kleinere Intervalle zu zerlegen und auf diesen jeweils mit einer Newton-Cotes-Formel zu
arbeiten.

Wir zerlegen dazu das Intervadl, b] in m Teilintervalle der langeH = =2, wenden die
Newton-Cotes-Formeln vom Gradeinzeln auf diese Teilintervalle an und summieren die
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Teilintegrale auf: Mit

b— H
N=m-n, H= a, h=—
m n
ri=a+1tht=0,... N,
yy=a+jHj=0,....,m
ergibt sich wegen
m—l ey
1=y [ s
j=0 V¥
die
Summierte geschlossene Newton-Cotes-Formel
m—1 n
S =0 D> i f (@jnss).
j=0 i=0

Die Gewichtex; ,, ergeben sich wieder aus (5.1). Der Quadraturfehler
R (f) = 1(f) = S¥(/)
ergibt sich durch Summation der Fehler auf den Teilintervallen.
Satz 5.2.1Seif € C"?([a, b]). Dann existiert eine Zwischensteflec]a, b] mit

C(n) fm+2 (&) (b — a)h™*?  fur geradesn,

(n) _
RN (f) - {C(n)f(n+1)(£)(b — a)thrl far ungerade&’n.

Hierbei istC'(n) eine nur vom abhangige Konstante.

Wir geben noch die geuchlichsten summierten Formeln mit Quadraturfehler an:

Summierte Trapezregel:(geschlossem = 1)

3

| =

SV() =5 3 (f(@) + fan1)), x;=a+ jh.

Il
=)

Fehler:R\)(f) = —%(b —a)h®.

Summierte Simpson-Regel(geschlossem = 2)

—_

w|
3

S](\?)<f) = (f(wg)) +4f(w2541) + f(w2542)), x; =a+ jh.

W,
o

44
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9
180

Summierte Rechteck-Regel(offen,n = 0,2m = N, h = ”‘Ta)

Fehler:RY(f) = (b—a)h?

m

j=1

Fehler:RY(f) = @(b —a)h?

SO(f) =21 flwsjm), 2 =a+ jh.

45



Kapitel 6

Nichtlineare Gleichungssysteme

6.1 EinfUhrung

Wir betrachten in diesem Kapitel Verfahren zuydung von nichtlinearen Gleichungssyste-
men.

Nichtlineares GleichungssystemGesucht ist eine dsungz € D von
F(z)=0
mit einer gegebenen Abbildung
F
F= D CR"— R",
Fn

D C R™ nichtleer und abgeschlossen.

Viele praxisrelevante Probleme sind nichtlinear und erfordern @subhg nichtlinearer
Gleichungssysteme. Sdtirt zum Beispiel die Diskretisierung nichtlinearer partieller Dif-
ferentialgleichungen auf grof3e nichtlineare Gleichungssysteme.

Im Gegensatz zu linearen Gleichungssystemen, bei denen nur genau eine, keine oder ein
ganzer affiner Unterraum alsdkung auftreten kann, sind bei nichtlinearen Gleichungen
auch mehrere oder unendlich viele isoliertisungen raglich.

Beispiel 6.1.1

1.n=1,D=R,F(z)=2*>—a,a>0.
Es gibt zwei reelle bsungen: = +/a.

46
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2.n=1,D=R, F(x) =2*+a,a > 0.
Es existiert keine reelledsung.
3. n=1,D =R, F(x) = zsin(x).
Es gibt unendlich viele &sungenc = kr, k € Z.

4. Schnittpunkte des Einheitskreises mit der Geraden; = ax;+b,a,b € Rin = 2,
D = R2, F(l’) _ (z%Jrz%fl).

xo—ax1—b

Je nach Wahl von, b gibt es zwei, eine oder keine rellé&sung.

Sehr oft ist die Funktiorf’ stetig differenzierbar, d.h. die partiellen Ableltung§ﬁ 1<
1,7 < n existieren und sind stetig. In diesem Fall gilt (Taylorentwicklung erster Ordnung)

F(x +s) = F(z) + F'(z)s + R(x;s)

mit der Jacobi-Matrix

G@ o g (@)
Fi(x) = : :
Go(r) - G()

und einem Restglie®(z; s), wobei

R
8]

=0, kurz: R(x;s)=o(|s]).

Dies ist wesentlichiir die Entwicklung schneller&sungsverfahren.

6.2 Das Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren ist eines der wichtigsten Verfahren Ziguhg nichtlinearer Glei-
chungssysteme, da es nahe désiling sehr schnell konvergiert. Der Einfachheit halber
nehmen wir im folgenden den Fdll = R™ an.

Wir betrachten das Newton-Verfahren zuidung eines nichtlinearen Gleichungssystems
(6.1) F(z)=0

mit ' : R" — R" stetig differenzierbar.
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6.2.1 Herleitung des Verfahrens
Anschauliche Herleitung im eindimensionalen Fall

Sei zurachstn = 1. Dann istF(z) eine reelle Funktion. Sei*) eine Naherung einer
Losungz von (6.1). Die Idee des Newton-Verfahrens besteht ddfim =) durch die
Tangente arfz, F(z)) im Punktz(®) zu approximieren und alsachste Iterierte:**1) die

Nullstelle der Tangente zuamlen.

Die Tangentengleichung lautet

y=F@a®)+ F(@W) (@ —2)
undz*+1 ist die Losung von

F(z®) + F' (") (z — ™) = 0.
Im Falle F'(z®) # 0 ergibt sich

2B+ — (k) F/(:E(k))_lF(:E(k)).

Es gilt also
2 — ) | (k)

wobeis® die Losung der Gleichung ist

Beispiel: Fir F(x) = 2? — a, a > 0 ergibt sich

1
x(kﬂ) - l'(k) - QI(k) ((x(k))Z - a) =

N | —
N
&
=
+

S
S@
~——

Der allgemeine Fall

Zur allgemeinen Motivation des Newton-Verfahreiis 6.1) seiz*) € R” ein gegebener
Punkt. Dann istz eine Losung von (6.1) genau dann, wean= z*) + s gilt mit einer
Losungs von

(6.2) F(z® +5)=0.

Die Idee des Newton-Verfahrens besteht dafify*) + s) durch die Taylorentwicklung
erster Ordnung zu ersetzen: Es gilt

F(z® +5) = F(z®™) 4+ F'(2®)s + o(||s]))

mit der Jacobi-Matrix” (z*)) von F in 2*) und das Restglied wirdif kurzes klein.
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Bei derk-ten Iteration des Newton-Verfahrens ersetzt man daher (6.2) durch die linearisierte
Gleichung
F(z®) + F'(2®™)s = 0.

Dies ergibt

Algorithmus 4 Lokales Newton-Verfahren fur Gleichungssysteme
Wahle einen Startpunkt® e R”.
Fark=0,1,...:

1. Falls F(z®) = 0: STOP mit Ergebnis*).
2. Berechne den Newton-Schett) € R durch Losen deNewton-Gleichung

F’(m(k))s(k) - —F(x(k)).

3. Setzeskt) — zk) 4 (k)

6.2.2 Superlineare und quadratische lokale Konvergenz des Newton-
Verfahrens

Wir werden sehen, dass unter geeigneten Voraussetzungen die schnelle lokale Konvergenz
des Newton-Verfahrens gezeigt werden kann.

Wir verwenden im folgenden der Einfachheit halber immer die euklidische Nprif
mit induzierter Matrix-Norm| - ||, obwohl wir genausogut jede andere Norm verwenden
konnten.

Der folgende Satz zeigt die superlineare bzw. quadratische lokale Konvergenz des Newton-
Verfahrens.

Satz 6.2.1(Schnelle lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens)
SeiF’ : R" — R" stetig differenzierbar und s&i € R" ein Punkt mitF'(z) = 0 und F'(z)
nichtsinguér. Dann gibt e®) > 0, so dass gilt:

i) z istdie einzige Nullstelle voR' auf Bs()

i) Fur alle z(0 ¢ Bs(z) terminiert Algorithmus 4 entweder mit?) = z oder erzeugt
eine Folge(z™*)) C Bs(z), die superlinear gegen konvergiert, d.h.

lim o, = 7, wobei ||zps1 — Zll, < villen — 2l
k—o0

mit einer Nullfolgey,, \, 0.
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i) Ist F” Lipschitz-stetig auB3;(z) mit Konstantel, gilt also
I1F"(z) = F'(y)ll, < Lllz —yll, Vaz,y € Bs(a),
dann konvergiertz*)) sogar quadratisch gegen d.h.

lim z, =7, wobei ||zpy — 7|, < Oz, — 7|3,

k—o0

wobeiC = || F'(z)~!|, L gewahlt werden kann.

Hinweis: F” ist automatisch Lipschitz-stetig, falls zweimal stetig differenzierbar
ist.

Leider konvergiert das Newton-Verfahren aus Algorithmus 4 in der Regetin&tartpunk-
te, die nahe genug an einebsungz liegen.

Beispiel 6.2.1BetrachteF'(z) = ﬁ F hat die eindeutige Nullstelle und ist stetig
differenzierbar mit+’(z) > 0. Trotzdem konvergiert das Newton-Verfahrén jeden Start-

punkt mit|z(®| > 1 nicht. SieheUbung.

Um Konvergenz iir beliebige Startpunkte erzielen zérknen, muss man das Newton-
Verfahren geeignet globalisieren.

6.2.3 Globalisierung des Newton-Verfahrens

In diesem Abschnitt beschreiben wir eine Modifikation des Newton-Verfahreng)rkae
grol3e Klasse von Funktiondnglobale Konvergenz, d.h. Konvergenz von einem beliebigen
Startpunkt aus, sicherstellt.

Den Ausgangspunkt bildet die Beobachtung, dass je@kihgz von (6.1) ein globales
Minimum des Minimierungsproblems

: 2
min || F(z)];

ist.

Wir wenden nun folgende Strategie an:

¢ Wir verwenden den Newton-Schritt® mit einer Schrittweiter;, €]0, 1], wahlen also
als Ansatz fir die neue lterierte

k1) _ . (k) k)

' + aks( .
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e Wir bestimmen die Schrittweite, so, dass gilt

(6.3) IE @ D), < IF @),

und die Abnahme "ausreichend groR3” ist.
Durch Taylorentwicklung der Funktion

6(0) = IF @ + os®),

in o = 0 erhalt man

6(0) = 6(0) + ¢ (0)7 + o) = | F(a®)||; + 20F ()T F'(z0)s" + o(c)
und Einsetzen der Newton-Gleichuftyz®))s* = — F (") liefert

|F@® + 0sP) ;= | Fa®)]; = 20 F®)]; + o(o).
Istd €]0, 1] fest, dann gilt im Fall"'(z*)) # 0 also ir o klein genug
|F@® + 0s®); < [[F @) - 260]| F D).

Dies zeigt, dass die folgende Schrittweitenwahl nach Armijo Sinn macht:

Schrittweitenwahl nach Armijo:

Seid €]0,1/2[ (ute Wahl z.B§ = 10~?%) fest gegeben. @hle das goRtes;, € {1,1,1,..

mit

2 2 2
(6.4) 1F (™ + ops ™)l < 1F @™y = 200u]|F(®)]),.

Wir erhalten insgesamt folgendes Verfahren:

Algorithmus 5 Globalisiertes Newton-Verfahren fur Gleichungssysteme
Wahle einen Startpunkt® € R”.
Furk=0,1,...:

1. Falls F(z®) = 0: STOP mit Ergebnis*).

2. Berechne den Newton-Scheitt) € R™ durch Losen deiNewton-Gleichung

F’(m(k))s("’) - —F(x(k)).

3. Bestimme, nach der Armijo-Regd6.4).

51
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4. SetzeetD) = ) 4 5, 5,
Es gilt folgender Konvergenzsatz.

Satz 6.2.2Sei I’ : R* — R" stetig differenzierbar und(® ¢ R" beliebig. IstF'(z)
invertierbar fr alle x in der Niveaumenge

Ni@) = {y = fly) < fE@)}, fla) = |F@)];

und ist N;(z(®)) kompakt (also beschnkt und abgeschlossen), dann terminiert Algorith-
mus 5 mit Startpunkt®) entweder endlich oder erzeugt eine Folgé”)) c N, (=), fur
die gilt:

) (z®) konvergiert gegen einedisungz von(6.1).

i) Esgibt! > 0 mito, = 1 fur alle £ > [. Das Verfahren geht also in das lokale
Newton-Verfahrefiber und konvergiert superlinear bzw. quadratisch gegen



Kapitel 7

Numerische Behandlung von
Anfangswertproblemen gewbhnlicher
Differentialgleichungen

7.1 EinfUhrung

Viele Anwendungen aus Naturwissenschaft, Technik und Wirtschhfeh auf Anfangs-
wertprobleme dir gewdhnliche Differentialgleichungen.

Anfangswertproblem: Gegeben sei eine Funktiof : [a,b] x R* — R™ und ein An-
fangswerty, € R™. Gesucht ist eine Funktion : [a,b] — R™, deren Ableitungy’ eine
gewohnlichen Differentialgleichunder Form

y'(t) = ft,y(t), tEab]
erfullt und die zudem deAnfangsbedingung

y(a) = yo
genigt. Also kurz
(7.1) y(t) = f(ty(t), tE€lab]
(r2) AP y(a) = o

In vielen Rallen bezeichnetdie Zeit, was die Bezeichnung Anfangswertproblem rechtfer-
tigt.

Anwendungen: Bewegungsgleichungen (z.B. Fahrdynamik, Planetenbewegung), Reakii-
onskinetik, Schaltkreissimulation, etc.

Grundlegendiir die Existenz und Eindeutigkeit einedsung von (AWP) ist der folgende

53
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Satz 7.1.1(Existenz- und Eindeutigkeitssatz)
f :la,b] x R" — R™ sei stetig. Ferner gebe es eine feste Zaht 0 mit

|f(t,y)— f(t,2)|]| < Llly—=z| furallet € [a,b]undy,z € R* (Lipschitz-Bedingung).

Dann gilt:

a) (Picard/Lindebf) Zu jedenmy, € R" besitzt (AWP) genau einésungy € C*([a, b]; R™).
b) Sindy, = Lésungen zu den Anfangswertgi) = y, bzw.z(a) = 2, dann gilt

(7.3) ly(t) = 2] < ey — 0]l ¥t € [a,0].

Fur einen Beweis siehe z.B. Heuser [Heu89] oder Walter [Wa86]. Teil b) ist eine Folge des
Lemmas von Gronwall.

Bemerkung: Teil b) besagt, dass diedsungstetigvom Anfangswert, abhangt.

7.1.1 Grundkonzept numerischer Verfahren

Zur numerischen @ésung von (AWP) zerlegen wir das Intervgll b] in Teilintervalle:

_b—a
=

ti=a+jh, j=0,1,....N, h

Durch Integration von (AWP) e#it man mit der Abkrzungy; = y(¢;)

i+l i1
(7.4) Yion = ;s + / y(t)dt =y + / F(t,y(0) dt.
t t

J J

Das Integral rechts kann nicht exakt berechnet werdem(tdaunbekannt ist. Wir appro-
ximieren daher das Integral durch interpolatorische Quadratur und erhalten hieraus einen
numerischen Algorithmus zur Berechnungen varhsrungen

uj%y@j); jzl,...,N, Ug = Yo-

Den Fehler
ej =y(t;) — u
bezeichnet man alBiskretisierungsfehler
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7.1.2 Einige wichtige Verfahren

Approximiert man das Integral in (7.4) durch die Rechtecksregel, wobei wir das linke In-
tervallende als $tzpunkt verwenden, also

tjr1
[ Hey@)de s hite ),
tj
dann erhalten wir das

Explizite Euler-Verfahren:

Uo = Yo

(75) Ujy1 = uj—i—hf(tj,uj), jZO,,N—l

Verwenden wir zur Approximation des Integrals die Rechtecksregel mit dem rechten Rand-
punktt, ., als Stitzstelle, dann erhalten wir das

Implizite Euler-Verfahren:
Up = Yo
(7.6) Ujyr = uj+hf(tj,up0), j=0,...,N—1
Hierbei ist zu beachten, dads fledes; die Gleichung nachy;; aufgebst werden muss.
Approximiert man das Integral in (7.4) durch die Trapezregel, dartarian
h
Ui =Uj + 5 (f (5, u5) + f(tj, uir)) -

Die rechte Seitedngt vonu,,; ab, das Verfahren ist also implizit. Ersetzt man reehis
durch den expliziten Euler-Schriit; = u; + hf(t;,u;), dann ergibt sich das

Verfahren von Heun, erstes Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung:(Heun, 1900)

h .
Uo = Yo, Uj+1 = Uj + 5 (f(tj, Uj) + f(tj+1,uj' + hf(tj,uj))) , ] = O, e ,N — 1.

Das Verfahren kann auch geschrieben werden als
h
Uj+1 = Uy + 5(1{31 + kg)

mit kl = f(tj, U]’), kQ = f(tj+1, Uj + hkl)

Approximieren wir das Integral durch die Mittelpunktsregel ung, , durch den Euler-
Schrittu; + h/2f(t;,u;), dann ergibt sich das
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Modifizierte Euler-Verfahren, zweites Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung: (Runge,
1895)

Uo = Yo, Uj+1 :uj—|—hf(tj+h/2,uj—|—h/2f(tj,u])), ]:0,,]\[—1
Das Verfahren kann auch geschrieben werden als
Uj41 = Uy + hk’z
mit k’l = f(tj, Uj), k’g = f(tj + h/?,Uj + h/2k31)

Wenden wir schlief3lich die Simpson-Regel an und ersetzer,, v, geeignet durch
Taylorentwicklungen, dann ergibt sich das sehr genaue und beliebte

Klassische Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung (RK4)
Uo = Yo

h .
Uj_H:Uj+g(k?1—|—2k’2+2k33—|—]€4), j:O,,N—l

mit k1 = f(¢;,u;)
ko = f(t; + h/2,u; + h/2ky)
ks = f(t; + h/2,u; + h/2ks)
ky = f(tjsr,u; + hks)

7.1.3 Konvergenz und Konsistenz

Wir wollen nun die vorgestellten Verfahren auf ihre praktische Brauchbarkeit und Genau-
igkeit hin untersuchen. Die Verfahren lassen sich in der allgemeinen Form

Uo = Yo
(77) uj-‘rl:u]+h¢(t]7hau]7u]+l)7 ]:077N_]-’
schreiben,
Definition 7.1.2 Die Funktione(t, h; u, v) in (7.7) hei3tVerfahrensfunktionHangt¢ nicht
vonv ab, dann heil3t das Verfahrexplizit, sonstimplizit.

Die GroRRe

(1, h) = 1 (ylt + ) = y(6) — ho(t hey(t),y(e + ), >0, ¢ € b ],

= 1/hx Defekt bei Einsetzen debkung in das Verfahren

heil3t derlokale Abbruchfehleoder Konsistenzfehledes Verfahreng7.7) fur (AWP) an
der Stellet.
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Definition 7.1.3 Das Verfahrer(7.7)heif3t zu (AWP) konsistent von der Ordnyndglls es
KonstanterC' > 0 undh > 0 gibt mit

|7(t, h)|| < Ch? furalle0 < h < hund allet € [a,b— h].
Das Verfahrer(7.7) heil3tstabil falls eine Konstanté > 0 existiert mit
llo(t, hyu,v) — o(t, h;a,0)|| < K (||lu—al + |[v—2||) forallet € [a,b] u,v,u,v € R"™

Das Verfahrer(7.7) heil3tkonvergent von der Ordnung falls mit Konstanted/ > 0, H >
0 qgilt

le;ll = lly(t;) — u|| < MAP, furj=0,...,Nundalleh = =2 < H.

Besipiel: Explizites Euler-Verfahren Das Euler-Verfahren hat Konsistenzordnung

Nachweis: Seif € C'([a,b] x R";R") undy Losung vorny’ = f(t,y). Dann isty’ €
C*([a,b];R™), alsoy € C?([a,b]; R™) und Taylorentwicklung liefert komponentenweise
mit einem¢; € [0, 1]

y(t+h) = y(O) 4y (D= (- ER)) 1<inh® = y(E)+ (L y(1))h+ = (0 (EHER)) 1<iznh®

2 2
Also ergibt sich
1 "
(el = |3 0te-+0) = 0) = R )| = S0+ EmDccall
1 "
< SlCsup |y (s)i<izallh
s€la,b]

Damit hat das Euler-Verfahren Konsistenzordnungd

Verfahren | Konsistenzordnung
Expl. Euler
Impl. Euler
Heun
Mod. Euler
RK4

DNONR PR

7.1.4 Ein Konvergenzsatz

Wir beweisen nun einen grundlegenden Konvergenzsaxplizite Einschrittverfahren.
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Satz 7.1.4Seiy € C'([a, b]; R™) Losung von (AWP). Das Verfahrén7)sei konsistent von
der Ordnungp und stabil. Dann ist das Verfahren konvergent von der Ordnurgenauer
gibt esH > 0, so dassiir den globalen Diskretisierungsfehler gilt

4K|t;—al _

4K

e

lesll = lly(t) — will < 2Ch? furj=0,...,Nundalleh = 52 < H.

Beweis (fur Interessierte) Setze

yi=ylt;), e =yj—u;, j=0,...,N.

Dann giltfurj = 0,..., N — 1 nach Definition des Verfahrens (7.7) und des lokalen Dis-
kretisierungsfehlers

Ujr1 = uj + ho(ty, b uj, wji),
Yir1 = Y; + ho(ty, b ys, yje1) + hr(ty, h).
Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung ergibt
€j+1 = €5 + h(Cb(tja h; yj, yj+1) - ¢<tj7 h; Uj7uj+1>) + hT(tjv h).

Seinun0 < h = (b—a)/N < h Wegent; € [a,b — h] liefert die Konsistenzbedingung
|l7(t;, h)|| < Ch?. Zusammen mit der Stabiit des Verfahrens erhalten wir daher mit der
Dreiecksungleichung

lejsall < (L+ RE)les|| + hKlejnll + hCh?

Wahle nun0 < H < h so klein, dass gillf K < 1/2. Dann ergibt sichiir alle0 < h =
(b—a)/N <H

1+ hK
1—hK
Das nachfolgende Lemma liefert nun weggn= 0

el < lesll + h2CH < (1+ hAK) ;]| + h2CH?

edK|tjy1—al _

1
2ChP.
4K ¢

el <
Damit ist der Satz bewiesenl

Wir bendtigen zur Vervollsindigung des Beweises noch das folgedidkrete Gronwall-
Lemmazur Absclatzung der Fehlerakkumulation.

Lemma 7.1.5 Fur ZahlenL > 0, a; > 0, h; > 0 undb > 0 sei
aj+1§(1+hjL)aj+hjb, ij,l,,n—l

Dann gilt
Lty 1

L

(&

j—1
Q. S b—|— eLtjClo mit t]’ = Zhl
1=0
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Beweis (fur Interessierte) & ;7 = 0 ist die Behauptung klar. Der Induktionsschritt
j — 7+ 1 ergibt sich aus

Lt; _ 1

aj+1 S (1 + hJL) (
——

L

b+ eLtjag) + hjb

Sehj

GL(thrhj) —1- h]L
L

+ hj) b + €L(tj+hj)a0

Lt;
ettitt — 1] ,
= b+ea

7.1.5 Explizite Runge-Kutta-Verfahren

Verfahren hoher Konsistenzordnung kann man durch eine Verallgemeinerung des Ansatzes
beim RK4-Verfahren gewinnen:

r-stufiges explizite Runge-Kutta-Verfahren:

Hier wahlt man die Verfahrensfunktion

i—1
kZ:f<t+71h7u+hZal]kj>7 7;:1,...,’/”,

j=1

(7.8) )
Ot hiu) = Biki.

Hierbei heiBtk; = k;(t,u, h) die i-te Stufe Zur kompakten Beschreibung von expliziten
Runge-Kutta-Verfahren notiert man die Koeffizienten in einem Tableau, dem sogenannten

Butcher-Schema:

7| 0

Yo | a1 O
V3| a3z gz 0

ryr Qi . o [P aT’,T—l O

ﬁl 62 o Brfl ﬁr

Beispiele fir Butcher-Schemata:

Explizites Euler-Verfahren: Modifiziertes Euler-Verfahren: Verfahren von Heun:

00 0| o
1/2(1/2 0 101 0
0 1 12 1/2

0]0
1
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Mit diesem Ansatz kann man Verfahren beliebiger Konsistenzordpueigeugen. Man
muss hierzu die Stufenzahigro3 genug hlen. Taylorentwicklung des lokalen Abbruch-
fehlers liefert dann Gleichungeiirfdie Koeffizienten.

Durch Taylorentwicklungdf3t sich der folgende Satz beweisen.

Satz 7.1.6 Betrachte ein Runge-Kutta Verfahrén7) mit Verfahrensfunktioki7.8) mit

r
’}/Z:E Qg ézl,...,r.
Jj=1

Es besitzt genau daniirfjede rechte Seitg € C?([a, b] x R) die Konsistenzordnung= 1,
falls die Koeffizienten der Gleichung

> Bi=1
=1

geriigen; genau dann die Konsistenzordnyng- 2, falls die Koeffizienten zaszlich der
Gleichung

Z Bivi =1/2
=1

geriigen; genau dann die Konsistenzordnuyng 3, falls die Koeffizienten zégzlich den
Gleichungen

> Bt =1/3
=1

> By = 1/6

ij=1
geriigen; genau dann die Konsistenzordnung: 4, falls die Koeffizienten zégzlich den
Gleichungen

Z 51%3 = 1/4
i=1

Z Bivicujy; = 1/8

ij=1

ij=1

Z @‘Oéz‘joéjk% = 1/24

i,j,k=1
geriigen.

Beweis Siehe zum Beispiel Deuflhard und Bornemann [DB02].
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7.2 Steife Differentialgleichungen

In zahlreichen Anwendungen (z.B. beim Ablauf chemischer Rekationen), aber auch bei
Semidiskretisierung partieller Differentialgleichungen, treségife Systemauf. Obwonhl

es sich auch um Anfangswertprobleme handelt, erzwingen sie bei vielen — aber nicht bei
allen — Verfahren inakzeptabel kleine Schrittweiterum eine genauedsung zu erhalten.

Ausgangspunkt ist ein Anfangswertprobleiir £in Systerm gewdhnlicher Differential-
gleichungen:

fty(t), telab]

(AWPn) y'(t)
Yo

y(a)

mit f : [a,b] x R" — R™, yo € R™.

Der Begriff "steifes System” ist in der Literatur nicht ganz einheitlich definiert. Der wesent-
lich Punkt ist, dass diehsung zusammengesetzt ist aus einem langsaamserlichen Teil
(der meist abklingt) und einer &@ung, die im Allgemeinen sehr schnell gexpft wird.

Wir betrachten den Spezialfall, dass (AWPN) linear ist:

y'(t) = Ay(t) +b, tE€a,b]

LAWPN
( ) y(a) = o
mit einer Matrix4 € R™"™ und einem Vektob € R".

Seizudemd € R™" diagonalisierbar mit zugéhigen Eigenwerten; sowie Eigenvektoren
v;. Mit einer partikubiren Losungyp ist dann die allgemeinedsung von der Form

y(t) = yr(t) +yp(t), yu(t) = Z Cietitu;.

Istnun Ré\;) < 0furi=1,...,n,sogilt
alle Losungen &hern sich alsgp an. Hierbei klingen die Summandenyjp mit Re(\;) <
—1 sehr schnell und Summanden mit(Rg « —1 deutlich langsamer ab. Gibt es Eigen-

werte mit R€)\;) < —1 und Eigenwerte mit schwach negativem Realteil, so nennt man das
Systemsteif

Beispiel: Betrachte zum Beispiel das Problem

, C+C
y = Ay, y(O)Zyo::(1 2)

Ch —Cy

Al+d2 A=A
_ 2 2
A= A1=A2 A1t :
2

2

mit C;,Cy € Rund
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A hat die Eigenwerta;, \, mit zugeldrigen Eigenvektorely,) bzw. (,). Ist zum Beispiel
A1 = —1lund)\, = —1000, dann lautet die bsung

1 1
y(t) =Cy (1) e '+ Cy (_1> e 1000%,

Der zweite Term spielt nachikzester Zeit so gut wie keine Rolle mehr. Der erste Term ist
bestimmend und konvergieriift — oo ebenfalls gegefi. Von einem geeigneten Integra-
tionsverfahren wird man erwarten, dass es ohne grof3e E@rdalmmgen an die Schrittweite
Naherungen; liefert mit

lim u; = 0.

J—00

Betrachten wir jedoch zum Beispiel die Anwendung des expliziten Euler-Verfahrens, so
ergibt sich mituy = yo = C1(}) + Co( )

1 1
und nun induktiv
(1 (1
Uj = 01(1 -+ h)\l)] (1) + 02(1 + h)\Q)] (_1)

Ist Cy # 0, so milssen wir|l + h)s| < 1, also—hX; = 1000k < 2 wahlen, damit gilt
lim; ., u; = 0. Ein geeignetes Verfahren sollte diesglichst ir alle~. > 0 sicherstellen.
O

Das Euler-Verfahren bénigt also sehr kleine Schrittweiten, obwohl sich digsung kaum
andert. Man nennt die Differentialgleichung dasteif Die formale Definition ist unein-
heitlich. Folgende Definition ist am weitesten verbreitet.

Definition 7.2.1 Ein Anfangswertproblem (LAWPN) heigteif, wenn A Eigenwerte mit
Re()\;) < —1 und Eigenwerte\; mit schwach negativem Realteil besitzt.

Wir kommen nun zur numerischen Behandlung steifer Differentialgleichungen. Die homo-
gene losung des Systems (LAWPN) isgtrfdiagonalisierbared zusammengesetzt aus Li-
nearkombinationen der Funktioneh’v;. Um Verfahren iir steife Differentialgleichungen

zu bewerten und zu analysieren, betrachtet man nach Dahlquist (1963) die

Modellgleichung

(7.9) v =Xy, y(0)=1, mit A\eC, Re\) < 0.
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Die LOsung ist

y(t) = e
und wegen Re\) < 0 gilt
(7.10) tlim y(t) =0.

Die Losung &llt also je nach gif3e von|Re(\)| sehr unterschiedlich stark ab. Damit ein
Verfahren gutiir steife Differentialgleichungen geeignet ist, hat sich folgende Anforderung
bewahrt:

Forderung: Die numerische gewonnen&Nerunggisung von (7.9) soll die Eigenschaften
von der Losungy(t) = ¢, also insbesondere (7.10)pglichst gut widerspiegeln.

Dies motiviert folgende

Definition 7.2.2 (A-stabil (absolut stabil), L-stabil)
Ein Verfahren heif3t

a) absolut stabil (A-stabi/wenn seine Anwendung auf das Modellprob{ér)fur jede
Schrittweiteh > 0 eine Folge{u; }jcn, produziert mit

fujia] < Jug| V>0,
b) L-stabil, wenn es A-stabil ist und zudem gilt

lim u; = 0.

J—00

Bei vielen Einschrittverfahren gilt bei Anwendung auf das Modellproblem (7.9) die Bezie-
hung
ujy1 = R(q)u; mitqg = Ah

und einer Funktiol? : D — C,0 € D C C.

Definition 7.2.3 Man nenntR die Stabilitatsfunktiondes Einschrittverfahrens. Die Menge
S={qeC: |R(q)| <1}.

heiltStabilitatsgebietles Einschrittverfahrens.

Offensichtlich gilt

A-stabil <= |R(q)| <1 VqeC, Regq) <0.

L-stabil <= |R(¢)| <1 VqeC, Req) <0 < SD{qeC: Reg) <0}.
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7.2.1 Stabilititsgebiete einiger Verfahren
Explizites Euler-Verfahren

Anwendung des expliziten Euler-Verfahrens auf das Modellproblem (7.9) ergibt
Ujr1 = uj + hAuj; = (1 + Ah)uy,
die Stabiliatsfunktion ist daheR(q) = 1 + ¢. Das Stabiliatsgebiet ist also
S={qeC: |1+4q| <1}.

Bemerkung: Man kann leicht zeigen, dass alle expliziten Runge-Kutta-Verfahren nicht A-
stabil sind!

Implizites Euler-Verfahren

Das implizite Euler-Verfahren liefertif das Modellproblem (7.9)
Uj+1 = Uj + h)\Uj+1

und somit

AL ISV
Dies ergibt die Stabil&tsfunktionR(q) = ﬁ q # 1, und das Stabil#tsgebiet
S={qeC:|1—¢q|>1}D{¢eC : Req) <0}.

Das implizite Euler-Verfahren ist also A-stabil, sogar L-stabil!

Implizite Trapezregel
Die Verfahrensgleichung lautet

g = 5+ () + Fgen)).

Wir erhalten fir das Modellproblem (7.9)
Uit = Uy + AU+ u)

und somit
1+ A\h/2

Ujp1 = m“j-

Daher gilt R(q) = {432, ¢ # 2, und das Stabilittsgebiet ist

S={qeC: 1+¢q/2[<[1-¢q/2]} ={q€C : Re(q) <0}.
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Implizite Runge-Kutta-Verfahren

Besonders gut geeignéirfsteife Differentialgleichungen sind implizite Runge-Kutta-Verfahren.

Implizite Runge-Kutta-Verfahren eétt man durch Butcher-Schemata, bei denen die Koef-
fizientena,; keinestrikte untere Dreiecksmatrix bilden. Die Verfahrensgleichung ist gege-
ben durch

ki:f<t+%h>u+hzailkl>, iZl,...,?",

=1

(7.11) ;
Ot hiu) = Biks.
=1

(beachte die Summation bisanstellei — 1). Ein implizites Runge-Kutta-Verfahren ist
ein explizites Einschrittverfahren, lediglich die Stufersind als losung eines nichtlinea-
ren Gleichungssystems gegeben. Man kann nun die Koeffizienfes;, +; tatsachlich so
wabhlen, dass ein L-stabiles Verfahren der Ordnpiag2r ensteht.



Kapitel 8

Numerische Behandlung von
Randwertproblemen fur gewohnliche
Differentialgleichungen

8.1 Einleitung

Eine Vielzahl von Anwendungerilfrt auf Randwertprobleme, einer Verallgemeinerung
von Anfangswertaufgaben. Wir betrachten hier lediglich Randwertprobleme 2. Ordnung,
die allgemein von folgender Form sind:

Randwertproblem 2. Ordnung: Gesucht st eine stetig differenzierbare Funktjara, b] —
R mit

(8.1) y'(t) = f(t,y),y' (1), tela,b]
(RWP)

(8.2) R(a,y(a),y'(a)) =0, R(b,y(b),y'(b)) =0
wobeia < b, f : [a,b] x Rx R — RundR, R : [a,b] x R x R — R.

Es kommen also zu der Differentialgleichung 2. Ordnung noch zwei Randbedingungen an
den Intervallandern dazu.

Die Frage der Existenz- und Eindeutigkeit vobdungen solcher Randwertptobleme ist
wesentlich verwickelter aldif Anfangswertprobleme. Wir gehen hierauf aber nichiter
ein.

Zur numerischen Behandlung von (RWP) betrachten wir zwei Verfahrenskldsisemnen-
zenverfahremnd Variationsverfahren mit Finiten Elementen

Wir beschanken uns auf das solineare 1. Randwertproblem
(8.3) —y"+at)y=g(t), yla)=a, yb)=70

66
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Furq, g € C([a,b]) mit ¢ > 0 1af3t sich zeigen, dass (8.3) eine eindeutigsung besitzt.

8.2 Differenzenverfahren

Die grundlegende Idee bei Differenzenverfahren besteht darin, die in einer Differentialglei-
chungen vorkommenden Ableitungen durch Differenzenquotienten zu ersetzen und dann
die hierdurch enstehenden Gleichungendaeh.

Wir wollen das Vorgehen am Problem (8.3)arern. Zur Diskretisierung von (8.3jalen
wir ein aquidistantes Gitter
_b—a
S n+1
betrachten die Differentialgleichung nur an den Stetlesnd ersetzen die Ableitung durch
den Differenzenquotienten zweiter Ordnung
t; — 2uy(t; ti_
y'(8;) = y(tjs1) Z/(Qj) +y(t-1)
h

wobei im Falley € C*(]a, b]) fur den Diskretisierungsfehler gilt (Nachweis durch Taylor-
entwicklung)

a:t0<t1<...<tn+1:b, tj:a+jh, h

+ 7 (y; h),

7i(y: h) = O(h?).
Damit sindy; = y(¢;) Losung des Gleichungssystems

Yo = @,
(8 4) _yj+1 + 23/] - yj
. 2
Yn+1 = ﬁv

—1 .
+aqy; =9, +7(y;h), J=1,....n,

wobeiq; = q(t;), g; = g(t;). Mit den Vektoren

g1+ 55
Y1 g2 T1(y; h)
y= : y €= : y T = : )
Yn In-1 Tn(y; h)
gn + %
und der Tridiagonalmatrix
24 q1h2 —1
—1 2+ (]2h2 -1
T2

1 24 ah? -1
-1 2+ q,h?
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ist dann (8.4aquivalent zum Gleichungssystem

Ay=c+T.
Lassen wir den Fehlertermfort, so erhalten wir ldherungem = (uy, . .., u,)" als Losung
von
(8.5) Au = c.

Man kann zeigen, das4 positiv definit ist, siehe zum Beispiel Stoer und Bulirsch [SB9O0].
Das Gleichungssystem hat daher eine eindeutig®ihg und kann wegen der Tridiagonal-
form in O(n) Operationen géist werden. Ferner gilt der folgende Satz

Satz 8.2.1Das Randwertproblen(8.3) habe eine bsungy € C%([a,b]) und es gelte
lyW (@) < M, t € [a,b]. Ferner seig(t) > 0, t € [a,b]. Dann gilt fur die Losung
= (uy,...,u,)T von(8.5)

Mh?

y(ts) = usl = ==t — a)(b— ).

Beweis Siehe zum Beispiel Stoer und Bulirsch [SB90] oder Plato [PIQ0].

8.3 Variationsmethoden

Variationsmethoden (Finite-Elemente-Methoden)deh insbesondere bei partiellen Dif-
ferentialgleichungen zu den popunsten Methodenik Randwertaufgaben. Wir skizzieren
hier nur die Grundidee am bereits behandelten Beispiel (der Einfachheit halber mit homo-
genen Randwerten)

(8.6) —y"(t) +q)y(t) = g(t), y(a)=0, yb)=0
mit g, g € C([a,b]), ¢ > 0. Sei
y € C2(la,b)) == {z € C%(ja,b)) : 2(a) = 2(b) = 0}

die (klassiche) bsung von (8.6). Um eine Variationsformulierung von (8.6) zu erhalten,
multiplizieren wir (8.6) mit einer beliebigen Testfunktiene CZ([a,b]) und integrieren
uberla, b]. Dies liefert

b b
(8.7) /(—y"+qy)vdt=/ gudt Vv e C¢(la,b)).

Man Uberlegt sich leicht, dassif eine klassischedsungy € C2([a,b]) (8.6) und (8.7)
aquivalent sind. Nun ergibt sich aus (8.7) mit partieller Integration

b b b
/g(t)v(t)dtZ/(—y”(t)+q(t)y(t))v(t)dt=—y’(t)v(t)|2+/ (y' ()" () +a(t)y(t)v(t)) dt.
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Wegenv(a) = v(b) = 0 erhalten wir also die Variationsformulierung

©.8) / /()0 (1) + @)y (tyo(t)) dt = / gty dt, Vo e C2((a,b]).

die fury € C3([a, b)) wiederumaquivalent ist zu (8.7) und somit zu (8.6). Die Formulierung
(8.8) kann nun verwendet werden, urddungen auch in Situationen zu definieren, in denen
keine klassische &isung existiert: Wir betrachten den Raum

V = Kj([a,b]) :== {z € C([a,b]) : 2(a) =2(b) =0, 2 ex.fastuberallund:’ € L*(a,b)},

wobei L?(a, b) der Raum der aufa, b quadratintegrierbaren Funktionen ist. Dann macht
(8.8) bereits Sinndry,v € V.

Bemerkung: V' enthalt z.B. stetige, sickweise differenzierbare Funktionemit z(a) =
z(b) = 0.

Die Variationsformulierungschwache Formulierung) ist nun:
Variationsformulierung:

Findey € V mit

8.9) / (W (D' (1) + q(Oyy(t)o(t)) dt = / g(ty(tydt, YveV.

Fuhren wir die symmetrischen Bilinearformen ein

au,v) = / (W' ()0 (1) + q(t)u(t)v(t)) dt, wu,v eV,
(8.10) a

b
(u,v) := / u(t)o(t)dt, wu,velV,
dann kbnnen wir (8.9) kurz in der Form schreiben
a(y,v) =(g,v), VveV.

Man kann zeigen, dass (audirfy € L*(a,b)) eine eindeutige schwacheésungy € V/
existiert. Sie ist die eindeutige klassischisung, falls diese existierti(f ¢, g € C([a, b)),
g > 0, ist das der Fall).

Die Variationsformulierung (8.10) gestattet eine einfache numerische Approximation: Beim
RitzVerfahren vahlt man einerfinite-Elemente-Teilrauniy;, ¢ V'

Variationsverfahren mit Finiten Elementen:

Findeuh eV mit

(8.11) a(up,v) = (g,v) Vv eV,
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Beispiel fur einen Finite-Elemente-Raum:

Stetige dfiickweise lineare Funktionen (also lineare Splines) zu einem Gitter
A={t;:a=tg<ti <...<tpy1 =0b}, tj1—1t;<h,
die ina undb verschwinden:
Vi={y € Sa1 : yla) =y(b) =0}

Eine Basis bilden dann die "Dachfunktionen” zu den inneren Knotén.

Ist nun{¢, ..., o, } eine Basis des Finite-Elemente-RauWs dann muss (8.11) nur mit
v=¢;,i=1,...,m, getestet werden und Einsetzen des Ansatzes

up(t) = Zujqu(t)

mit Koeffizientenu,; € R liefert das lineare Gleichungssystem

~——

=045 =:C;

;uja<¢j7¢i>=<g,¢i>, i=1....m

Mit der sogenannte8teifigkeitsmatrixl = (a;;) undc = (¢;) ergibtsichfira = (uy, ..., upy)"
das symmetrische lineare Gleichungssystem

(8.12) A =c.

Offensichtlich istA positiv definit, da @ir u # 0 gilt u, # 0, alsou), # 0 (beachteu,(0) =
0) und somit

m

b b
u’ Au = Z a(pj, di)uu; = aup, up) = / ((up,)? + qui) dt > / (u},)? dt > 0.

i,j=1
Das Gleichungssystem (8.12) ist also eindeligphr.

In der Regel vahlt man den Ansatzraum so, dass Basisfunktiofen. .., ¢,,} mit ei-

nem Ti&ger von wenigen Gitterpunkten existieren (z.B. B-Splines). Die Steifigkeitsmatrix
ist dann dinn besetzt (bei geeigneter Anordnung der Basis eine Bandmatrix) und das Glei-
chungssystem (8.12) if(m) Operationen aufisbar.



Kapitel 9

Numerische Behandlung von
Randwertproblemen fur partielle
Differentialgleichungen

9.1 Elliptische Randwertprobleme

Viele physikalische Zuginde (z.B. staticire Temperaturverteilung, elektrostatische Po-
tentiale, usw.) werden durch elliptische partielle Differentialgleichungen métzlishen
Randbedingungen beschrieben. Da analytis@sihgsmethoden oft nicht angewendet wer-
den lbdnnen, beitigt man numerische Verfahren. Wie bei Randwertproblemerbgeiix
cher Differentialgleichungen kann maxfferenzenverfahresowieFinite-Elemente-Methoden
anwenden.

Wir beschanken uns hier auf die
Zweidimensionale Poisson-Gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen:
SeiG C R? ein offenes (zusamme#hgendes) Gebiet mitistkweise glattem RandG.
Wir suchen eine bsungu : G — R mit
0%u 0%u
—A =— = —
ute)i= - Goplo) + 5300

2

u(z) = g(x), furx € oGq.

(9.1) = f(x), furzegG,

Fur hinreichend oft differenzierbare Funktiongry : G — R existiert genau einedsung
des Problems. Im folgenden soll dies stets angenommen werden.

Wir werden im folgenden homogene Randwerte 0 betrachten, also
—Au(zx) = f(z), furzed,

9.2
(9-2) u(x) =0, furzedG.

71
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Dennu ist genau dann einedsung von (9.2), wena = u — g eine Losung von (9.2) zur
modifizierten rechten Seite = f + Ag ist.

Die Poisson-Gleichung (9.2) beschreibt z.B. die st@ieriTemperaturverteilung in einem
GebietG bei einer WVarmequellef, oder in 2D die Verformung einer elastischen Mem-
bran unter einer Kraff, oder das elektrostatische Potential zu einer Ladungsdjcbts
vorgegebenem Potential am Rand.

9.1.1 Differenzenverfahren

Wir betrachten der Einfacheit halber die Poisson-Gleichung mit Dirichlet-Randbedingung
auf dem Einheitsquadrat =0, 1[x]0, 1]

—Au(z) = f(z) furz e G =)0, 1[x]0,1],

®3) u(z) =0 furz € 0G.

Es gibt verschiedene &lichkeiten zur approximativendsung von (9.3). Wir betrachten
zurachst Differenzenverfahren. Wie bei Randwertproblenigrgéwohnlich Differential-
gleichungen gehen wir folgendermal3en vor:

1. Wir betrachten die Differentialgleichung nur auf einem Gittgr = (ih, jh), 1 <

i,7 < N,h= NLH Wir wahlen die Bezeichnungen, = u(x;;).

2. Nun approximieren wir die partiellen Ableitungen durch Differenzenquotieni@n: F

32u ui-l-l,' — 2U2 + ui—l,' 2
a—ﬁ(%’)(ﬂ?ij) = ’ h2j L+ 0(h?),
2
il — Uy s
) () = LR i o)
T

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt nach Vernaskigung de©(%?)-Terme ein
System zur Bestimmung deféerunggisungl;; von u(z;;).

Differenzenverfahren fur die Poisson-Gleichung:
(9.4)
1 .
—AsUsj = _ﬁ(Ui—&-l,j + Ui jy1 +Uimrj + Uijo1 —4Uy) = f(zy5), 1<4,j <N,
U[)’j == O, UN+1,j - 0, Ui,O == O, Ui,N-H = O, 1 S Z,] S N

Somit ergibt (9.4)V? lineare Gleichungeriif die N* Unbekannteri/;;, 1 < 1,5 < N.
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Die Struktur der Koeffizientenmatrixamgt wesentlich davon ab, in welcher Reihenfolge
die Unbekannten und die Gleichungen angeordnet werden.

Um ein Gleichungssystem mit saher Struktur der Koeffizientenmatrix zu erhalten, wird
die Gleichung iir die k-te Unbekannté/;; grundsitzlich alsk-te Gleichung gefhrt.

Bei zeilenweiser Numerierung der Gitterpunkte, also
uh — (UH,Ugl,...,UNl,Ulg,...7UN2,...,ULN,...,UNN)T

und entsprechender Anordnung der Gleichungen ergibt sich ein Gleichungssystem

Aul = ¢
mitc = (f(z11), f(@21), ..., f(@n1), f(@12), ..., fleny))" und
T -1 4 -1
| -1 T -1 -1 4 -1
A:ﬁ .. .. , T: .. .. ..
-1 T —I -1 4 -1
-1 T -1 4

Die Matrix A ist symmetrisch, positiv definit und konsistent geordnet. Obwblinn
besetzt ist, ihrt die Bandbreite voa/N + 1 bei Durchfihrung einer Cholesky-Zerlegung
zu einem Cholesky-Faktdr mit einem vollen Band der Breitd'.

Deshalb nutzt marif gro3esV iterative Methoden, z.B das SOR-Verfahren mit optimalem

w = wyp (konvergent, dad symmetrisch, positiv definit und konsistent geordnet, siehe Satz
3.2.11). Besser ist das Verfahren der konjugierten Gradienten mit Vorkonditionierung, auf
das wir aber nicht eingegangen sind.

Wir kommen kurz ziKKonsistenzind Konvergenzles Differenzenverfahrens (9.4). See
C*(G) Losung von (9.3). Wir wissen, dass bei Einsetzen der exakisongu;; = u(x;;)
in (9.4) qilt

—Ag,uij = —AU([L'”) + Tij; Tij = O(hz),

derlokale Abbruchfehler;; ist also von der Ordnun@(h?).

Hieraus kann man folgendes ableiten:

Satz 9.1.1Das Differenzenverfahre(®.4) ist zu(9.3) von 2. Ordnung konsistent. Ferner
ist es auch von 2. Ordnung konvergent, d.h. es existiert eine Konstante) mit
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9.1.2 Finite-Elemente-Methoden

Hat das Gebief: C R? eine unregelralige Gestalt, dann sind Differenzenverfahren recht
unhandlich. In diesem Fall bietet es sich an, eine Variationmethode mit Finiten Elementen
zu verwenden. Wir betrachten die Poisson-Gleichung mit Dirichlet-Randbedingung

—Au(x) = f(z) furz e,

9.5
(®:3) u(z) =0 furz € oG,

Wie im Fall gewdhnlicher Differentialgleichungen gehen wir Aghst zu einer schwachen
Formulierungiber: Wir nehmen zuachst die Existenz einer klassischeisung

UECQ —{2602 )ZZ|3G—0}

an. Multiplikation mit einer beliebigen Testfunktian € CZ(G) und Integrationiiber G
liefert dann

(9.6) /( Au(z)v(z))dx = / f(x)v(z)dr Vv e CLG).
Man zeigt leicht, dass (9.5) und (9.&)rfFunktionernu € CZ(G) aquivalent sind.

Wir benutzen nun die Bezeichnung:

ou J*u
Uy, 1=

—, Ug,z; - — .
’ 8[)&}‘7 R 8@8%

Nun gilt fur beliebigev € C3(G), w € C'(G) die Greensche Formeler partiellen Integra-
tion (Konsequenz des Gaul3chen Integralsatzes)

/wxjvdx:—/wij dx,
G G

wobei wegernv|sc = 0 kein Randintegral auftritt. Verwendung dieser Formel im ersten
Term von (9.6) ergibt

(9.7) /G(uxl(a:)vml(x) + U, (2)Vz, (2)) d = /Gf(x)v(:c) dr Vv e CG).

:Vu(xS'T Vu(x)

Furu € C2(G) sind (9.5) und (9.7aquivalent.

Die Variationsformulierung (9.7) macht bereits Sirim f

u,v €V = Kj(G)={2:G— R : z, ex fastiberall und sind quadratintegrierbaf,c = 0} .

Die Variationsformulierungschwache Formulierung) ist nun:
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Variationsformulierung : Findeu € V' mit

©.8) / (1t ()0, (&) + 11 ()0, (1)) dz = / f@yo(e)de Voev,

Eine Losungu € V von (9.8) heil3tschwache tisungvon (9.5). Man kann zeigen, dass
(9.8) eine eindeutige dsungu € V' besitzt. Sie ist die eindeutige klassischi@sung von
(9.5), falls diese existiert.

Fuhren wir die symmetrischen Bilinearformen ein
a(u,v) = / (U, (2)02, () + Uy ()00, (2))) dz, w0 €V,
G

(u,v) := / u(z)v(x) de
G
dann kbnnen wir (9.8) kurz in der Form schreiben
(9.8) alu,v) = (f,v), YveW
Wiederum liefert (9.8) eine gute Basidrfdie Konstruktion numerischer Verfahren:

Finite-Elemente-Methode:SeiV;, C V ein endlichdimensional&inite-Elemente-Teilraum
Findeu,;, € V;, mit

(9.9) a(up,v) = (f,v) Yv eV,

Genau wie in Abschnitt 8.3 liefert (9.9) nach Wahl einer Basis Vprein lineares Glei-
chungssystem: Ity,, . . ., ¢,, } eine Basis des Finite-Elemente-Rauvfsdann muss (9.9)
nur mitv = ¢;,i = 1,...,m, getestet werden und Einsetzen des Ansatzes

un(x) =Y u;;(x)
j=1
mit Koeffizientenu; € R liefert das lineare Gleichungssystem

doualds o) = (f.4), i=1....m.

j=1 o .
Mit der sogenannte8teifigkeitsmatrixl = (a;;) unde = (¢;) ergibtsichfira = (uy, ..., uy)"
das symmetrische lineare Gleichungssystem

(9.10) Au = c.
A ist offensichtlich symmetrisch und auch positiv definit.

Beispiel fur einen Finite-Elemente-Teilraum: In der Regel vahlt man den Ansatzraum
Vi, als Finite-Elemente-Raum bestehend auslateisen Polynometiber einer reg@ren
TrangulationZ = {Ty,..., Ty} vonG:
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Definition 9.1.2 SeiG polygonal berandet. Eine Mengg = {1 5=0,.. ., N} von
abgeschlossenen Dreieckénheildtzulassige Triangulierungon G, wenn gilt:

N
a) G =T
j=0
b) T; NTj ist leer, ein gemeinsamer Eckpunkt oder eine gemeinsameavlige Seite.
Die Menge{ P, ..., P, } der Ecken allerl}; heif3t dieKnotenmengeler Triangulation.

Eine Finite-Elemente-Teilraum der Ordnuhgt dann definiert durch
Vi, ={z€C(G) : z|r,Polynom vom Grad, z|sc =0}

mit festem(. Fir [ = 1 ergeben sich gtkweise lineare stetige FunktionerirFrinite-
Elemente-Rume lassen sich problemlos Basisfuntkionen mir kleineagdr wahlen, die
Steifigkeitsmatrix ist dannichn besetzt, hat aber wie bei Differenzenverfahigmf > 2
erhebliche Bandbreite. Daher verwendet man zisung von (9.10) iterativedser.

9.2 Erganzung: Parabolische Randwertprobleme

Als einfaches Modellproblem betrachten wir diédvkheleitungsgleichung
w(t, ) — Au(t,x) = f(t,z), V(t,x)€]0,T[xG
zusammen mit der Anfangsbedingung
u(0,2) = ug(x) VzeG
und der Randbedingung
u(t,z) =0 VY (t,z) €]0,T[x0G.

Eine gangige Technik zur numerischen Diskretisierung ist die sogen&mmtnmethode
Wir diskretisieren zuachst fir festes beiglich x zum Beispiel durch ein Differenzenver-
fahren oder eine Finite-Elemente-Methode. Diglsrt auf eine gewhnliche Differential-
gleichung der Form

u(t) = —A(t)a(t) + c(t).

Diese gewhnliche Differentialgleichung ist im allgemeinen steif und kann nun mit geeig-
neten Verfahren numerisch gst werden, siehe Abschnitt 7.2.



Kapitel 10

Verfahren zur Eigenwert- und
Eigenvektorberechnung

10.1 Eigenwertprobleme

In vielen technischen und physikalischen Problemen, etwa bei der Untersuchung des Schwin-
gungsverhaltens von mechanischen oder elektrischen Systemen, ist es von Bedeutung, die
Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matdxe C™" zu bestimmen.

10.1.1 Grundlagen

Definition 10.1.1 Eine Zahl\ € C heil3tEigenwerteiner Matrix A € C™", wenn es einen
Vektorz € C", x # 0 gibt mit
Axr = Ax.

Jeder solche Vektar € C™ heil3t(Rechts-)Eigenvektaum Eigenwerh. Die Menges(A)
aller Eigenwerte vori heil3tSpektrumvon A. O

Der Unterraum
Eig,(\) :={z e C" : (A= X))z =0}
ist derEigenraumvon A zum Eigenwerf\. Seine Dimension
v(A) :=dimEig,(A\) =n — Rang A — \I)

ist die geometrische Vielfachherbn A und gibt die Maximalzahl linear unabhgiger Ei-
genvektoren zW an.

Offensichtlich istA genau dann Eigenwert vof, wenn gilt

X(A) :=det(A—AI) =0,

77
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also wenn\ Nullstelle descharakteristischen Polynomg ) von A ist. x ist ein Polynom
n-ten Grades und hat die Form

X(p) = (=1)"u" + (=1)"" " spul(A) + - - - 4 det(A).

Sind Ay, ..., \; die verschiedenen Nullstellen von(d.h. die verschiedenen Eigenwerte
von A) mit Vielfachheitenv;, i = 1, ..., k, so giltv; + ... + v, = n undy hat die Linear-
faktorzerlegung

X(p) = (=1)" (= M) - (= Ae)"™.

Man nenntv()\;) = v; die algebraische Vielfachheiton ;. Es ist nicht schwer zu zeigen,
dass immer gilt

(i) < v(N).
Wir fassen einige grundlegende Eigenschaften von Eigenwerten und Eigenvektoren zusam-
men:

Proposition 10.1.2 SeiA € C™" ein beliebig. Dann gilt:

a) Ist\ Eigenwert vor4, so istA Eigenwert vonA” und ) Eigenwert vonA := AT,

b) Fur jede nichtsingudre Matrix 7' € C™" hat die zu4 ahnliche MatrixB := T AT
dasselbe charakteristische Polynom und dieselben Eigenwerté.\uséx Eigenvek-
tor von 4, so isty := T~'x Eigenvektor vorB.

c) Ist A hermiteschalsoA” = A mit A" .= AT, dann hatA lauter reelle Eigenwerte.
Ist A unitar, alsoA” = A=, so gilt|\| = 1 fur jeden EigenwerA.

Eine MatrixA € C™" heil3tdiagonalisierbarwenn sien linear unabhngige Eigenvektoren
x1,...,x, besitzt. Die zugebrige MatrixT' := (z1, ..., x,) ist dann invertierbar und mit
den Eigenwerten; zu x; gilt

TYAT = diag (A1, ..., \n) = D.

Tatsachlich haben wir
AT = ()\11’1, N Anxn) =1TD.

Eine wichtige Rolle spielehermitescheMatrizen A € C*", d.h. A” = A, und mithin
reelle symmetrischiglatrizen. Man kann recht einfach zeigen, dass eine hermitesche Matrix
A € C™", immerdiagonalisierbarist mit einerunitarenMatrix 7' = U, also

U'AU =D, U"=U""
Ist A = AT reell, dann kani/ € R™" orthogonal gewhlt werden, also

U'AU =D, UT=U"
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Die wichtigsten Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren einer Ma-
trix A nehmen zuachst eine Reihe voAhnlichkeitstransformationen

A=A A = TABT E=0,1,...

vor, um A in eine Matrix einfacherer Gestalt zu transformieren, deren Eigenwerte und Ei-
genvektoren leichter zu bestimmen sind.

10.1.2 Grundkonzepte numerischer Verfahren

Die im folgenden besprochenen numerischen Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten
und Eigenvektoren lassen sich in zwei Klassen einordnen. Die eine beruht auf der Vektori-
teration, die andere auf der Anwendung viamlichkeitstransformationen.

Vektoriteration

Bei der ersten Klasse von Verfahren handelt es sich um Vektoriterationen, die allgemein

von der Form sind i
(k+1) _ Bz®)

REER

mit einem Startvektor(*), einer Iterationsmatrix3 und einer Vektornornj - ||.

T k=0,1,...

Ahnlichkeitstransformation auf einfachere Gestalt

Nach Proposition 10.1.2 bleiben die Eigenwerte einer Matrbei einerAhnlichkeitstrans-
formation B = T-! AT unvei@&ndert und aus einem Eigenvekiovon B erhalt man durch
x = Ty einen Eigenvektor der Ausgangsmatrix

Es liegt daher nahe} durchAhnlichkeitstransformationen
(10.1) AQ = A - AW o ARED — et AR T,

in eine einfachere Form Ziberfihren, fir die die Bestimmung von Eigenwerten und Eigen-
vektoren einfacher ist. Wir betrachten hier nur das QR-Verfahren, das eines der schnellsten
Verfahren zur bsung von Eigenwertproblemen darstellt.

QR-Verfahren: Beim QR-Verfahren wird durch Anwendung unier Matrizeril; erreicht,
dass die Elemente vaa®) im strikten unteren Dreieck gegen null konvergieren. Die Dia-
gonaleintage vonA®) konvergieren wiederum gegen die Eigenwerte vion
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10.1.3 Sbrungstheorie fur Eigenwertprobleme

Bei oberen oder unteren Dreiecksmatrizen sind die Eigenwerte nichts anderes als die Dia-
gonalelemente. Wir haben bereits angedeutet, dass das QR-VerfahrerAtintichkeit-
stransformationen den AufRerdiagonalteil bzw. das strikte untere Dreieck reduziéren. St
rungsresultatetir Eigenwerte liefern unter anderem Schranken, wie gut die Diagonalele-
mente mit den Eigenwertdibereinstimmen.

Wir haben das folgende fundamentale Resultat.

Satz 10.1.3Bezeichnet\;(A), i = 1,...,n, die nach Betrag aufsteigend angeordneten
Eigenwerte einer Matrixd € C™", dann sind die Abbildungen

AeC™ s M\(A), i=1,...,n

stetig. Eigenwertedngen also stetig von der Matrix ab.

Beweis Siehe zum Beispiel Werner [We92[J

Ein wichtiges EinschlieBungskriteriuniif Eigenwerte eréilt man durch digGershgorin-
Kreise

Satz 10.1.4Es seiA = (a;;) € C™" beliebig.

a) Esqilt

mit denGershgorin-Kreisen
KZ:{[LEC|ILL—(1”|§Z|(ZU|}, Zzl,,n
j=1
i

b) Ist die Vereinigundg=; von k Gershgorin-Kreisen disjunkt von der Vereinigu6g
der restlichem — k Gershgorin-Kreise, dann erdlt G; genauk Eigenwerte und-,
genaun — k Eigenwerte vory.

Das folgende Resultat giltif diagonalisierbare Matrizen:

Satz 10.1.5(Bauer/Fike)
Es seid € C™™ diagonalisierbar, also

T7'AT = diag (A1, ..., \n) =: D.
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Dann gilt fur jede MatrixAA € C™"
VipeolA+AA): IIlliIl |l — Ni| < cond(T')[|AA],.

i=1,...,

Hierbei ist|| - ||, die von der euklidischen Norm induzierte Matrix-Norm wad;(7") :=
| T||,|T~1]|, die zugebrige Kondition vori".

Bemerkung: Ist A hermitesch, so kanfi unitar gewahlt werden und es gilt coptl") = 1.

10.2 Die Vektoriteration

10.2.1 Definition und Eigenschaften der Vektoriteration

Definition 10.2.1 Fur eine Matrix B € C™" ist die zugebrige Vektoriteration gegeben
durch

(10.2) Sy

— B:®  E=01....
EECI . o

mit einem Startvektor® ¢ C™ \ {0}.

Bei geeigneter Wahl voi ergeben sich hierausaiierungen® fur einen Eigenvektor zu
einem Eigenwerf. Eine Eigenwertaherung fir A\ erhalten wir dann durch deRayleigh-
guotienten

(k)\H (k)
w gy E0)7BY
R(=%, B) = (Y@
Wir untersuchen die grundlegenden Eigenschatfiieriine diagonalisierbare Matri® mit
Eigenwerten\,, ..., \,,. Wir sagen, dass ein Vektar € C" einen Anteil inEig,(\;) hat,

falls in der eindeutigen Darstellung

r=u+v, u€cEigy\), ve P Eigg())
AjFEN

gilt u # 0. u ist der Anteil vonz in Eigg(\;).

Satz 10.2.2Es seiB € C™" diagonalisierbar mit EigenwerteR,, ..., \,,
AM=...=Xy N >N =0 > A

mitr < n. Falls der Startvektor® einen Anteil in Eig,()\,) besitzt, gilt @ir die Vektorite-
ration (10.2)

g = ’)‘r+1|
A1

(kNH B (k)
R(z® B) = (21)" Bz

(ZE) 20 <L

=\ +0(¢") furk — oo,
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Zudem gilt

e
(k) 1 1 k
‘Al‘k ”xlu

mit einer beliebigen Vektornori ||, wobeir; den Anteil vort(?) in Eig,()\;) bezeichnet.
Beweis Wir konnen genausogut die nicht normierte Folge™?) = Bz 200 = )
betrachten. Es gilt dant#®) = z(®) /|| ()|,

Es gibt eine Darstellung der Fored®) = z; + 3
Einsetzen irg*+1) = Bz ergibt

n n k
(10.3) M = BF2O = Az + Y Ny = M <x1+ > (%) xj>, k> 0.
1

]:r+1 ]:T+1

Z; mit T; € EIgB()‘])1 1 % 0.

n
Jj=r+1

Dies liefert
2W = X (z1 + O(¢"))

und somit
(E)TBE® = (Z0) T2 = MAT (21 + O(¢9)) " (21 + O("))
= MM P (|15 + O(d")
()20 = NiAH (1 + O(¢") " (21 + O(d")) = [M[* (|5 + O(g")).
Wir erhalten
_ =l + O(e%)

R(z™ B) = R(::™, B) =\ =\ + O(¢").
1115 + O(d")
Analog haben wir
z(k) Ak k bV
L) _ f(k) _ ;(%-FO(CI ))k . T4 0(qh)
IZEN A *(lzall + O(g?)  Aal* [

O

Bemerkung: Selbst wenn:(®) keinen Anteil in Eig;()\;) hat, was bei "geiagend allgemei-
ner” Wahl vomz(©) unwahrscheinlich ist, so stellt sich in der Praxis diese Situation durch
den Einfluf3 von Rundungsfehlern ein.

Im Falle hermitescher Matrizen exttman lineare Konvergenzrajédes Rayleigh-Quotienten
gegen);.

Satz 10.2.3SeiB € C™" hermitesch. Dann gilt unter den Voraussetzungen von Satz 10.2.2
fur den Rayleigh-Quotienten die Konvergenzaussage

(20))H B (®)

k _
R(z( ),B) = (Z(k))HZ(k)

=M\ +0(¢*) furk —ocomit ¢=
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10.2.2 Die Vektoriterationen nach v. Mises und Wielandt

Sei A € C™"™ gegeben. Unterschiedliche Varianten der Vektoriteration entstehen durch die
Wahl der Iterationsmatris.

Einfache Vektoriteration nach von Mises

Die einfache Vektoriteration e#éft man durch die naheliegende Wahl= A. Die Konver-
genzeigenschafterbknen dann unmittelbar Satz 10.2.2 bzw. 10.2.3 entnommen werden.

Inverse Vektoriteration von Wielandt

Offensichtliche Nachteile der Vektoriteration sind die langsame Konvergenz bei schlechter
Trennung der Eigenwerte und die Einsihkung auf die Bestimmung des betrag&ig
grof3ten Eigenwerts. Dies kann durch die inverse Vektoriteration von Wielandt vermieden
werden. Man braucht hierzu eine gutéiérung: eines Eigenwerts;, so dass

Dann hat @ir 1 # \; die Matrix B = (A — uI)~! die Eigenwerte

1

b

wobei |x;| > |w;| fur alle u; # p;. Ferner istz; genau dann Eigenvektor vai zum
Eigenwerty;, wennz; Eigenvektor vonA zum Eigenwert); ist.

g

Die zugeldrige inverse Iteration von Wielandt lautet dann

(kt1) é(kz-i-l)

= W m|t 2(k+1) = (A — ,uf)flz(k).

z

In der Praxis bestimmt man nichtl — x.7)~!, sondern implementiert die Iteration in der
Form

; S(k41) _ () (ea1y _ A
Lose (A — ul)z =z und setze = = EGRIR
Die inverse Iteration von Wielandt hat dann im Falle
i —
= A — u] <1
1<i<nji#j [N — pf
nach Satz 10.2.2 die Konvergenzeigenschaften
(k)\H ., (k+1) 1
_ z Z
RGO, (4 — ) = ) + 0,

EOILECP YT

k
(k) _ [Aj — " k
(Aj = ) [z
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wobei z; den Anteil vonz(® in Eig,(};) = Eig4_,;-1(1/(A; — 1)) bezeichnet. Isti
zudem hermitesch, so éift der Rayleigh-Quotient nach Satz 10.2.3
(Z(k))HZ(kJrl) 1

_ 2k
oy~ O

R(zW, (A= pl)™") =

10.3 Das QR-Verfahren

Das im folgenden beschriebene QR-Verfahren von Francis bildet die Basis sehr legstimngsf
ger Verfahren zur Eigenwert- und Eigenvektorberechnung. Ausgehend von einer Matrix
AM = 4 e ¢ fuhrt man beim QR-Verfahren udite Ahnlichkeitstransformationen fol-
gender Form durch:

Algorithmus 6 QR-Verfahren
SeiA € C™" eine gegebene Matrix.

0. Setzed® := A,
1. Farl=1,2,...: Berechne

AV = Q,R,;, @, € C* unitar, R, € C™" obere Dreiecksmatrix

(10.4)
A(lJrl) = RZQI-

In jedem Schritt ist also die Berechnung einer QR-Zerlegung
AU = Q,R;, R, € C™" obere Dreiecksmatrix Q; € C™" unitar, alsoQ! = Q;

erforderlich. Eine solche Zerlegung kann mit Hilfe des Householder-Verfahrens berechnet
werden, das wir in 6.3.4 kurz beschreiben.

10.3.1 Grundlegende Eigenschaften des QR-Verfahrens

Wir beginnen mit der offensichtlichen Feststellung, dass (10.4dhth eine Folge urdr
ahnlicher Matrizerd®) erzeugt.

Lemma 10.3.1 Es seien); und R; von Algorithmus 6 erzeugt. Dann gilt mit den Bezeich-
nungeny ;= Q1Q2- - Qy, Ria == Ry Iy

A = QM AVQ = Q1L AQ L, 1=1,2,....
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Beweis Wegen (10.4) isk; = Q; ' AV und daher
AT = RiQy = Q' AVQ,.
Induktiv ergibt sich

AED = Qi QUTADQ, - Q= Q7L AQ: .

10.3.2 Konvergenz des QR-Verfahrens

Wir geben zuachst ein Resultatif Matrizen mit betrags#éfig getrennten Eigenwerten an.

Unter gewissen Voraussetzungen konvergiert dann die vom QR-Verfahren generierte Folge

AW nach uniarer Diagonalskalierung der Forsit ' A().S; gegen eine obere Dreiecksmatrix
U, wobei die Konvergenzgeschwindigkeit von der Trennung derdgetider Eigenwerte
abhangt.

Satz 10.3.2Die Matrix A € C™" sei reguér mit betragsrafiig getrennten Eigenwerten
Alyeeey Any
IA1] > A2 > ... > A

Weiter seieny, . . ., v, zugelidrige Eigenvektoren und die Inverse der Maffix= (vy, . .., v,)
besitze ohne Zeilenvertauschung elne-Faktorisierung. Dann giltdir das in Algorithmus
6 angegeben@ R-Verfahren

s
AD =SUS T +0O(¢"") furl — oo, ¢:= max 2l
j=1,....n—1 )\j
mit einer oberen Dreiecksmatrix
)\1 * *
U =
*
An
und uniiren Phasenmatrizef, = diag (o\", ..., o), |o\”| = 1. Insbesondere gilt mit
den Diagonaleintagena'’, . .., a{!) von A®

i) =\l = O(d"™).

)

Beweis Siehe zum Beispiel Plato [PIO0]X

Bemerkungen:
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e Hat 7! lediglich eineL R-Faktorisierung mit Zeilenvertauschungen, dann konver-
giert das@) R-Verfahren nach wie vor, die Eigenwerte erscheinen in der Diagonale
der GrenzmatrixXy jedoch unter Umsinden in anderer Reihenfolge.

¢ Sind nicht alle Eigenwerte betragafiig getrennt, also etwa
Al > o> N = A > o> A,

was zum Beispiel eintritt, wenn eine reelle MatrdxXonjugiert komplexe Eigenwerte
hat, dann konvergiet; ' A).S; mit Phasenmatrizefi, aulRerhalb des mit markier-
ten Bereichs gegen eine Matrix der Form

OO
Die Eigenwerte des BIock@lf’"’” i ) konvergieren gegen, und\, ;.
a

r+1,r a’7'+1,7'+1

e Die Konvergenz de§ R-Verfahrens ist sehr langsam, wenn die Trennung der Eigen-
werte schlecht ist. Die Konvergenz der letzten Zeile gg@en ., 0, \,,) kann durch
Shift-Techniken entscheidend verbessert werden, auf die wir nun kurz eingehen.

10.3.3 Shift-Techniken

Eine genauere Analyse zeigt, dass die letzte ZeileA/8rdie Form hatO(|\,, /A, 1Y), all) ).
Ist also |\,| < |\.-1], dann konvergiertsz}j, 1 < j < n sehr schnell gegefi und
') sehr schnell gegen,,. Nach genauer Bestimmung voyy kann man dann mit dem
(n — 1) x (n — 1)-Block von A" zur Bestimmung von,,_; fortfahren.

Um die Trennung von\,, und \,,_; zu verbessern, wendet man da&-Verfahren in jedem
Schritt aufA® — w I an mity; =~ A, und korrigiert den Shift anschlieRend. Anstelle von
(10.4) berechnet man also mit ein&hifty; ~ A,

AW — I = QR,;, @, € C*"unitar, R, € C™" obere Dreiecksmatrix
A .= RQ + !

Man piiift leicht nach, dass wieder git*+!) = @, ' AV Q.
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Verbreitete Shift-Strategie: Eine effizente Shift-Strategie erhlt man, wenn maals den-
0) ot . . .
jenigen Eigenwert vorﬁa"}};"*l ;") wahlt, der am &chsten bemgf,)n liegt. Im Zweifels-

O]
nn—1 @nn

fall wahle den mit positivem Imagamteil.

Das QR-Verfahren mit Shift liefert recht schnell eine Matdi%X', deren letzte Zeile auf hohe
Genauigkeit mit0, ..., 0, \,,) Ubereinstimmt. Man wendet nun das QR-Verfahren mit Shift
auf den oberen linkefn — 1) x (n — 1)-Block von A®) zur Bestimmung von,,_; an und

so fort.

Bemerkung: Das QR-Verfahren mit Shift gilt zur Zeit als eines der besten Iterationsver-
fahren zur losung des vollsindigen Eigenwertproblems.

10.3.4 Berechnung einer QR-Zerlegung

Wir geben zum Abschluss ein numerisches Verfahren an zur Berechnung einer
QR-Zerlegung:

Fur B € C™" bestimme eine urére Matrix() € C™" und eine obere Dreiecksmatrix
R € C™" mit

(10.5) B=QR.

Householder-Verfahren zur Berechnung einer QR-Zerlegung:

Beim Householder-Verfahren berechnet man (10.%) 11 Schritten:

Initialisierung:
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Schritt 1: Bestimme eine urdtre Matrix7; (siehe (10.7), (10.8)) mit

k% 2 2
;o B |8
B®.=7,BO =1 0 0|*| * -+ | = 0 0
S B B : b2 B?()Q)
0 0]# * 0 0
Schritt k, k = 2,...,n — 2: Bestimme eine urdire Matrix7} (siehe (10.7), (10.8)) mit
* .« .. * *
k+1
(10.6) B#) .= 1,g® = | Y -
) ) 0 0 *‘ ..
‘ n — (k? + 1)
0 01 % ‘
B£k+1) Bék-s—l)
—lo 0
: pk+1) B§k+1)

Ergebnis: R := BV, Q= (T, o-...- Ty)? =T .....TH,,

Rechtfertigung des Verfahrens:

Dann gilt tat&chlich
R = B Y = obere Dreiecksmatrix Q = T... .7, unitar als Produkt unitrer Matrizen

und
R=B" V=1 ,.....TyB=Q"B, also QR=B.
N—————

=QH
Berechnung der TransformationenTy}:

Es bleibt, die Berechnung vdh, anzugeben. Beim Householder-Verfahredhit man je-
weils T}, von der Form

(10.7) T = ( ]O’f }(])k )



S. Ulbrich: Mathematik IV @ir Elektrotechnik, Mathematik Illifr B.Sc. Informatik
mit
I, = Einheitsmatrix inR**

und H,, € R**n~* alsHouseholder Transformation der Form
(10.8)

5 1 1 fallsyP =
Hk =71 — 7 wkw,f, Wy = b(k) + O']g“b(k)H2 0 , O = pF)
Wy Wy . \b%k)\ sonst
1
Man kann zeigen, dass mit dieser Wahl gilt
wil[6™],
H, unitar und hermitesch  H,b*) = 0 , wr €C, |w| = 1.

Man sieht leicht, dass dann tathlich jeweilsB*+1) die Form (10.6) hat.

89
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Statistik

Statistische Methoden werden in allen empirischen Wissenschaften verwendet. In der "Be-
schreibenden Statistik” geht es Aamst darum, Beobachtungsdatésersichtlich darzu-
stellen und durch Berechnung von Kendigen (Mittelwerte, Streuungen) zu charakterisie-
ren.

Da jedoch Beobachtungsdaten in der Regel zufallsbehaftet sindlligefMel3fehler bei
Experimenten, Mglichkeit unterschiedlicher Ergebnisse), besteht das Risiko von Fehl-
schiissen. Die sogenannte "SchlieBende Statistik” stellt daher Methoden bereit, bei denen
diese Fehlerrisiken abgesitiat werden &nnen. Die Abschtzung dieser Risiken beruht auf
mathematischen Modelleiif zufallsabi&ngige Vorgnge, die in der "Wahrscheinlichkeits-
theorie” behandelt werden.

Dieser Teil des Skripts basiert in Teilen auf dem Buch v. Finckenstein, Lehn, Schellhaas,
WegmannArbeitsbuchiir Ingenieure 1] Teubner Verlag, 2006, das als vertiefende Litera-
tur empfohlen wird.

90



Kapitel 11

Grundbegriffe der Statistik und
Wahrscheinlichkeitstheorie

11.1 Messreihen

Im Folgenden werden zwei Typen viMerkmalernbetrachtet:

e quantitativ-diskretez.B. Alter in Jahren, Geschosszahl eines &gles, ...
Die Merkmalauspagungersind dann ganze Zahlen.

e quantitativ-stetigez.B. Gelaudelbhe, Temperatur,...
Die Merkmalauspagungersind dann reelle Zahlen.

Am Beginn einer statistischen Untersuchung steht immer die mehrfache Beobachtung eines
Merkmals. Das Beobachtungsergebnis ist dann Elessreihevon n Zahlen

L1, X2y, Tp-

Definition 11.1.1 Seixy, x», . .., x,, eine Messreihe. Ordnet man die Werte der Messreihe
der Grol3e nach, so ensteht die zugage geordnete Messreihe

T(1), T(2)y--+yT(n)-
Sie besteht aus den gleichen Zahlen, aber so umgeordnet, dagg giltz ;) < ... < 2.
Die empirische Verteilungsfunktioginer Messreihe, x,, . . ., z,, ist die Funktion

Zahl derz; mitx; < maxi{i : xp < 2
2o, 1) = mmite £z mexdi 2 <7}

Wahlt manr — 1 Zahlena; < ay < ... < a,_1, SO entsteht die Unterteilung vdin r
Klassen
R =] — 00, a1]U]ar, as] U - - - Ular—2, ar—1]U] a1, o0l
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Mit der Abkurzung F(z) = F(z;x1,29,...,z,) ergeben sich dann dielativen Klas-
senlaufigkeiterfur dieser Klassen zu
F(ay), F(as) — F(ay),...,F(a,—2) — F(a,—1),1 — F(a,_1).
Wahlt man noch zwei z@dzliche Zahlen
ap < min{ay, xy},  ar > max{a,_1, T},

so kbnnen die relativen Klasseatfigkeiten in einenHistogrammdargestellt werderuber
jedem der Intervallés; 1, a;], j = 1,...,r, wird ein Rechteck erreichtet, das die jeweilige
Klassenkufigkeit als Fache hat.

Beispiel:
Die zur Messreihe
22 45 08 1.7 58 1.2 56 25 39 1.7
gelbrige geordnete Messreihe ist
0.8 1.2 1.7 1.7 2.2 2.5 39 45 56 5.8.
Hierbei ist
L) = T3, T(2) = Tg, L(3) — L(4) = T4 = T10, L(5) = L1, L(6) — T8,
X(7y = X9, T(s) = T2, T(9) = T7, T(10) = T5.
Die empirische Verteilungsfunktion hat folgenden Graphen:

1 T T T T T Q-

0.9 o N

0.8 o0——— 4

0.7+ o— b

0.6 o——— ]

05 o— b

0.4 o— i

0.3 b

0.2 o— |




S. Ulbrich: Mathematik IV @ir Elektrotechnik, Mathematik Illifr B.Sc. Informatik

Zu der Unterteilung
0<1<2<3<4<5<6

ergeben sich die Klassealifigkeiten

1 4-1 3 6-4 2 7-6 1 8-7 1 8 2

- - _‘_- T __ - 1_-_==2=

100 10 107 10 100 10 10" 10 10" 10 10’

also das Histogramm

0.35

0
0 1 2 3 4 5 6

Zur Unterteilung
0<15<3<45<6

ergeben sich die Klasseatifigkeiten

2 6-2_4 8-6_2 8 2

10° 10 100 10 10 10 10’

mit zugeldrigem Histogramm

93



S. Ulbrich: Mathematik IV @ir Elektrotechnik, Mathematik Illifr B.Sc. Informatik 94

0.35

0.3 b

11.2 Lage- und Streumal3zahlen

Zur Beschreibung und Charakterisierung von Messreihen dienen Lage- und Streumal3zah-
len.

Seixy,...,x, eine Messreihe.

11.2.1 Lagemal3zahlen

Beispiele fir Lagemal3zahlen sind
Arithmetisches Mittel: .
Median:

T =

z(zy,  fallsn gerade,
T(nt1y, falls n ungerade.

p-Quantil (0 < p < 1):

i {:p(np), falls np ganzzahlig,
p

T(npl+1), Talls np nicht ganzzahlig



S. Ulbrich: Mathematik IV iir Elektrotechnik, Mathematik Illifr B.Sc. Informatik 95
Hierbei ist
[z] =max{z € Z : z <z} (GaussscheKlammer)
die go3te ganze Zaht z.
a-gestutztes Mittel (0 < o < 0.5):

B 1
Lo = n_2k($(k+1)+...+x(n_k)), k= [na]

Das0.25-Quantilx o5 wird alsunteres Quartildas).75-Quantilz, 75 wird alsoberes Quar-
til bezeichnet.

11.2.2 Streuungsmalde

Beispiele fir Streuungsmalie sind:

Empirische Varianz oderempirische Stichprobenvarianz:

Empirische Streuung:

Spannweite:

Quatrtilabstand:
q = Zo.75 — Z0.25-
11.2.3 Zweidimensionale Messreihen

Werden bei einer statistischen Erhebung zwei verschiedene Merkmale gleichzeitig ermittelt,
so entstehemweidimensionale Messreihahh. endliche Folgen

(xb yl); (w% y2>7 ) (-Trw yn)

Analog wie oben definieren wir folgende Mal3zahlen:
Arithmetische Mittel:

1 !
I=5<w1+x2+...+xn), yzﬁ(y1+y2+...+yn)
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Empirische Varianzen:

1 1
2 _ )2 2 _ =\ 2
Sx_n_lz(xl_x)? Sy_n_lz(yl_y)

i=1 i=1

Empirische Streuungen:

1 _ 1 _
N Exap 2R PP S

i=1 =1

Weiterhin sind auch folgende Maf3zahlen zwischen:damdy; von Bedeutung:

Empirische Kovarianz:

n

1

Say = n_l;(xi_i)(yi—y)
Empirischer Korrelationskoeffizient:
Pay =~
Sz Sy
Bemerkung: Es gilt immer
—1<r, <1l

Beweis Seiu = (z; — T)1<i<n, v = (¥i — §)1<i<n. Dann gilt nach der Cauchy-Schwartz-

Ungleichung

UTU

= e [-1,1].
lulls o]l

Try
O

Bemerkung: Die empirische Varianz? lasst sich auch nach der Formel berechnen

1 n
(11.2) s? = 2 —nz?
1 7
n JR—
i=1

Ebenso gilt @ir die empirische Kovarianz

1 - -
(11.2) Soy = —— (; Ty — n:cy>

Beweis Es gilt

(n—1)s*= Z(xz — 1)t = Z(x? — 2,7 4 7°) = Z r} —2nz* +nz’ = Zw? —nz?
=1 =1 =1 =1

Die Formel fir s, folgt ganz analog.C

Zur Veranschaulichung einer zweidimensionalen Messreihe diefiudddediagramirbei

dem die Punktéx;, y;), 7 = 1, ..., n, als Punkte in einem — y-Koordinatensystem einge-
tragen werden.
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11.2.4 Regressionsgerade

Der Korrelationskoeffizient,, gibt Hinweise, ob die-Werte tendenziell monoton wach-
send oder monoton fallend von deAWerten abhAngen. lar diesen Zusammenhang soll
nun angenommen werden, dass er sich im wesentlichen durch eine lineare Gleichung der
Form
y=axr—+b

beschreibendsst. Wir nehmen also an, dass sich die Datenpunkte um eine Gerade mit der
Steigunga und Achsenabschnittgruppieren. Wir wollen num und b bestimmen, damit

die Gerade raglichst gut zu den Datenpunkten passt. Das Quadrat des Abstands zwischen
Datenpunktz;, y;) und einem Punktz;, ax; 4+ b) auf der Geraden mit demselberANert

ist (y; — ax; — b)*. Steigungz und Achsenabschnittder Geraden sollen nun so bestimmt
werden, dass die Summe all dieser Quadrate

n

S(a,b) = Z(yl — ax; — b)?

=1

minimal wird. Wir erhalten dann die sogenaniRegressionsgerad&Vir suchen also eine
Losung des Problems

(11.3) min S(a,b).

(a,b)eR?

Bestimmung der Minimalstelle:

Pt =ty —an =) () = <2 s ot ) =0

Oa ,
=1

b):Zn:Q(yi—aiCi - :—22 ; —ax; —b) = 0.
i=1

Die zweite Gleichung ergibt

ny — anx —nb = 0,
also
b=1y—ax.
Einsetzen in die erste Gleichung ergibt

n

Z(%% —ax? — §x; +aZz;) =0
i—1

und somit

n n

= 2 —2
E Tl —NTY = a E x; —nx”|.
i=1 i=1
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Insgesamt ergibt sicliif die Losung(a, 13) von (11.3) unter Verwendung von (11.1), (11.2):

Berechnung der Regressionsgerade:

y=ax+ b,
mit >
1 TiYy —NTY S A
A i=1 Vidi _ Oxy o A
a= S22 =—, b=y-axz

Wie bereits enathnt, heisst die so gefundene Ger&gressionsgerad®ie Abweichun-
gen der Punktéz;, y;) von der Regressionsgerade in vertikaler Richtung

A~

ri=y;—ar;—0b, i=1,....n

heiRenResiduenNach kurzer Rechnung ethh man folgende

Formel fUr das Residuenquadrat:

Zﬁz = Z(yz -9 (1 =73,
=1 =1

Die vertikale Abweichung von der Regressionsgeraigghalso eng mit dem Korrelations-
koeffizientenr,, zusammen. & die extremen Werte,, = 1 bzw.r,, = —1 verschwinden
die Residuen, alle Punkte;, y;) liegen also auf der Regressionsgeraden.

Da die Werte

s .S
= und 4=

S48y s2

gleiches Vorzeichen haben, ergibt sich algo/f,, > 0 eine streng monoton steigendér f
r.y < 0 eine streng monoton fallende uridt f-,,, = 0 eine horizontale Regressionsgerade.

Tzy

Das Vorzeichen vom,, gibt also den Trend der Aldimgigkeit dery-Werten von dene-
Werten an.

11.3 Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeit

11.3.1 Zufallsexperimente

Ein Vorgang, der so genau beschrieben ist, dass er als beliebig oft wiederholbar betrachtet
werden kann, und dessen Ergebnisse vom Zufalhagbn, nennen witufallsexperiment

Es wird angenommen, dass die Menge déghthen Ergebnisse soweit bekannt ist, dass
jedem Ergebnis ein Elemeanteiner Menge? zugeordnet werden kann.
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Definition 11.3.1 2 heil3tErgebnismengeseine Elemente ErgebnisseTeilmengem C
Q2 heil3enEreignisse Ein EreignisA C () tritt ein, falls ein Ergebnisv € A beobachtet
wird.

Beispiele:

1. Wurf eines Wirfels: 2 = {1,2,3,4,5,6}. Das EreignisA = {1, 3,5} tritt ein, falls
eine ungerade Zahl géwfelt wird.

2. Wurf zweier unterscheidbarerfel: = {(i,7) : i, € {1,2,3,4,5,6}}. Q hat
6 - 6 = 36 Elemente.

3. Wurf zweier nicht unterscheidbarerWel: Q = {(i, ) : 4,5 € {1,2,3,4,5,6}, i < j}.
2 hat21 Elemente.

4. Lebensdauer eines Gées:2 =]0, oo|. Das Ereignisd = {w € R : w > 100} tritt
ein, wenn das Géat mehr alsl00 Stunden fehlerfrei funktioniert.

Definition 11.3.2 Das aus zwei Ereignisse# und B zusammengesetzte Ereignisy B
tritt ein, falls ein Ergebniso mitw € A oderw € B (d.h.w € A U B) beobachtet wird.

Entsprechend tritt das Ereigni¢ N B ein, falls ein Ergebnis) mitw € A undw € B (d.h.
w € AN B) beobachtet wird.

A¢ = Q\ A heil3t zuA komplemerires Ereignis

Zwei Ereignissed und B heiRenunvereinbarfalls A N B = ().

Die leere Mengd) heil3stunmbgliches Ereignisind(2 dassichere Ereignis
Die einelementigen Mengdw} von() heiRenElementarereignisse

Auch fir Folgen A, A, . .. von Ereignissen definieren wir das zusammengesetzte Ereignis
Ui, A4, das eintritt, wenn mindestens edneintritt, und das Ereigni§),” , A;, das eintritt,
wenn alleA; zugleich eintreten.

11.3.2 Wahrscheinlichkeit

Fragt man im Falle der Betriebsdauer eines&Bes danach, wie wahrscheinlich es ist, dass

das Geat exakt nach 100 Stunden (keinen Augenblidkh&r oder sater!) seinen ersten

Defekt hat, dann ist dies praktisch ausgeschlossen. Fragt man jedoch danach, dass der erste
Defekt zwischerd0 und 100 Stunden auftritt, also nach der Wahrscheinlichkeit des Ereig-
nissesA = [90, 100], dann ist dies eine sachgerechte Fragestellung.

Dies zeigt, dass es sinnvoll ist, die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von Ereignissen zu
betrachten. Wir haben dabei die Vorstellung, dass die WahrscheinlicRkdi} fur das
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Eintreten des Ereignissesin der Gil3enordnung der relativenadfigkeit des Eintretens
von A in langen Versuchsserien liegt.

Dazu betrachten wir ein Systerhvon Ereignissen (es muss nicht die Potenzméh@e),
also die Menge aller Teilmengen vénsein!), das folgende Eigenschaften hat:

Definition 11.3.3 ein Systerd C P(£2) von Ereignissen heil3t-Algebra wenn gilt:

a) Qe A
b) Falls A € A, dann gilt auchAc € A.
c) Mitjeder FolgeA;, A,,... € AgiltauchJ;Z, A; € A.
Bemerkung: Sind A, B € A, dann ist wegen b) und c) auch
ANB=(A°UB°) e A
0

Eineo-Algebra erlaubt gerade die Verlipfungen von Ereignissen, die in der Praxigza
lich sind. Um jedem Ereignis eine Wahrscheinlichkeit zuzuordnen, betrachtet man eine
Abbildung P : A — R mit folgenden Eigenschaften:

Definition 11.3.4 Eine AbbildungP : A — R heil3tWahrscheinlichkeitsmaflvenn sie
den folgenderxiomen von Kolmogorowgerigt:

a) P(A) > 0fir A € A,
b) P(Q)

L,

c) P (U Ai> — Z P(A;) fur paarweise unvereinbard;, A,, ... € A.
=1 =1

Bemerkung: c) umfasst auch endliche disjunkte Vereinigunggh, A; durch die Wahl

Aus diesen Axiomen folgeninzliche Regelniir das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
von Ereignissem, B, Ay, ..., A,:

P(0) =0,

0< P(A) <1,

P(A°) =1—- P(A),

ACB = P(A) < P(B),

P(AUB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB),

P(AjU---UA,) = Z P(4;), fallsA,,..., A, paarweise unvereinbar (Additiéit).

i=1
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Falls die Ergebnismenge endlich ist, ale= {w, . . ., w, }, und man wie beim Wrfelwurf
annehmen kann, dass jedes Elementarere{gnisgleich wahrscheinlich ist, dann folgt aus
der Additivitat

P{w:}) = %, i=1,....n
und fur beilebige Ereignisse mit ElementzghH gilt
__ ElementzahlvomM  #A
n #Q
Die Annahme gleicher Wahrscheinlichkeitridie Elementarereignisse hellstplace-Annahme

P(A)

Beispiel: Drei Wurfel werden geworfen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Wiurfelsummel 1 ist?

Wir wahlenQ = {(,7,k) : 4,5,k =1,...,6}. Dannist# = 63 = 216.

A sei das Ereignis "Wirfelsumme ist 11”.

Moglichkeiten tir die drei Summanden (der &3e nach geordnet):
11=14446=14+54+5=2+3+6=24+44+5=3+3+5=3+4+4.

Wir summieren die Anzahl der Tripel auf, die auf die angegebenen Summaiitalem f

HA=6+3+6+6+3+3=27.
Dies ergibt
B #_A 2 1

= =0,125.

P(A)_#Q_ﬁ_g

11.3.3 Elementare Formeln der Kombinatorik

Zur Berechnung der Elementezahlen von Ereignissen weréefighkombinatorische For-
meln verwendet. Wir geben einige wichtige Formeln an:

Seif) eine Menge mit, Elementen und € N.

Geordnete Probe mit Wiederholungen:
Eine k-Tupel (x1,...,zx) mit z; € Q, ¢ = 1,..., k, heilltgeordnete Probe&on Q2 vom
Umfangk mit WiederholungerEts gibt

n*  (Anzahl geordneter Proben mit Wiederholungen)
solcher Proben {ir jede Stelle gibt es Moglichkeiten).

Geordnete Probe ohne Wiederholungen:
Einek-Tupel (z1,...,2), k < n, mitz; € Q,i=1,... k, undz; # z; furi # j heildt
geordnete Probgon (2 vom Umfangk ohne Wiederholungeis gibt

n(n—1)(n—2)-...-(n—k+1) (Anzahl geordneter Proben ohne Wiederholungen)
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solcher Proben {ir die erste Stelle gibt es Moglichkeiten, @ir die zweiten — 1, usw.).
Im Fall £ = n spricht man von eindPermutationder Menge). Davon gibt es

nl=nn—-1)(n—2)-...-2-1 (Anzahl von Permutationen)
Ungeordnete Probe ohne Wiederholungen:

Eine Teilmeng€{zy, ...,z }, k < n, vonQ) heiRtungeordnete Probeon (2 vom Umfang
k ohne Wiederholungelks gibt

<n):n(n—l)(n—Q)-...-(n—k+1) nl

L X = L Al (Anzahl k-elem. Teilmengen)
. ‘n — .

solcher Proben (es gibtn — 1)(n — 2) - ...- (n — k + 1) geordnete Proben, aber jeweils
k! bestehen aus den gleichkeiklementen).

Beispiel:

1. Wie viele Mbglichkeiten gibt esk Einsen und: — k£ Nullen anzuordnen?

Losung: Jede Anordnung der Einsen entspricht eirelementigen Teilmenge von
{1,...,n}, welche die Positionen der Einsen angibt. Alé@: Moglichkeiten.

2. Beim Austeilen gemischter Karten (32 Karten, davon 4 Assel skiais Ereignis "die
ersten drei karten sind Asse”. Dann gilt unter der Laplace-Annahme

S 4-3.2.290 24 1

P(A = = _
(4) 32! 32-31-30 1240

11.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit, Unablngigkeit

11.4.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

SeienA, B zwei Ereignisse mitP(B) > 0. Oft interessiert die Wahrscheinlichkeit von
A unter der Bedingung, dads eintritt. Man definiert diesdedingte Wahrscheinlichkeit
P(A|B) von A unter der Bedingun@ durch

Bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B:
P(ANB)
P(B)

Beispiel: Beim Ziehen von einem gemischten Kartenstapel (32 Karten, 4 Asse) betrachte
die Ereignissed "die zweite Karte ist ein Ass” und® "die erste Karte ist ein Ass”. Dann

gilt

P(A|B) =

. 31!
AL pans) =

(B) 4-3-300 12
321 %’

321 32.31°
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Dies ergibt
12-8 3
P(A|B) = —— = —.
32-31 31
Direkte Rechnung: Wenn schon ein Ass gezogen ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass

die zweite Karte wieder ein Ass ist

. 30!
P(A|B) = 3-30 _ 3
31! 31
Im Folgenden seied, . .., A, paarweise unvereinbare Ereignisse, dthn A; = 0 fur

i # j,und essei ], A, = Q2. Man spricht von einevollstandigen Ereignisdisjunktion
Es gelten die folgenden Rechenregeln:
Regel von der vollsandigen Wahrscheinlichkeit:

Ay, ..., A, seieine vollsindige Ereignisdisjunktion miP(A;) > 0,7 = 1,...,n. Dann

gilt:
ZP P(B|4;).

Beweis Esgilt P(4;)- P(B|A;) = P(BN A4;). Die MengenC; = BN A; sind paarweise
disjunkt mit{J;_, C; = B. Wegen der Additiviat gilt also

iP(A P(B|4)) ZP =P (CJ Ci> = P(B)

O
Formel von Bayes:
Ay, ..., A, sei eine vollsindige Ereignisdisjunktion miP(A4;) > 0,7 =1,...,n,undB
sei ein Ereignis mif°’(B) > 0. Dann giltfuri =1,....n
P(A)-P(B|A)
> k=1 P(Ar) - P(B|A)

Beweis Der Nenner istP(B) nach der Regel von der voléstdigen Wahrscheinlichkeit.
Also ist die rechte Seite gegebn durch

P(Ai|B) =

P(4A;) - P(B|Ai) _ P(Ai) - P(BNA;)/P(A;) _ P(BNA;) _
P(B) B P(B) -~ P(B)

P(A|B).

O

Beispiel: Bei einer Reihenuntersuchung sind die Ereignids€untersuchter Patient ist
erkrankt” undB: "Befund positiv” von Interesse. Es séi(A) = 0,001 die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Patient erkrankt ist. Weiter sefefB|A) = 0,92 und P(B|A°) = 0,01
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die Wahrscheinlichkeitenif einen positiven Befund bei einem erkrankten bzw. nicht er-
krankten Patienten.

Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass ein Patient bei einem positiven Befund
tatsachlich erkrankt ist, als®(A|B).

Mit A, = A, Ay, = A€ ergibt die Bayessche Formel

P(A)P(B|A) 0,001 - 0,92

(41B) P(A)P(B|A) + P(A¢)P(B[A?) 0,001 0,92+ 0,999 - 0,01

= 0, 0844.

Multiplikationsformel:
Ay, ..., A, seien Ereignisse mi®(A; N A, N---NA,) > 0. Dann gilt
P(AiNAsn---NA,) =P(A)) - P(Ay]Ay) - P(A3|A1NAy)--- P(A, A1 NN A, ).
Beweis \ollstandige Induktion nach: Furn = 2 gilt
P(A;) - P(A3|A)) = P(A1 N Ay).

Induktionsschritt:

P(Ay) - P(A3|Ay) - P(A3]A1 N Ag)--- P(A,|A1N---N A1)

NAAMN. b A Ao A Ay ) - P AL - Ay ) = P(An A AL (-0 Ay ).

O

11.4.2 Unablangigkeit

Beim zweifachen Werfen einesWfels erkennt man, dass die Ereignisse
A ="1 beim zweiten Wurf, B = "1 beim ersten Wurf”

von Vllig unablangig ablaufenden Teilexperimenten bestimmt wird uinddie bedingte

Wahrscheinlichkeit gilt

P(ANB) B 1/6-1/6
P(B)  1/6

P(A|B) = —1/6 = P(A).

Wir haben also
P(ANB)= P(A)- P(B).

Dies motiviert die
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Definition 11.4.1 Zwei Ereignissel und B hei3enunablangig falls gilt
P(ANB)= P(A)- P(B).
Ereignissed, . . ., A, heilRervollstandig unabbkngig falls fur alle {1y, ..., it} C {1,...,n}

gilt
P(A;,Nn---NA;)=P(A;)-...- P(A;).

Bemerkung: Aus der paarweisen Unalihgigkeit von mehr als zwei Ereignissen folgt nicht
immer die vollséindige Unablngigkeit.O

11.5 Zufallsvariablen und Verteilungsfunktion

Es sei(2 die Ergebnismenge und das Ereignissystem, auf dem die Wahrscheinlichkeit
P erklart ist. Oft ist man in der Statistik an einem dem Ergebnig (2 zugeordneten
ZahlenwertX (w) interessiert.

Definition 11.5.1 EineZufallsvariableist eine Abbildung
X:Q—-R
mit der Eigenschaft, das#ifjedes Intervalll C R die Urbildmenge
A={we: X(w)el}

zum Ereignissysterd gelbrt. Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses himmt Werte
im Intervall I an” bezeichnet man altikzend mitP(X € I) und schreibt entsprechend

Pla<X <b), P(X<z), P(X<z), P(|X—al]<b), P(X=0) usw.

Beispiel: Zwei Wurfel werden geworfen. Wir @éhlenQ2 = {(i,j) : i,j=1,...,6}. Wir
betrachten die Zufallsvariablg : ? — R,

X((,5) =i+
X beschreibt also die Summe der beiden geeiten Zahlen. Nun gilt zum Beipiel

2)= PU(11}) = 5. POX =8) = P12, 2 )} =

!
>
I
I
JO

o,
>
I

Definition 11.5.2 SeiX : 2 — R eine Zufallsvariable. Die Abbildung : R — R
F(z)=P(X <z), z€eR,

hei3t\Verteilungsfunktiorder ZufallsvariableX .
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Man kann zeigen, dass mit den Abkungen

F(z+) zi%F(x+h), F(z—) = lim F(z — h),

h\0
F(—o00) = lim F(z), F(oo)= lim F(x)

gilt: Verteilungsfunktionen sind monoton wachsende Funktionen mit
F(—00) =0, F(o)=1, F(az+)=F(z) VxeR

Zudem lassen sich alle interessierenden Wahrscheinlichkeiten im Zusammenhang mit der
ZufallsvariableX berechnen:

P(X =a) = F(a) — F(a—),
Pla < X <b) = F(b) — Fl(a),
Pla< X <b)=F(b—)— F(a—),

Eine ZufallsvariableX heif3tdiskret verteilt wenn sie nur endlich viele oder addbar un-
endlich viele Wertery, x,, ... annimmt. lhre Verteilungsfunktion ist eine monoton wach-
sende Treppenfunktion, die jeweils an den StelleBprunge der he P(X = z;) hat.

Eine ZufallsvariableX heil3tstetig verteilt mit der Dichtg, wenn ihre Verteilungsfunktion
F durch

F(m):/_x ft)dt, zER,

gegeben ist. Die Dichte ist hierbei eine nichtnegative Funktion, die Verteilungsfunktion
ist stetig und es gilt”’(z) = f(x) fur alle Stetigkeitsstellen von f.

11.5.1 Beispieleiir diskrete Verteilungen
Geometrische Verteilung

Es sei0 < p < 1. Eine ZufallsvariableX mit dem WertebereictN = {1,2,...} heif3t
geometrisch verteilinit dem Parametey, falls

PX=i)=(1-p)'p, i=12...

Anwendung: Wird ein Zufallsexperiment, bei dem ein bestimmtes Ereignis mit Wahr-
scheinlichkeitp eintritt, so lange unal@ngig wiederholt, bis zum ersten Mal dieses Er-
eignis eintritt, dann kann die Anzahl der dazu dgten Versuche durch eine geometrisch
verteilte Zufallsvariable modelliert werden ("Warten auf den ersten Erfolg”).
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Binomialverteilung

Seinen € Nund0 < p < 1. Eine ZufallsvariableX mit dem Wertebereichi = {1,2,...}
hei3tbinomialverteiltmit Parameterm undp, kurz B(n, p)-verteilt, falls

n

P(X =i) = (Z,)pi(l —p)" ' i=0,1,...,n.

Anwendung: Wird ein Zufallsexperiment, bei dem ein bestimmtes Ereignis mit Wahr-
scheinlichkeitp eintritt, n-mal unabkngig wiederholt, und dabei g#lt, wie oft dieses
Ereignis eintritt, so kann diese alfige Anzahl alsB(n, p)-verteilte ZufallsvariableX be-
schrieben werden ("Anzahl der Erfolge beVersuchen”).

Poissonverteilung

Sei\ > 0. Eine ZufallsvariableX mit dem WertebereicfN U {0} hei3tPoisson-verteilt
falls gilt

PX=i)=2¢? i=0,1,2,...

Sie eignet sich zur Modellierung voralilergebnissen folgenden Typs: In einer Telefonzen-
trale wird die Anzahl der innerhalb von 10 Minuten eingehenden Anrufatgea gibt die
"mittlere Anzahl” der eingehenden Anrufe an.

11.5.2 Beispieler stetige Verteilungen
Rechteckverteilung

Es seia < b. Eine stetig verteilte Zufallsvariable mit der Dichte

f(t):{ﬁ7 a<t<b

0 sonst

heilRtrechteckverteilim Intervall [a, b], kurz R(a, b)-verteilt. Fur die Verteilungsfunktion
ergibt sich

- 0, r < a,
F(:U)—/ fA)dt =92, a<z<b,
o 1 x > b.
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Exponentialverteilung

Sei\ > 0. Eine stetig verteilte Zufallsvariabl& mit der Dichte

f(t):{o, t<0,

Ae ™Mt >0,

hei3texponentialverteilinit Parameten, kurz Ex(\)-verteilt. Rir die Verteilungsfunktion
ergibt sich
* 0 x <0
F(z) = t)ydt =4 " ’
@=[ s {1_“,67 e

Normalverteilung

E seienu € Rundo > 0. Eine stetig verteilte Zufallsvariabl¥ mit der Dichte

1 _
Ft) = e 2T teR,
oV 2T

heiRtnormalverteiltmit Parameteyr, undo?, kurz: N (u, o?)-verteilt.

Im Fall = 0,02 = 1 spricht man von eineBtandard-Normalverteilungnd bezeichnet
ihre Verteilungsfunktion mit

1 v 2
@(I’) = \/_2_71-/ e_t /2 dt

® ist nicht geschlossen angebbar und muss tabelliert oder numerisch ausgewertet werden.
Offensichtlich gilt

Ist X eine N (u, 0?)-verteilte Zufallsvariable, dann rechnet man leicht nach, dass die Ver-

teilungsfunktion durch
r—
Fujaz(:ﬂ) =& ( o )

gegeben ist. Tagehlich ergibt sich durch die Substitution= =£

1 T
Fyo® (x) = oV 2T / ©

T—p
(el

t—p 1 1 xr —
(57 dt = —/ e ds = @ ( “)
Vor J oo o

N
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11.6 Erwartungswert und Varianz

Ist X eine diskret verteilte Zufallsvariable mit den Wertenz,, . . ., so heif3t

E(X) = Z ;P(X = ;)

Erwartungswerton X, falls ) . |z;| P(X = z;) < oc.

Ist X eine stetig verteilte Zufallsvariable mit Dichfe so heifl3t
B(X) = / v f(z) do

Erwartungswerwvon X, falls [~ _|z| f(z) dz < oco.

Beispiele:

1. SeiX Poisson-verteilt mit Parametgr> 0.

o0 [e.e]

AN “2 AT AN
E(X)zZzﬁe = Xe Z(z’—l)!:Ae et =\
=0 i=1

2. SeiX exponentialverteilt. Dann gilt

E(X) = / x)\ei)\x dx = _xef)‘xlgo + / e*)\l' dx — O _ Xef/\z‘go — X
0 0

Isth : R — R eine stickweise stetige Funktion. Dann hat die Zufallsvarighl& ) fur eine
diskret verteilt Zufallsvariabl&X den Erwartungswert (im Falle seiner Existenz)

B(h(X)) = > hz) P(X = z).

Ist X stetig verteilt mit Dichtef, dann hath(X) den Erwartungswert (im Falle seiner
Existenz)

B(hx) - [ " he) f(2) da.

o0

Der Erwartungswert der quadratischen Abweichung der Zufallsvariablean ihrem Er-
wartungswert (X) hei3tVarianzvon X:

Var(X) = E([X — E(X)]?).

Die Standardabweichung vaX ist definiert durch,/Var(X).
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11.6.1 Rechenregeln

Es gelten folgende Rechenregeln:
E(aX +b)=aFE(X)+b
E(h1(X) + he(X)) = E(h (X)) + E(he(X)).
Daraus erhlt man
Var(X) = E(X?) — (B(X))*
Begtindung: Es gilt

Var(X) = E([X — BE(X)]*) = B(X?+2E(X)X + E(X)?)
(X?) - E(2E<X) ) + B(E(X)?) = B(X?) - 2B(X)E(X) + E(X)”
( 2

AulRerdem gilt
Var(aX + b) = a*Var(X),

da

Var(aX +b) = E((aX +b)?) — (E(aX +0))* = E(a*X* + 2abX + b*) — (aE(X) + b)?
= a’E(X?) 4 2abE(X) + b* — a®E(X)? — 2abE(X) — b
= a*(B(X?) — E(X)?) = a*Var(X).

Einige Beispiele:

Verteilung | £(X) | Var(X)

N(u,o®) | p o’
Ex(\) | 4 %
B(n.p) | np | np(l—p)

Die Tschebyschevsche Ungleichung stellt einen Zusammenhang zwischen Erwartungswert
und Varianz her:

Tschebyschevsche Ungleichung:

Es qgilt
Var(X
PX - BX)| 20 < 2 oo
C
Aus der Definition des Erwartungswerts ist klar, dags4ufallsvariablenX;, X,, ..., X,
gilt

EXi+...+X,)=EX1)+...+ E(X,).

Die Frage, ob eine entsprechende Formel alticdie Varianz gilt, @ihrt auf den Begriff der
Unablangigkeit von ZufallsvariableX, X5, ..., X,,.
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Definition 11.6.1 SeienXy, X, ..., X,, Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionén, . .., F,,.
Die gemeinsame Verteilungsfunktimon X, X5, ..., X, ist definiert durch

F(zy,...,2,) =P(X1 <1, , X <), (1,...,2,) €ER™
Die Zufallsvariablen hei3eanabtangig wenn @r alle (x4, ..., z,) € R™ die Ereignisse
{(Xi <o}, X, <2}
vollstandig unabkngig sind, also
PXy <z, , Xy <uz,)=P(X; <x1)-...- P(X,, < z,)

oder kurz
F<x1a"'7xn) :Fl(xl) Fn(‘rn>

Satz 11.6.2Die ZufallsvariablenX, Xs, ..., X,, seien unabéngig. Dann gilt

Var(X; + ...+ X,,) = Var(X;) + ... + Var(X,,).

11.7 Gesetz der grol3en Zahlen, zentraler Grenzwertsatz

11.7.1 Das schwache Gesetz der grof3en Zahlen

Durch die Mittelung vieler unaliingiger identisch verteilter Zufallsvariablen &ithman
eine Zufallsvariable, die mit grof3er Wahrscheinlichkeit Werte nahe beim Erwartungswert
liefert.

Satz 11.7.1(Das schwache Gesetz der grol3en Zahlen)
Ist X, X5, ... eine Folge unabingiger identisch verteilter Zufallsvariablen (d.h. je endlich
viele von ihnen sind unalingig) mitF(X;) = u, Var(X;) = o2, dann gilt

1 n
Iim P\ |— X; —
Jim (nZ p

Beweis Setzey,, = %ZL X;. Dann gilt £(Y,,) = p und wegen der Unal@imgigkeit
Var(y,) = Lvar(X; +... + X,) = Lno? = 2. Die Tschebyschevsche Ungleichung
ergibt nun

26)20 Ve > 0.

:lq 3

Var(Y,, 2 ,
( ):U—Q—>0 firn — oo.

P(Y,—ul>¢e) <
(Ya—pl2e) s 250 = 2
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11.7.2 Zentraler Grenzwertsatz

Wir betrachten eine Zufallsvariable
Y=X,+...+ X,

mit unabfangigen Summandek;, . . ., X,,. Extrem grol3e Werte voxi treten nur dann auf,

wenn sehr vieleX; gleichzeitig grol3e Werte annehmen. Wegen der Uaabigkeit ist es

sehr wahrscheinlich, dass grof3e Werte eines Summanden durch kleine Werte eines anderen
Summanden kompensiert werden. Es zeigt sich, dass die Verteiluny ¥an grof3esn

mehr und mehr einer Normalverteilung entspricht:

Satz 11.7.2(Zentraler Grenzwertsgtz
Ist X, X5, ... eine Folge unabangiger Zufallsvariablen mit

E(XZ) = U, Var(XZ) =0, =12 ...,

so gilt unter schwachen zaéizlichen Voraussetzungen, z.B. dassdentisch verteilt sind:

n—oo

X 4. X, — e
o p Xt )
ol +... 02

§y> =®(y) VyeR

Eine arithmetisches Mittel

1
=—(X;+...+X,)
n

ist fir groResn also raherungsweis&/ (1, o)-verteilt, wobei

X

1 1 , 1 1, )
o= ;E(Xﬁ. LX) = ;(/M—F. ), 07 = ﬁVar(XlJr. LA X,) = E(Uﬁ. .For).

Bemerkung: Hat X Erwartungswerf: und Varianz-2, dann hal% den Erwartungswert
0 und Varianzl. 0

Als mathematisches Modellif das Entstehen von Messreihen werden im folgenden un-
abhangige, identisch verteilte Zufallsvariablén, . . . , X,, verwendet. Eine Messreihg, . . ., z,
wird als Realisierung der Zufallsvariabléfy, . . . , X,, angesehen, wir nehmen also an, dass

ein Ereignisv € () existiert mit

r1 = Xq(w),...,x, = Xp(w).

Haben dieX; Erwartungswerf; und Varianzo?, dann sagt Satz 11.7.2 insbesondere aus,
dass dann das arithmetische Mitigl,) = %(Xl + ...+ X,) fur grossen ndherungsweise
N(u,0?/n)-verteilt ist.

Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablek, ..., X,, sei mit F’ bezeichnet. Was sagt
die Messreihéiber F' aus?
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Es ist intuitiv einleuchtend, dass die empirische Verteilungsfunktion

_ Zahlderz; mitz; < z

Fo(z; 21,29, . .., 2y) -

in engem Zusammenhang zur Wahrscheinlichkeit
F(z)=P(X; <2)

stehen muss. Es gilt:

Satz 11.7.3 (Zentralsatz der Statistik)
Sei X1, X,, ... eine Folge unabéingiger identisch verteilter Zufallsvariablen mit der Ver-
teilungsfunktion/” und bezeichne

D, (Xy,...,X,) =sup|F.(z; X1,..., X,) — F(2)]

z€R

die zuéillige Maximalabweichung zwischen empirischer und "wahrer” Verteilungsfunktion.
Dann gilt
P(lim D,(Xy,...,X,) =0)=1,

D, (Xy,...,X,) konvergiert also mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen 0.

11.8 Testverteilungen und Quantilapproximationen

In der Statistik, insbesondere in der Testtheorie, werden die folgenden Verteilun@eigten
die von der Normalverteilung abgeleitet werden:

SeienZy, ..., Z, unablangige, identisciV (0, 1)-verteilte ZufallsgéRen.
x2-Verteilung:

Es seil <r < n. Eine ZufallsvariableX heilty?-verteilt, falls sie die Verteilungsfunktion
besitzt
Fx)=P(Z}+...+Z><1x), z€R

t,-Verteilung:

Es seil <r <n—1. Eine ZufallsvariableX heil3tt,-verteilt, falls sie die Verteilungsfunk-

tion besitzt
F(z)=P Zri1 <z|, zeR
V(ZZ+.. +22))r

F-Verteilung:
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Esseil <r,s <n—1mitr + s < n. Eine ZufallsvariableX heil3tF-verteilt mitr unds
Freiheitsgraden, falls sie die Verteilungsfunktion besitzt

(Z3+...+2Z2))r - R
(22 +. .+ 22 ))s =) v
r+1 r+s

Flz)=P (
Die Dichten dieser Verteilungerdbknen unter Verwendung der Gamma-Funktion

I'(z) :/ et >0
0

und der Beta-Funktion
1
Bla, §) = / ) Ll A R
0

angegeben werden.

Bezeichnungen @ir Quantile: Allgemein ist dag-Quantilz, fur eine stetig verteilte Zu-
fallsgrof3e mit Verteilungsfunktiod” gegeben durch

F(zp) = p.
Bezeichnungen:

u, p-Quantil derN (0, 1)-Verteilung
tr, p-Quantil dert,-Verteilung
Xrp p-Quantil dery?-Verteilung
F, ., p-Quantil derF; ;-Verteilung

Fur gangige Werte vop existieren Tabellenlfr diese Quantile.

11.8.1 Wichtige Anwendungsbeispiele

SeienX,, ..., X, unablangige, identisciV (11, 02)-verteilte Zufallsvariable. Bilden wir ihr
arithmetisches Mittel
_ 1 —
X(n) = E Z Xi
=1

und die Stichprobenvarianz

dann gilt:
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Satz 11.8.1Es seienXy, ..., X,, unabléngige, identischV (., o?)-verteilte Zufallsvaria-
ble. Dann gilt:

o X, istN(u,o?/n)-verteilt,
o 5157, istx;_-verteilt,
e X(» und 7, sind unablingig,

Reo—p .
o /n=L Yt istt,_,-verteilt.

Vot



Kapitel 12

Schatzverfahren und
Konfidenzintervalle

12.1 Grundlagen zu Scitzverfahren

Fur eine Messreihey, ..., z, wird im Folgenden angenommen, dass sie durdieiche
Zufallsexperimente unalingig voneinander ermittelt werden. Jeden Messwert sehen wir
als unabBAngige Realisierung einer Zufallsvariabfean. Als mathematisches Modeilrf
das Entstehen von Messreihen werden im folgenden @malde, identisch wi& verteilte
ZufallsvariablenXy, ..., X, verwendet. Eine Messreihg, ..., x, wird als Realisierung
der ZufallsvariablenXy, . . ., X,, angesehen, wir nehmen also an, dass ein Ereigris()
existiert mit

r1 = Xq(w), ..., x, = Xp(w).

Es wird nun angenommen, dass die Verteilungsfunkfioron X, die auch die Verteilungs-
funktion der unab&ngigen, identisch verteilten Zufallsvariablanp, 1 < i < n, ist, einer
durch einen Parametérc © C R* parametrisierten Familie

Fy, 0€0,

von Verteilungsfunktionen angeéht. Dieser Parameter oder ein durch ihn bestimmter Zah-
lenwertr(6) mit einer Abbildungr : © — R sei unbekannt und soll aufgrund der Messrei-
he raherungsweise gesatat werden.

Beispiel: X und alle Xy, ..., X,, seien normalverteiltFy, mit
0 = (u,0%) € © = Rx]0, 00|

ist dann die Verteilungsfunktion einéf(u, o%)-Verteilung. Soll der Erwartungswert gesitht

werden, so ist(f) = . Will man die Varianz schtzen, dann ist(6) = o2.

116
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Definition 12.1.1 Ein Schatzverfahreroder eineSchatzfunktionoder kurz einSchatzerist
eine Abbildung
T,: R"—R.

Sie ordnet einer Messreihg, . . ., z, einenSchatzwertT,, (1, . .., x,) fur den unbekann-
ten Wertr(0) zu.

Die ZufallsvariableT,, (X, . .., X,,) heil3tSchatzvariable

Erwartungswert und Varianz der Sdhvariablen?,, (X, ..., X,,) sowie allerX; hangen
von der Verteilungsfunktiotty ab, die seiner Berechnung zugrundegelegt wird. Um dies zu
verdeutlichen, schreiben wir

Eo(To( Xy, ..., X0)), Eo(Xy),...
sowie

Vary(T,,(X1,...,X,)), Var(X;),...
AulRerdem schreiben wiilf durchF, berechnete Wahrscheinlichkeiten

Pyla <T,(Xy,...,X,) <b), PFla<X;<h),...

Definition 12.1.2 Ein SclatzerT,, : R"™ — R heil3terwartungstrediir 7 : © — R, falls
gilt

Ey(T,(X1,...,X,)) =7(0) furalled € ©.
Beispiele:

1. 7 sei gegeben durch(f) = Ey(X) = p. Das arithmetische MitteK,,) = £(X; +

...+ X,) ist ein erwartungstreuer Satzer fir 7(0). Tatschlich gilt
- 1 1 1

2. 7 seigegeben durch(f) = Var,(X). Die Stichprobenvariang? ) := =5 371, (Xi—
X(n))? ist ein erwartungstreuer Satzer fir 7(6). Denn es gilt

n n

D (XK= Xw)? = Z((Xi — 1) = (Xmy — p))?
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Nun gilt By ((X ) — p)?) = Varg(X(,)) = —5nVary(X), also

Ey <Z<X1 — X(n))2> = ZEe((Xi —11)%) = nEy((X(n) — p)?)

i=1

— nVary(X) — n%Varg(X) — (n — 1)Var,(X).

Definition 12.1.3 Ein Folge von ScéitzernT}, Ts, . . . heil3tkonsistenfur 7, wenn @r alle
e > 0und alled € © gilt

lim Py (|Tu(X1,...,X,) —7(0)] > ¢) = 0.

n—od

Es gilt folgender

Satz 12.1.41stTy, T, . . . eine Folge von Sdétizern, die erwartungstretif ~ sind und gilt

lim Vary(7,(X1,...,X,)) =0 furalled € ©,

n—oo

dann ist die Folge von Sélzern konsistentif .

Beweis WegenFE, (T, (X1, ..., X,)) = 7(0) gilt nach der Ungleichung von Tschebyschev

< Vary (T, (X1, ..., Xn))

Py(|T (X, ..., X,) —7(0)] > ¢)

— 0.

82
O
Beispiel: Es seiX N (u,o?)-verteilt,§ = (u,0%) € © = Rx]0,00[ und7(#) = p. Der

Schatzer )

n

ist nach Satz 11.8.N(u, 0% /n)-verteilt, also erwartungstreu mit Varianz
Vary(T,(X1,..., X)) =0*/n— 0 firn — oc.

Daher ist die Scaitzerfolge nach Satz 12.1.4 auch konsistent.

12.2 Maximum-Likelihood-Schatzer

Bei gegebener Verteilungsklassg, 6 € O, lassen sich Sétizer fir den Parametet oft
mit der Maximume-Likelihood-Methode gewinnen.
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Sind die zugrundeliegenden Zufallsvariabl&n, . . ., X,, stetig verteilt, so ist die Vertei-
lungsfunktionFy durch eine Dichte

fo(z), x€R,
bestimmt. Im Fall diskreter Zufallsvariablen, bzw. X, ..., X,, definieren wir

fo(z) = Py(X = x) furallex aus dem Wertevorraf von X.

Definition 12.2.1 Fur eine Messreihe;, . .., x,, heidt die Funktior’(-; =1, ..., x,) mit
L(O;x1,...,20) = fo(z1) - fo(za) -+ fo(wy)
die zuzxy, ..., =, geldrige Likelihood-Funktion
Ein Parameterwert
mit X
L(O;xq,...,2,) > L(0;2q,...,2,) furalled € ©

heilstMaximum-Likelihood-Schtzwertfur ¢. Existiert zu jeder raglichen Messreihe,, . . ., z,,
ein Maximum-Likelihood-Sétzwertd(z4, . . ., x,), dann heifdt

T, :X"—>R, Ty(z1,...,2,) :é(xl,...,xn)

Maximum-Likelihood-Schtzer

Beispiel: Die Zufallsvariablen seien Poisson-verteilt mit Paraméter0, also
Qx
fo(z) = 56_0, r € NU{0}.
Dies ergibt

1
L(Q’ T1,... ’xn) = m R S 67”‘9’ r; € NU {0}

L wird genau dann maximal, wenn die Log-Likelihood-Funktio(), also
InL(6;x1,...,2,) = —nb —In(zy! - 2,) + (1 + ...+ 2,) Inb,
maximal wird. Die erste Ableitung dieser Funktion nakcist
dlnL: +x1—|—...—|—xn

de 0
mit der eindeutigen Nullstelle

~

1
O(z1,...,x,) = E(x1+...+xn).

Da die zweite Ableitung negativ ist, igtder Maximum-Likelihood-Schtzer fir # und ist
nichts anderes als das arithmetische Mittel.
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12.3 Konfidenzintervalle

Die Situation sei wie beim Sdéftzen. Es wird eine Messreihs, ..., z, beobachtet und
es sollen diesmal Ober- und Unterschrank@ndien Wertr(0) aus der Messreihe ermittelt
werden. Durch ein Paar

U:R"—=R, O:R"—R

von Schatzern mit
U(zy,...,xn) < O(xq,...,2,)

wird ein "zufalliges Intervall”
I(Xy,..., X)) =[U(Xqy,...,X,),0(Xq, ..., X,)]

definiert.

Definition 12.3.1 Sei0 < « < 1. Das zudllige Intervall I( X7, ..., X,,) heil3tKonfidenz-
intervall fur 7(0) zumKonfidenzniveau — «, falls gilt

Py(U(Xy, ..., X,) <7(0) <O(Xy,..., X)) >1—a furalled € ©.
Das zu einer bestimmten Messreihe. . ., x,, getorige Intervall
I(zy,...,z0) = [U(1, ..., 20),0(x1, ..oy 2)]

heil3tkonkretes Scatzintervallfur 7(9).

Die Forderung stellt sicher, dass mit Wahrscheinlichkeit ein konkretes Sditzintervall
den Wertr(6) entlalt.

12.3.1 Konstruktion von Konfidenzintervallen

Wir nehmen an, das&, ..., X,, unablangig, identisch normalverteilt sind. Die Vertei-
lungsfunktionFy ist dann durch den zweidimensionalen Paraméter (u, o%) bestimmt
durch

Fle) = Fon(a) = @ (222,

g

Mit den bereits eingéfrten Bezeichnungen

n

_ 1 « 1 .
=1

n — -
=1

erhalt man folgende Konfidenzintervalle zum Nivebu «:
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Konfidenzintervall f Ur 1 bei bekannter Varianz ¢% = o2:

Hierist® = {(u,07) : p € R} und7() = u. Das Konfidenzintervallifr .« lautet

- 00 - o
I(Xy,..., Xn) = | Xm) — U1—a/2—0 Xn) + U1—a/2\/—% .

V'
mit dem(1 — a/2)-Quantilu,_,,, der N (0, 1)-Verteilung, also
@(ul,a/g) =1- 04/2

Begriindung: X, ist nach Satz 11.8.8 (u, o /n)-verteilt. Also gilt:

Xy —pt .
Y, = =W 1 st N(0, 1)-verteilt
os/n

Wegen®(—ui_q/2) = /2 gilt
PG(_ulfoz/Q <Y, < ulfa/2> =1-a
Einsetzen und Umformen ergibt

Xw) — 1

a0/\/n

0o

- ul—a/?%

P@(_ul—a/Q <

_ — g
S Ui—ay2) = Py (X(n) << Xy +ui—ap . ) =l-a.

NG
Konfidenzintervall ftr ;. bei unbekannter Varianz o:

Hierist® = {(i,0?%) : p € R,0? > 0} und7(f) = u. Das Konfidenzintervallifr 1. lautet

_ SZ. S2
[<X17 B JX'I’L) = X(n) - tn—l;l—a/Q T(:) ) X(n) + tn—l;l—a/Q 7(:)

mit dem(1 — a/2)-Quantilt,,_q,1_,/» dert,_,-Verteilung.

Begruindung: Nach Satz 11.8.1 ist

Xy — 1
1/S(Qn)/n

Eine Rechnungallig analog wie eben liefert das Konfidenzintervall.

Y, = istt,_;-verteilt
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Konfidenzintervall fir o2 bei bekanntem Erwartungswert ;1 = -

Hier ist® = {(uo,0?) : o* > 0} und7(#) = o2. Das Konfidenzintervallifr &% lautet

I(Xy,..., X,) = FL(X" —m) 2L _’““’)2] .

)

X?L;l—a/Q XEL;OZ/Q
Begrindung: Jedes@ ist N(0,1)-verteilt. Wegen der Unald@mgigkeit ist also nach
11.8-5 >0 (X; — uo)?  x2-verteilt. Dies ergibt

1 n
By (X?L;a/Q S>3 Z(Xi — o) < Xi;l—a/2> =l-a
i=1

und Aufldsen nacla? liefert das Konfidenzintervall.

Konfidenzintervall fUr o2 bei unbekanntem Erwartungswert:

Hier ist©® = {(u,0%) : p € R, 0% >0} und7(f) = o>. Das Konfidenzintervallifr o
lautet ) ,
n—1)S n—1)5S

(X X)) = [( ) (n)’( )5t

2 2
Xn—1;1-a/2  Xn-1l;a/2

Begriindung: Nach Satz 11.8.1ist;*S?, x._,-verteilt. Dies ergibt

n—1
P (Xil;aﬂ < o2 S(Qn) < X?Ll;la/2> =1l-«

und Auflbsen nacla? liefert das Konfidenzintervall.



Kapitel 13

Tests bel Normalverteillungsannahmen

13.1 Grundlagen

Beim Testen geht es um die Frage, ob eine Messreihe ., z,,, die als Realisierung von
unablangigen, identisch verteilten Zufallsvariablén, . .., X,, angesehen wird, zu einer
bestimmten Annahmigber die Verteilung dek’; passt oder ihr widerspricht. Die zuigen-

de Annahme heil¥lullhypothesdd, und das Verfahren, mit dem entschieden wird, ob ein
Widerspruch vorliegt, d.h. ob die Nullhypothe&g verworfen werden soll, heildest

SeienalsoXy, ..., X,, unablangige, identisch verteilte Zufallsvariablen, so dass eine Messrei-
hex,,...,z, als Realisierung voiX1, . . ., X,, aufgefasst werden kann. Dann ist ein Test
durch die Angabe seindgitischen Bereichdd C R" vollstandig beschrieben: Es werde
eine Messreihe, . .., z, beobachtet.

Test:

Falls(zy,...,z,) € K: LehneH, ab.
Sonst: Lehnéd, nicht ab.

Es gibt zwei wichtige Fehleriglichkeiten:
Fehler 1. Art: H, wird abgelehnt, obwoht, zutrifft.
Fehler 2. Art: H, wird nicht abgelehnt, obwohf/, nicht zutrifft.

Naturlich soll K so gevahlt werden, dass die Wahrscheinlichkeit €inen Fehler 1. Art
klein ist.

Hierzu wird einTestniveaur vorgegeben und gefordert, dass gilt:
Unter der Nullhypothese gilP((X;,..., X,) € K) < a.

Im folgenden wird der kritische Bereich mit Hilfe einer zur Nullhypothese passenden Funk-

123



S. Ulbrich: Mathematik IV {@ir Elektrotechnik, Mathematik Illifr B.Sc. Informatik 124

tion
T:R" — R,

der sogenanntefestgbRe und geeignete kritische Schrankeew. ¢; undc, beschrieben.
Wir betrachten folgende vier 8lichkeiten:

Falls sowohl grof3e als auch kleine Werte \iogegenH, sprechen:

o K={(x1,...,2,) ER" : |T(21,...,1,)| > c},

o K ={(z1,...,2,) €ER™ : T(xq,...,2,) <c; oder T(zy,...,x,) > Ca}.
Falls nur grof3e bzw. kleine Werte vdhgegenH, sprechen:

o K ={(v1,...,m,) ER" : T(xy,...,2,) > c},

o K ={(x1,...,2,) €ER" : T(xq,...,2,) < c}.

Tests lassen sich nach dem folgenden allgemeinen Prinzip konstruieren.

Konstruktionsprinzip f tr Test zum Niveaua:

1. Verteilungsannahme formulieren.
2. Nullhypothesdd, formulieren.
3. Testgol3eT wahlen und ihre Verteilung untéf, bestimmen.

4. I C R sowahlen, dass untdi, gilt P(T'(X4,...,X,) € I) < a.

I wird durch die kritischen Schranken festgelegt und ist von der Form
I =R\ [—c,c, I=R\[a,c, I=|c,o0f, oder I =]—o0,c.

Als Werte r das Niveaux werden oft0.1, 0.05 und0.01 gewahlt.
13.2 Wichtige Test bei Normalverteilungsannahme
Wir nehmen nun an, dask, ..., X,, unablangig, identischV(u, o%)-verteilt sind. Die

wichtigsten Tests verwenden Nullhypothesdrer Erwartungswert und Varianz.

Wir geben die Konstruktion verschiedener Test nach obigem Prinzip an.
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Gaul-Test

1. Xi,..., X, unablangig, identischV (u, o2)-verteilt, 72 bekannt.
2.8 Hy: p=ypo, b) Ho: p<pg, €) Ho: p>po
3. Die TestgolRe
T(Xy,...,X,) = \i_?(X(n) — 11p)
ist nach Satz 11.8.1N (0, 1)-verteilt, fallsu = p gilt.

4. Ablehnung, falls
a) [T| > ui—ajp, b)) T>u_q, €T <u,.

t-Test

1. X1,..., X, unablangig, identischV (u, 02)-verteilt, 0? unbekannt.
2. @ Hy: p=ypo, b) Ho: p<po, €) Ho: pu>po
3. Die TestgoRRe B

T(Xy,..., Xo) = /st — o

2
Siny

ist nach Satz 11.8.1¢,,_,-verteilt, fallsp = pq gilt.

4. Ablehnung, falls
a) |T| > tn—l;l—a/27 b) T > tn—l;l—om C) T < tn—l;a-

x2-Streuungstest

1. X1,..., X, unablangig, identischV (u, o)-verteilt, » unbekannt.
2. ) Hy: 0*=02, b) Hy: 02<o02, ) Hy: 02>}

3. Die TestgoRRe
n—1 _,
7 S

99

ist nach Satz 11.8.1y2_,-verteilt, fallso? = o2 gilt.

T(Xl,...,Xn) =

4. Ablehnung, falls
a) T < X?l_l;oé/Q Oder T > Xi_l;l_a/Qv b) T > X?L—l;l—a? C) T < X?zl—l;oz’
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