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4 Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Ver-
anderlicher

4.1 Partielle Ableitungen

Es sei D C R", f: D — R eine Funktion und X = [z1,...,2,]7 € D ein innerer Punkt.
Fiir kleine h ist
h +— f(l'l, e, Ti—1, X5 + h,ZEH_l, AN ,ZEn)

wohldefiniert als Funktion von h.
Existiert dann der Grenzwert der Differenzenquotienten in der i-ten Koordinatenrichtung

.1 . of
]llli%ﬁ(f(m,...,xijth,...,xn)—f(xl,...,a:i,...,xn)) = o

(X)

S0 heilt f an der Stelle X partiall differenzierbar nach z;, 1 < i < n. Der Grenzwert
g—ai(X) heilt partielle Ableitung von f nach z; an der Stelle X.

f heiBt an der Stelle X partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen %(X),
1 < i < n, existieren. Der Vektor

of "

of
g X)

~ |on

grad f(X) (X)

der partiellen Ableitungen von f in X heibt Gradient von f in X.

Bemerkung Bezeichnen wir mit e; = [0,...,0,1,0,...,0]7 den i-ten Einheitsvektor im R",
so kdnnen wir schreiben

SL0) = fi 3 (O + ) — ()

h—0 h

Beispiele 4.1
() f(z,y) = 22% + y* auf R

0
3—£(:r,y) = ]{igrg)%(f(ﬂs +hy) — flz,y) = ,{%%(2@ +h)? +y? — (22% + %))

.1 9
_}ILLI%E(4xh+2h)—4x

Entsprechend gilt g—'g’;(x,y) =2y

(i) f(z,y) = sin(zy?) auf R?

of

of
95 2 2 9] _ 2
L () = o cos(ay?) 5, (3:9) = 2y cos(ay’)

Bei partieller Ableitung nach x behandelt man also y wie eine Konstante und bei
partieller Ableitung nach y behandelt man x wie eine Konstante.
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Alternative Bezeichnungen fiir partielle Ableitungen: f.., fa, fy, 2, ft, - -

Partielle Ableitungen hdherer Ordnung
Ist f partiell differenzierbar nach x;, so definiert

of

X

(X)

wieder eine Funktion in n Veranderlichen, die man wieder gegebenenfalls nach xz; partiell

differenzieren kann:
0 of 0*f . .
— =: X)) f 1< <
837j (89@) (X> 81’]3%’1( ) ur =hi=n

Man erhilt auf diese Weise die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f.

Beispiele 4.2 (i) f(z,y) = 22% + 32, also

0 9]
3—£(%y) = 4x a—‘;(x,y) =2y
und damit
2f 2 2r, 2f.
(i) f(x,y) = sin(xy?), also
O f

@(% y) = —y*sin(zy?)

Analog zu den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung bildet man partielle Ableitungen ho-
herer Ordnung: f
A e
Ox;0x;0xy, " 0x?0x;

Bemerkungen

(i) Bei Funktionen f in einer reellen Verdnderlichen folgt aus der Differenzierbarkeit von
f die Stetigkeit von f. Das ist fir Funktionen in mehr als einer Veranderlichen im
allgemeinen nicht richtig.

Beispiel

_ g;2$yy2 fir [z, )" #[0,0]"
f(z,y) = {0 ’ fir [z, y" =[0,0]"

ist nicht stetig in 0 (siehe Beispiel 3.1(iii)). Jedoch ist

of _of -~
5.(0.0) = 8—y(0,0) =0
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(ii) Im allgemeinen ist die Reihenfolge der partiellen Ableitungen nicht vertauschbar, d.h.
im allgemeinen ist z.B.

O f

0xdy

0% f
Oyox

”

Beispiel

flz,y) = {gy% fiir [z, y]" # [0,0]"

Fir [z, y]" # 0 gilt:

sonst

2?2 — o> ( 2z 2z (z? — y2)>
Ty —

x2 + y2 CL’Q + y2 (I2 + y2)2
B 72 — y2 N 4x2y2
=Y 72 4 y2 (mQ 4 y2)2 :

2?2 — y? Ax?y?
242 (22 +y?)?

Analog gilt

fyl@,y) = (
und f,(0,0) = f£,(0,0) = 0. Folglich

OJ (0,0) = lim% (%(O,h) - %(0,0)) ~ fim % (h- (1)) = —1

0yox h—0 h—0

aber

Pf o 1(0f of I
50,00 = i+ (o) = Sho.0)) =gy 1) =1

Es gilt jedoch allgemein: Sind die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung stetig, so
ist die Reihenfolge der partiellen Ableitungen bis zur k-ten Ordnung vertauschbar.

(iii) Fir die partiellen Ableitungen von Summen und Produkten gelten dieselben Rechen-
regeln wie im Falle n = 1: Sind f,g : D — R an der Stelle X, partiell nach z;
differenzierbar, so sind auch die folgenden Funktionen an der Stelle X, partiell diffe-
renzierbar nach z;:

(a) Linearitdt af + (g fir o, § € R mit

d(af + Bg)
8:162-

of
a.fl?i

Jg
&’Bi

(Xo) = ax—(Xo) + B5(Xo)

(b) Produktregel f - g

af-9)
8332'

of
0xi

dg
8%—

(Xo) =

(Xo) - 9(Xo) + f(Xo) -

(Xo)

(c) Quotientenregel Ist g(X) # 0 fir X € D, so ist auch g an der Stelle X
partiell differenzierbar nach x; mit

OL(Xp) - g(Xo) — f(Xo) - 22 (X
) (f)(XO):am( ) - 9(Xo) — f(Xo) - 5.2 (Xo)

oz, E QQ(XO)
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Weiterhin gilt:

Satz (Kettenregel): Es sei D C R" offen, f: D - R, Y — f(Y) = f(vy1,...,Yyn) stetig

partiell differenzierbar. Weiterhin sei U C R™ (m > 1) offen,
g; : U — R stetig partiell differenzierbar fir 1 <i<n

und es gelte
[1(X),...,0.(X)]" € D firalle XecU.

Dann ist die Verkettung
F.U—-R

X = f(gl(X>’ cee 7gn(X))
stetig partiell differenzierbar und fiir die partiellen Ableitungen gilt:

oF N Of dy;
éiuﬁe:gAbl_ innere Abl.

Beispiele
(i) Polarkoordinaten im R?

Fiir einen Punkt P = [ﬂ bezeichne

i

Y

¢(x,y) = arctan (f) (Winkel des Ortsvektors zu P mit der x-Achse)
Y

r(z,y) = =2+ (Lange des zugehdrigen Ortsvektors)

die Polarkoordinaten von P.

Fiir einen Punkt P = [ﬂ mit Polarkoordinaten (r, ) gilt also

z=r-cosp=g(r,p)
y=r-sing = g(r,p)

fur (r, ) €10, 00[ x [0, 27].

Ist eine Funktion f : R? — R gegeben, so beschreibt die Vekettung
F(r,p) = f(rcosp,rsinp)

also dieselbe Funktion in Polarkoordinaten.

Beispiel f(z,y) = e~ @*+v")

F(T’, S0) _ e—((rcoscp)2+(rsing0)2) _ 6—7‘2

()



6. Juni 2007 6

Mit Hilfe der Kettenregel lassen sich die partiellen Ableitungen von F' aus den partiellen
Ableitungen von f berechnen. Aus F'(r,¢) = f(g1(r,¢), g2(r, ¢)) folgt

a—F(r )—g(r 0s p,rsinp)c +%(rc rsin @) - sin
ar y P = or COS @, 'S @) COS Y By OS @, rsSime) - s g

OF COf of
%(r, ) = ax(rcosgo,rslncp)( rsing) + 8y(rco&g0,r51ng0)(rcosg0)

(4.1)

In obigem Beispiel etwa:

8_F
or

T T

2 . —r2 .
= —2rcosp-e ' -cosp—2rsingp-e ' -singp

r2

= —2re” (hdtte man auch direkt sehen kdnnen!)

Ableitung entlang von Kurven Ist v : [a,b] — D stetig differenzierbare Kurve und
f: D — R stetig partiell differenzierbar, so ist die Funktion

for labl = f(y(B) = f(n(t), -, m(?))

stetig differenzierbar nach ¢ und es gilt

(Fory() =5 (Fem @ =3 F0w) -2

innere

duBere
TV

Ableitung

Beispiel f(z,y) = e~ @) und ~(t) = {7’ cost]

rsint

= —(foy)(t) = —271(25)6_(”’1('5)2*72“)2) L) — 272(t)6—(w(t)2+w(t)2) -~ ()

d

dt
= (2r? cos(t) sin(t) — 2r®sin(t) cos(t)) e =0

Setzt man speziell fir Xy € D

”y(t) = Xo + t- 17

fir einen Vektor v € R™, so ist v(t) € D fiir ¢ in einer Umgebung der 0, also etwa fiir
te]—e el

Fiir die Ableitung von f entlang ~ erhalten wir in t = 0 wegen ~/(t) = ¥

(F 07)(0) = lim 3 (F(3()) ~ F((0))) = lim & (F(Xo + hi) — F(X0)

= i 0f‘ (Xo) -v; = grad f(Xo)" v
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Definition Ist f : D — R in einer Umgebung von X € D stetig partiell differenzierbar und
v € R" ein Richtungsvektor, so heillt

00f (Xo) = fimy 3 (/(Xo + 1) = F(X0) = 3 5 ) i = grad f(Xo)"

die Ableitung von f in Richtung ¢ (und im Punkt Xj).

Speziell fiir 7 = €; erhalten wir:

of
8@»

05 f(Xo) = 75— (Xo)

e Die Richtungsableitung in Richtung der i-ten Einheitsvektoren stimmt also mit der
partiellen Ableitung nach z; tiberein.
e Geometrische Interpretation des Gradienten: Aus der Cauchy-Schwarzschen Un-

gleichung folgt fiir ||v]| =1

m (f(Xo +hv) = f(Xo)) = 95/ (Xo) = grad f(Xo)'0 < || grad f(Xo)]|

}Ll—>0 h
und falls grad f(Xo) # 0, so gilt die Gleichheit genau dann, wenn
7= gradf(Xo)
lgrad f (Xo)||

Der Gradient von f in X zeigt also stets in die Richtung des steilsten Anstiegs
der Funktion!

Beispiele

I—l

(i) f(z,y) =2*+ 9> also grad f(z,vy) _2[

Fiir die Richtungsableitungen erhalt man (z,y) = 2(xv; + yvg).

m und 0 fiir 7.1 m
2+y2 y y

Insbesondere wird 0y f(x,y) maximal fir v =

() flo0) =~ o, oo gradf (o) =2 | *
Fiir die Richtungsableitungen erhalt man 05 f(z,y) = 2(zv1, —yvs)

Insbesondere ist 05 f(x,y) = 0 fir ¥ = [ﬂ
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4.2 Die totale Ableitung

Ist f: [a,b] — R differenzierbar in z € ]a, b[, so beschreibt die Tangentengleichung

g x— f(zo) + f'(x0)(x — 20)

eine lineare Nidherung von f in z,.
Die Giite der Approximation kann man dabei wie folgt beschreiben:

w — f'(z0) | (z=0) = 0|z — )

. J
g

—0 fiir z—x0

f(@)=g(z) = f(2)=(f(x0)+f'(x0) (x—10)) =

Notation (Landau Symbol)
Es sei D C R™ und X, € D. Fiir zwei Funktionen f,g: D — R schreiben wir

FX) = g(X) + o (I X — Xol)

falls ¥ ¥
)~ g()
2, X = Xl

Das Landausche Symbol of|| X — X||¥) besagt also, dass der bei der Approximation von f

durch g in der Nihe um X, gemachte Fehler von einer kleineren Ordnung als || X — Xl|*
ist.

=0.

Wir wollen den Gedanken der linearen Approximation von Funktionen einer reellen Veran-
derlichen auf Funktionen in mehreren Verdnderlichen iibertragen. Statt N&herungen von f
durch eine Geradengleichung

g(x) = f(xo) + f'(wo)(x — o)

betrachten wir die Niherung von f durch Abbildungen der Form f(X,) +a’ - (X — Xo) fiir
einen Vektor @ € R™.

Definition Es sei D C R", Xy € D innerer Punkt und f : D — R eine Funktion. f heibt in
X total differenzierbar (oder linear approximierbar), falls ein Vektor @ € R" existiert,
so dass

F(X) = f(Xo) +a" - (X — Xo) + o ([|X — Xoll)
fir X in einer Umgebung von X gilt.

Ist fin X, € D total differenzierbar, so gilt
e fist in X stetig
e fist in X partiell differenzierbar und es gilt
of
0xy

In den Komponenten des Vektors a stehen also die partiellen Ableitungen von f in X,.
Insbesondere ist der Vektor @ eindeutig bestimmt.

of 4

a= grad f(XU) = (X())? s 7%()(0)
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Aus der partiellen Differenzierbarkeit folgt im allgemeinen nicht die totale Differenzierbarkeit.
Jedoch gilt, falls D C R™ offen:

f: D — R stetig partiell differenzierbar
= f total differenzierbar (in allen Punkten X, € D)

Beispiele

(i) f:R* =R, f(z,y) =2~ 12—y’ also gradf(z,y) = —2[z,y]"
Da f stetig partiell differenzierbar, ist f insbesondere total differenzierbar und die
lineare N3herung von f im Punkte [z¢,yo]” € R? ist
2L
Y Yo

Floy) =2 — a2 — 4 — 20(z — 20) — 200(y — v0) +o(

. To 2 .
etwa in = ilt
M [ﬂ ¢

o) =0 -2V (- V) +o(\/(x_¢§)2+y2>

4.3 Die Taylorformel fiir Funktionen in n Variablen

Die Taylorformel fiir die Approximation einer differenzierbaren Funktion

f :]a,b[— R
durch Polynome der Form
/ " (m)
f(zo) + 1 iz) <1T0) (z — o) + / ;UO) (x—mo)*+ -+ AC) m(!fo) (x —xo)™

lasst sich auf differenzierbare Funktionen in mehreren Variablen verallgemeinern:

Satz Es sei D C R” offen, f : D — R (m + 1)-mal stetig partiell differenzierbar, X, €
D, v € R, so dass die Verbindungsstrecke

(Xo+t7: te0,1]}

zwischen X und X + ¢ ganz in D verlduft. Dann gilt die Taylorformel

F(Xo+ ) = F(X0) + 0uf (Xo) + 03 (Xo) + -+ 08 F(Xo) + Roys (Xo, )

mit dem Restglied

. 1 m .
Rp1(Xo,7) = ,317 (X + £0)

(m+1)
fir ein £ € [0, 1]
Mit der Substitution ¥ = X — X erhalt man aus

F(X0) + 0ef (Xo) .+ =08 f(Xo)
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ein Polynom p(X) vom Grade m in den Variablen zq,...,z,. Wie im Falle n = 1 heifit
p m-tes Taylorpolynom von f im Entwicklungspunkt X,. Mit diesem Polynom gilt
dann

F(X) =p(X) +o (X = Xo|[™)

Die wichtigen Spezialfille m = 1,2

m = 1: Lineare Approximation (f zweimal stetig partiell differenzierbar)

f(Xo +9) = f(Xo) + 9sf(Xo) + Ra(Xo, V)
= f(Xo) + grad f(Xo)" - 7 + Ry(Xo,7)
mit RQ(XO,U) = %a?)»f(Xo + 517) fiir ein f S [O, 1]
Mit der Substitution ¥ = X — X erhalt man hieraus
f(X) = f(Xo) + grad F(Xo)T - (X = Xo) +o (| X = Xol)

-~

p(X)

m = 2: Quadratische Approximation (f dreimal stetig partiell differenzierbar)
f(Xo+7) = f(Xo) + 0sf (Xo) + 951 (Xo) + Rs(Xo, D)
S . . (4.2)
= f(Xo) + grad f(XO) U+ §’U . Hf(Xo)U + Rg(Xo, U)

mit Rs3(Xo, 0) = 3,02 f(Xo + £0) fir ein € € [0, 1].

Hierbei ist
2 2 2
%Ofo) axalgxg (Xo) - axala];n (Xo)
_ aigxl (Xo) %(XO) e axazaj;n (Xo) _ *f
. . . ? J
2 2 2
8:5(18];1 (XO) Qxan@fxz (XO) t %(XO)

die n x n-Matrix der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f in Xj.
Die Matrix H(X,) heift Hesse-Matrix von f in X,. Da die partiellen Ableitungen ver-
tauscht werden kdnnen
0% f
(99510%

_ %
N 8.1']61'1

(Xo)

(Xo)  fir 1<ij<n

ist H;(Xo) eine symmetrische Matrix, d.h. es gilt H;(X,)" = H;(Xo).
Mit der Substitution o = X — X erhilt man aus (4.2)

F(X) = f(Xo) + grad f(Xo)" - (X — Xo) + %(X — Xo)" - Hy(X0)(X — Xo) 40 (IIx — XOH2)

[\ J/

—p(X)
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Beispiele

(i) f(x,y) = e ist 3-mal stetig partiell differenzierbar

grad f(xo,yo) = ™% {yo]

Zo

Hy(xo,y0) = ™% [ y(z) 1+ xoyol

1+ zoyo g
Also ist
T T
e%0Y0 + £%0Y0 Yo T — Xo + lexoyo T — Xo y(Q) 1 + ZoYo T — Xo
2
To Y — Yo 2 Y — Yo 14+ zoyo xj Y — Yo

= " + €™ (yo(x — x0) + o(y — ¥o))

1
+ e (5 (x — x0)* + 2(1 + oyo) (z — 20)(y — vo) + 25 (y — v0)?)

die quadratische Naherung fiir f im Punkte BO]
0

(i) f(z,y) =2®+ 4oy + 8y* + 3z + by + 1

9w + 4y + 3
grad f(wo,yo)Z{ v }

dz 4+ 16y + 5

2 4
Hf($0, yD) = |:4 16:|
also ist die quadratische Niherung in [z, yo|” gegeben durch

(22 + daoyo + Sy2 + 3o + Syo + 1)
+ (220 + 4yo + 3)(z — o) + (420 + 16y0 +5)(y — v0))

+ 5 (20 — o) +8(z — 20)(y — w) +16(y — 0)°)

=..=1+3c+5y+a°+4ay+8° = f(z,y) ()

d.h., wie im Falle n = 1 stimmt das Taylorpolynom zweiter Ordnung mit f dberein,
wenn f ein Polynom vom Grad < 2 ist. Analoges gilt fiir Polynome h&heren Grades.

Anwendung: Bestimmung von Extremalstellen
Wie im Falle einer Funktion einer reellen Variablen definieren wir:

Eine Funktion f : D — R hat in 2y € D ein lokales Maximum (Minimum), falls ein
€ > 0 existiert mit

f(Xo) = f(X)  (bzw. [f(Xo) < f(X))
fur alle X € U.(X,).

Ist f(Xo) > f(X) (bzw. f(Xo) < f(X)) furalle X € D, so heit X, absolutes Maximum
(Minimum).
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Notwendiges Kriterium

Wie im Falle einer Funktion einer reellen Variablen gilt: Ist f : D — R partiell differenzierbar
und X lokales Extremum (also X, eine lokales Maximum oder lokales Minimum), so ist
grad f(Xo) = 0. Man nennt die Nullstellen des Gradienten von f, also die Stellen X, mit
grad f(Xy) = 0 kritische Stellen.

Mé&chte man also (lokale) Maxima (bzw. (lokale) Minima) einer Funktion bestimmen, so
sucht man zun&chst die Menge der kritischen Stellen. Diese kritischen Stellen sind die Kan-
didaten fiir lokale Extrema. Man versucht dann mit den folgenden hinreichenden Kriterien fiir
lokale Maxima und Minima zu entscheiden, ob es sich bei einer gegebenen kritischen Stel-
le um ein lokales Maximum oder um eine lokales Minimum handelt. Zur Bestimmung aller
lokalen Extrema muss man schlielich gegebenenfalls auch noch das Verhalten der Funktion
am Rand des Definitionsbereiches untersuchen.

Fiir hinreichende Kriterien bendtigen wir wie im Falle von Funktionen einer reellen Veran-
derlichen die hoheren Ableitungen von f. Bevor wir ein hinreichendes Kriterium formulieren
konnen, bendtigen wir noch Informationen iiber positiv definite Matrizen.

Einschub: Positiv definite Matrizen

Definition Es sei A = [a;;] eine symmetrische n x n-Matrix (also A” = A, d.h. a;; = ay;
fur 1 <i,j <n). A heibt positiv definit, falls gilt

#TATF >0 firalle FeR",Z#0.

A heilit negativ definit, falls —A positiv definit ist, und indefinit, falls Z, i € R" existieren
mit
Z'AZ>0 und §TA7 <0

Beispiele

(i) A= [(1) ﬂ ist positiv definit, denn

MRl R 1

(i) A= [_01 (1)] ist indefinit, denn

2

>0 fir m c R?, m £0

al Aei = —|&g|* = -1
=—€]
und
el Aey = — &7 = +1
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Bemerkung 4.3

(i) Wir haben in Mathematik | fir MB gesehen, dass fiir eine n x n-Matrix A alle Eigen-
werte von A reell sind. Weiter gilt dann:

A positiv definit < alle Eigenwerte von A positiv
A negativ definit < alle Eigenwerte von A negativ
Aindefinit < A besitzt mindestens einen positiven

und mindestens einen negativen Eigenwert

(ii) Das folgende Kriterium charakterisiert positive Definitheit einer Matrix mit Hilfe von
Determinanten. Es gilt:

A ist genau dann positiv definit, wenn fir £k =1,2,...,n gilt

det | : Sl >0

(iii) Fir 2 x 2-Matrizen ist dieses Kriterium besonders einfach anzuwenden: die Matrix

A= {Z Z} ist
ist
positiv definit & a>0 wund detA=ad—b >0
negativ definit & a<0 und detA=ad—b >0
indefinit & det A=ad—b* <0

Kehren wir zuriick zu hinreichenden Kriteria fiir lokale Extrema einer Funktion in mehreren
reellen Veranderlichen. Mit Hilfe der Aussagen tber positiv definite Matrizen erh3lt man nun:

Satz Essei f : D — R zweimal stetig partiell differenzierbar und Xy € D mit grad f(X,) =
0. Es sei Hy(Xo) = [%(Xo)} die Hesse-Matrix von f in Xg. Dann gilt:

o H¢(Xy) positiv definit = X ist lokales Minimum

o Hy(Xy) negativ definit = X ist lokales Maximum

o Hi(Xp) indefinit = X ist kein lokales Extremum (sondern Sattelpunkt)

Spezialfall n =2
Im Spezialfall n = 2 erhalt man aufgrund von Bemerkung 4.3 (iii) insbesondere fir f(x,y):

2 2
H — %(%7 Yo) aax—gy(xo, Yo)
9905 (20, Y0) gz, (%o, o)
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und ist

2 2 2 2
A = det Hy(wo,yo) = ﬁ(%yyo) : ng(any(]) - < il (350790))

J%*x 0xdy
so gilt:
e A>0und gi—ﬁ(xo,yo) >0 = BO] ist lokales Minimum
0
e A >0 und gz—i(ﬂfo,yo) <0 = EO] ist lokales Maximum
0
e A0 = BO] ist kein lokales Extremum (sondern Sattelpunkt).
0

Beispiele Essei f(z,y) = —2* — y* + 222 + 2y2. Dann gilt

—z3 + LL}

d fla,y)=4| "
grad f(z,y) [_y3+y

und dieser besitzt neun Nullstellen:
o

_O_

1] -1 0 0
o= oo o= [3] a= [] a= [ )

1 1

1

o[ [ -

Fiir die Hesse-Matrix

gilt in diesen kritischen Punkten:

14

H¢(Ay) =4 (1) (1)] positiv definit = A; lokales Minimum
—2 0] . , ..
H¢(Ay) =4 0 1} indefinit = A, Sattelpunkt (ebenso A3, A4, As)
Hi(Ag) =4 _02 _02} negativ definit = A; lokales Maximum (ebenso A7, Ag, Ay)
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() flz,y) =a*+y°
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5 Implizite Funktionen und Extrema mit Nebendin-
gungen

5.1 Vektorfelder

Bisher haben wir nur reellwertige Abbildungen f : D — R betrachtet. Nun wollen wir auch
Abbildungen
F:D—R" fir DCR".n,m>1

betrachten. Eine solche Abbildung nennen wir Vektorfeld.

Schreiben wir F' = [F}, ..., F,,]7, so erhalten wir zu F' die Komponentenfunktionen des
Vektorfeldes
F:D—-R, 1<i<m.

e n=1 Ein Vektorfeld ' : D C R — R™ ist nichts weiteres als eine Kurve im R™.

e m=1 Ein Vektorfeld F* : D C R™ — R ist nichts weiteres als eine reellwertige
Funktion in n Verdnderlichen.

Beispiel Stromung einer zihen Fliissigkeit durch ein Rohr mit Radius r

Es bezeichne D C R? ein Rohr mit Radius  dessen Mittelpunkt durch die z-Achse gegeben
ist. Dann beschreibt das Vektorfeld

v:D—R3

[z,y,2]" — c[0,7* —y* — 2%, 0]7 V2 <rte>0.

das Geschwindigkeitsfeld einer zdhen Fliissigkeit durch D.

Definition Ein Vektorfeld /' : R" — R™ heilt
e stetig (in X)), falls alle Komponentenfunktionen F; stetig (in X;) sind,

e partiell differenzierbar (in X)), falls alle Komponentenfunktionen F; partiell diffe-
renzierbar (in Xj) sind,

e total differenzierbar in X, oder linear approximierbar, falls eine m x n-Matrix
A existiert, so dass

F(X) = F(Xo) + A(X — Xo) + o ([|X — Xol])

fir X in einer Umgebung von X,.

Ist F' total differenzierbar in X, so ist I stetig in X und partiell differenzierbar in
Xo und es gilt

A= BZ (XO)] (= Jp(Xo) siehe unten ) .
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Fassen wir alle partiellen Ableitungen eines Vektorfeldes F im Punkt X, in einer Matrix
zusammen, so erhdlt man die Funktionalmatrix von F' in X:

3—2;()%) 2—;<Xo> L R(X))
(Xo) B(Xo) ... ZE(Xy) OF,

: - 8:1:-(X0)
O (Xo) n(Xg) ... n(X,)

Jr(Xp) ist also eine m x n-Matrix. In den Zeilen stehen die partiellen Ableitungen der
Komponenten des Vektorfeldes. Ist m = n, so ist Jr(Xj) also eine quadratische Matrix. lhre
Determinante det(Jr(Xj)) heift Funktionaldeterminante von F' in X.

Beispiel Polarkoordinaten im 12
G :]0,00[x[0, 27 [— R?
[r, o]+ [rcos @, rsin p]"

also G (r, ) = rcosp, Go(r,¢) = rsinp und
Jo(r, o) = (coscp —7sin cp)

singp rcos

und det(Jg(r,¢)) = r ((cos ©)” + (sin g0)2) =r.
Mit Hilfe der Funktionalmatrix Ji lasst sich die Kettenregel (4.1) nun wie folgt umschreiben:
Ist f : R? — R stetig partiell differenzierbar, so ist

F=foG :]0,00[x[0,27[— R
stetig partiell differenzierbar und es gilt
Jr(r, @) = Jp(G(r,9)) - Ja(r, @) -

- bezeichnet hierbei das Matrizenprodukt der beiden Funktionalmatrizen. In dieser Form lasst
sich die Kettenregel auf allgemeine Vektorfelder verallgemeinern.

Satz (Kettenregel fiir Vektorfelder) Es sei D C R"™ offen, U C R™ offen,
G:D—U und F.U—R
stetig partiell differenzierbare Vektorfelder. Dann ist die Verkettung
H=FoG :D—RF
X — F(G(X))
stetig (partiell) differenzierbar und es gilt fir Xo € D
Jn(Xo) = Jroc(Xo) = Jr(G(Xo)) - Ja(Xo)
_ auBere innere

Ablgi;ung

Die Funktionalmatrix der Verkettung berechnet sich also als Matrizenprodukt der beiden
Funktionalmatrizen Jr(G(Xy)) mit J5(Xo). Da Jp(G(Xo)) eine k x m-Matrix und Jg (X))
eine m X n-Matrix, ist das Matrizenprodukt eine k& x n-Matrix, wie es Jy(Xo) auch sein
muss.



6. Juni 2007 18

5.2 Implizite Funktionen

Um eine Funktion ¢ : D € R — R mit den Methoden der Differentialrechnung zu dis-
kutieren, bedarf es eines expliziten Ausdrucks fiir die Funktion g(z) = y. Mitunter ist der
Zusammenhang zwischen x und y nur durch eine Gleichung

flaz,y) =0 (5.1)

gegeben, und man hat zu gegebenem z nach y = g(z) aufzuldsen. Gesucht ist also eine
Funktion g mit

f(.g(x) = 0. (5.2)
Man sagt dann, dass g durch die Gleichung (5.1) implizit definiert ist.

Beispiele

(i) flz,y) =32 +2y—4
Die Gleichung f(x,y) = 0 fiihrt auf die Gleichung 3z + 2y = 4, die wir nach y aufldsen
konnen:

3 3
y:—§x+2, aIsog(a‘:):—§x+2.

(i) flz,y) =2 +y* -1

Die Gleichung f(z,y) = 0 fiihrt auf die Gleichung y> = 1 — 2? mit den Ldésungen
y = £+ 1 — a2, |z| < 1. Dies fiihrt auf die beiden implizit definierten Funktionen

gl)=V1i-a?,  gz)=—V1-a?

Wenn wir nun einen Punkt [xo, y0]" mit f(zo,yo) = 0 festhalten, so kénnen wir, falls
Yo # 0, die Gleichung f(z,y) = 0 in einer Umgebung von [, y]” eindeutig aufldsen,
denn in einer Umgebung wird das Vorzeichen von y nicht wechseln.

Satz Essei f: D =]a, b x Jc, d] — R stetig partiell differenzierbar, [x¢,40]7 € D ein Punkt
mit f(zo,y0) = 0 und f,(xo,y0) # 0. Dann gibt es offene Intervalle I Cla,b[ mit zo € I
und J Cle,d| mit yo € J, so dass f,(z,y) # 0 fiir alle [z,y]" € I x J, und es gibt eine
stetig differenzierbare Funktion

g[HR mitg(I)C]c,d[,g(aco)zyO,
so dass f(z,g(x)) = 0 fir alle z € I. Fiir die Ableitung von ¢ gilt

g (x) = —M xel. (5.3)

fylz,g(x))

Beispiel Es sei f(z,y) = y? +sinx — 4
Dann ist [0,2]” Lésung von f(z,y) =0 und f,(0,2) = 4, also ist die Gleichung

y* +sine —4=0
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in 0 lokal eindeutig nach y auflésbar. Fiir die durch die eindeutig bestimmte Lésung implizit
definierte Funktion g gilt: g(0) = 2 und

g*(r) +sinz —4 =0
also g(z) = /4 — sinz. Fiir die Ableitung gilt
) cos T COS T
g(x)=— = - .
2¢(x) 2v/4 —sinx

was man durch direktes Ableiten von ¢ bestatigen kann.

Bemerkung Die Formel (5.3) fiir die Ableitung der implizit definierten Funktion g folgt aus
der Kettenregel, denn aus

f(z,g(x)) =0

folgt durch Ableiten nach x:

folx, g(2)) + fy(2, 9(x)) ¢'(x) = 0

also

Der Satz lber implizite Funktionen gilt auch allgemeiner:

Satz (Hauptsatz iiber implizite Funktionen) Es seien U C R"™ offen, V' C R™ offen

und
F:UxV—=R", (X, Y] — F(X,Y)

stetig differenzierbar. Weiterhin sei [Xy, Yy]? € U x V eine Lésung von F(X,Y) = 0 und

die m x m-Matrix
oF

OF;
—(Xo, V) := X
sei invertierbar (also det(4t(Xo,Yp)) # 0). Dann gibt es offene Mengen Uy C U mit
Xo€Upund V) C V mit Yy € V, so dass g—g(X, Y) invertierbar fiir alle [X, Y]? € Uy x Vj,
und es gibt ein stetig differenzierbares Vektorfeld

G : Uo — ‘/0 mit G(X0> = YE)

und
F(X,G(X))=0 fir alle X el
sowie OF OF
_— —— 71  —
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5.3 Extrema unter Nebenbedingungen

Gegeben sei eine Funktion f : R™ — R. Mitunter ist es notwendig, ein Extremum von f nicht
auf ganz R™ zu bestimmen, sondern nur auf einer Teilmenge, die mit Hilfe einer weiteren
Funktion g : R™ — R durch eine Gleichung g(X) = 0 implizit definiert ist.

Definition Ein Punkt X, mit g(Xy) = 0 heift relatives Maximum (bzw. Minimum)
unter der Nebenbedingung ¢(X) = 0, falls

f(Xo) = f(X)  (bzw. f(Xo) < f(X))
fur alle X € U.(Xo) N{X € R" : g(X) =0}.

Der fogende Satz liefert eine notwendige Bedingung die zum Auffinden relativer Extrema
unter Nebenbedingungen niitzlich ist.

Satz Sind f, g auf einer Umgebung U.(X,) von X stetig differenzierbar, hat f in X; ein
relatives Extremum unter der Nebenbedingung ¢(X) = 0 und ist grad g(Xy) # 0, so gibt
esein A € R mit

grad f(Xo) + A grad g(Xo) =0,

4
d.h. Jo:(X0) + X g.,(Xo) =0 firi=1,...,n. (5.4)

Geometrische Intepretation von (5.4)

/\ grad g(Xo)

/ . \( . No={XeD(g) :g(X)=0}

g>0
g<0

Der Gradient grad g(Xj) zeigt stets in eine Richtung, die aus Ny :={X € D(g) : g(X) =
0} hinausfiihrt, und zwar genauer in die Menge g > 0 hinein. Kurven, die ganz in N,
verlaufen, haben Tangentialvektoren, die senkrecht zu grad g(Xj) sind, denn: Ist

v:]—eel—= No

stetig differenzierbare Kurve mit 7(0) = X, so folgt aus g(y(¢t)) = 0 fiir alle t €] — ¢, ¢]
mit Hilfe der Kettenregel

0=—9(y(t) = grad 9(Xo)" - +'(t)
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und somit insbesondere fiir t =0

grad g(Xo)" -7/(0) = 0.

Beispiel 5.1 Gegeben sei die Funktion
g(w,y,2) = 2* +y* +2° — 1.

Dann ist Ny = {[z,y, 2|7 € R® : 22 + y? + 22 = 1} also die Oberfliche der Einheitsku-
gel ST im R3. Im folgenden bezeichne X den Nordpol, also X, = [0,0,1]%. Dann steht
grad g(Xo) = 2[0,0, 1]7 senkrecht zur Tangentialebene

E :0x4+0y+1z=1
an S!im Punkt X|. Gegeben sei etwa die Kurve
v(t) = [sint, 0, cost]”, te]—m, .

Dann gilt v(0) = X, und 7/(0) = [cos 0, 0,sin 0]T = [1,0,0]7.

Es sei nun f eine Funktion, die auf einer Umgebung von X, definiert ist. Der Gradient
grad f(Xo) zeigt immer in die Richtung des steilsten Anstieges von f. Ist also X relatives
Extremum, so wird der Gradient keinen Richtungsanteil haben, der tangential zu Vj verlauft.
Damit aber muss grad f(Xj) in dieselbe Richtung wie grad g(X,) oder — grad g(Xj)
zeigen. Folglich miissen grad g(X,) und grad f(X,) linear abhdngig sein, d.h. es gibt
ein A € R mit

grad f(Xo) + A grad g(Xo) =0.

Beispiel 5.2 In der Situation des Beispiels 5.1 sei

1 1 1
f($,y72) = §$4 + §y4 + 524
gegeben. f ist monoton wachsend in x, y und z. Daher steht zu vermuten, dass f in X
sein Maximum unter der Nebenbedingung ¢(X) = 0 annimmt. In der Tat gilt

grad f(z,y,2) = 2[z°,¢*, 2%,

also
grad £(Xo) = 2[0,0,1]" = grad g(X,).

Damit ist die notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines relativen Extremums in X
erfullt. Um zu priifen, ob X, ein Maximum ist, miissen nun alle relativen Extrema untersucht
werden. In diesem Falle finden wir alle relativen Extrema unter den Ldsungen x, 1,z und A
des nichtlinearen Gleichungssystems

grad f(z,y,2) + A grad g(z,y,2) = 0 mit g(z,y,2) =0,
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also
x3 x
2 (93 +2)\ |y| =0 mit =1,
23 z
Dies fiihrt auf
2+ =0 z(x?+ X)) =0
v Ay =0 — y(y?+ ) =0
B4+ Az=0 2(z24+N\) =0.

1. Fall z # 0, also A = —2? und damit

y=0odery=+x

z=0oder z = +x

(I) y = z = 0 fiihrt wegen der Nebenbedingung g(z,y, z,) = 0 auf x = +1, also
1

(1) y = 4w, 2 = 0 fiihrt entsprechend auf x = i\/%, y = i\/%, also

1 1 1
t 4 0)=-.
H(=z=50) =
() y ==+, z = £ fihrt auf o = £ 7, y = £, 2 = £ 7, also
f(i1 L jE1)_1
V3T V3 VB, 6

Die iibrigen Fille y £ 0 und z # 0 sind analog zu behandeln.

Insgesamt gibt es

e 6 Punkte vom Typ (I), die allesamt relative Maxima sind. Insbesondere ist also der
Nordpol X ein relatives Maximum.

e 12 Punkte vom Typ (Il), die allesamt Sattelpunkte sind.

e 8 Punkte vom Typ (lI1), die allesamt relative Minima sind.

Fiir einen Punkt [z, 9, 2]7 mit 2z > 0 kdnnen wir schreiben

z=2z(x,y) =1—a%—19y?
und damit erhilt man
1

1 1
fay.2) = fley,2(@,y) = 5ot + oy’ + 5 (12 = 32)’

als Funktion der zwei Variablen x und y. Die folgende Grafik enthilt den zugehorigen Funk-
tionsgraphen. Man erkennt deutlich die relativen Extrema vom Typ (1) und (l11):
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Beispiel Gesucht ist der minimale Abstand des Punktes P = [1,1,1]7 € R? zur Kugelober-
flache
K ={XeR®:|X|=1}.

Gesucht ist also das Minimum des Abstandsquadrats
F(X) =[x = P|I? (grad f(X) =2(X — P))

unter der Nebenbedingung

g(X) = IX[2 =1 =0 (grad g(X) = 2).
Méogliche Kandidaten fiir Minima sind die Punkte X € K mit

grad f(X)+ X grad g(X) =0

fir ein A € R, also diejenigen X € K mit

2AX —P)+2)X =0 =  (1+\)X=P.

Da X € K, muss |1+ \| = || P|| = V/3 sein, also A = —1 4 +/3, und damit X = j:\/igP. Es
ist klar, dass —\%P (relatives) Maximum und \/%P (relatives) Minimum der Abstandes ist.

Fiir den minimalen Abstand erhalt man also

1
—P-P||=V3-1.
el



