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Mengen von Zahlen:

N={1,23,...}
Z=1{.,-2,-10,1,2...}
Q:{%:aEZundbeN}

R = Menge aller Dezimalbriiche
C={a+ib:a,beR}

[a,b) ={r €eR:a <z <b}
Ja,bl={r€eR:a < x < b}
[a,b[={x € R:a <z < b}
la,b) ={r €eR:a <z <b}

R" ={X = [z1,...,2,)" i 21,...,2, ER}

natiirliche Zahlen

ganze Zahlen

rationale Zahlen

reelle Zahlen

Menge der komplexen Zahlen
abgeschlossenes Intervall
offenes Intervall

halboffenes Intervall
halboffenes Intervall

n-dimensionaler Punktraum
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1 Folgen und Reihen von Funktionen

1.1 Allgemeines

Wir wollen im folgenden einige allgemeine Eigenschaften von Funktionenreihen zusammen-
fassen. Als Beispiele dienen uns dabei die in in Mathematik | eingefiihrten Potenzreihen und
Taylorreihen.

Im ganzen Abschnitt sei I C R ein Intervall.

Eine Funktionenfolge (auf ) (f,),,, ist eine Abbildung n — f,, die jeder ganzen Zahl
n (n > ng) eine Funktion f, : I — R zuordnet.

Ist (fn),>n, €ine Funktionenfolge, so heift die Folge (s,) der Partialsummen

n>ng

=> filr), zel

k=ng
eine Funktionenreihe (auf I') und wir schreiben hierfiir auch 72 f;.

Punktweise Konvergenz

Fiir alle = € I erhdlt man aus einer Funktionenfolge (f,),,, eine Folge reeller Zahlen
(fa()) 5, Die Funktionenfolge (f.),>,, heift punktweise konvergent mit Grenz-
funktion f, wenn fiir alle z € I die Folge der Funktionswerte (f.(7)),,, gegen f(z)
konvergiert

lim f,(x) = f(x) Ve el

n—oo

Analog fiir Funktionenreihen: Die Funktionenreihe EZino fx heilt punktweise konvergent
mit Summenfunktion s, falls die Funktionenfolge der Partialsummen punktweise gegen s
konvergiert

nhg)lo Z fr(x hm sp(x) = s(x) Ve el

k=ng
Beispiele 1.1

(i) fn. =" auf I =0, 1] ist konvergent gegen f(x) = {O er z € [0.1]
1 firz=1.
(i) fo(z) = nze ™" auf I = [0,1] ist konvergent gegen f(x) = 0, denn fiir z # 0 gilt
1 4
fulz) = = (na”)e™™" .
T Nl e

—0 fiir n—o0
(iii) fu(x) = %sin(wnm) auf I = [0, 1] konvergiert gegen f(z) = 0.

Beispiel (i) zeigt: Grenzfunktionen stetiger Funktionen miissen nicht wieder stetig sein
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Funktionenfolge 2" Grenzfunktion

Beispiel (ii) zeigt: Integration darf im allgemeinen mit dem Funktionsgrenzwert nicht ver-
tauscht werden

1 1

1 1 1 n—oo 1

/ folz)dz = / nwe " dy = —Ze " f=z—ze" 8 2
; ; 2 2 2

aber fol f(x)dz = 0.

Beispiel (iii) zeigt: Differentiation darf im allgemeinen mit dem Funktionsgrenzwert nicht
vertauscht werden

also f/(0) = mv/n

Um Differentiation und Integration mit Funktionsgrenzwerten vertauschen zu kénnen, bens-
tigen wir den starkeren Konvergenzbegriff der gleichmalligen Konvergenz.

f1(x) = m/ncos(mnx) aber f/(z) =0.

Definition Eine Funktionenfolge (f,),,, (auf I) heift gleichmaRig konvergent gegen
die Grenzfunktion f, falls es eine Nullfolge (a,,) gibt mit

[fu(z) = f(2)] < an

Entsprechend heilt die Funktionenreihe ZZO:HO fr gleichmaRig konvergent, falls die Funktio-
nenfolge der Partialsummen gleichm&Rig konvergiert.

n>ng

firalle z € I,n > ng

Damit gilt nun
(fa)nsn, leichmaBig konvergent = (f,),,>,, Punktweise konvergent
Die Umkehrung gilt aber nicht, wie folgendes Beispiel zeigt

Beispiel (siehe Beispiel 1.1 (i))
fn(x) = 2™ ist punktweise konvergent auf [0, 1] gegen die Grenzfunktion

f(x) = {?

fir z € [0,1]

firz=1
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aber nicht gleichmiRig, denn

" furz e l0,1]
0 firxz=1

|[fn(z) — f(z)] = {

und speziell fiir z,, =1 — % gilt

|fn(2n) — f(z0)] = (1 _ l)n n—oo o1

n

Daher kann es keine Nullfolge (a,) mit |f,(x) — f(z)| < a, fiir alle z € [0,1], wie in der
Definition fiir gleichmaRige Konvergenz gefordert, geben.

Graphische Veranschaulichung gleichmiRiger Kovergenz

@
| ———I

o

(fa)psn, ist genau dann gleichmaBig konvergent gegen f, wenn zu € > 0 ein N, existiert
mit der Eigenschaft, dass alle Funktionen f,, fiir n > N. ganz im e-Schlauch um f liegen.

Eigenschaften gleichmiBig konvergenter Funktionenfolgen

Es sei (f1),n, €ine punktweise konvergente Funktionenfolge (auf I = [a, b]) mit Grenzfunk-
tion f. Dann gilt

(i) (fn) gleichmaBig konvergent, f,, stetig fiir alle n = f stetig

(ii) (f.) gleichmaRig konvergent, f,, integrierbar fiir alle n = f integrierbar
b b
und / f(x)dx = lim [ f,(x)dx

(ili) (fn) stetig differenzierbar, (f)) gleichmaBig konvergent = f stetig differen-
zierbar, f'(z) = lim, . f(z) und (f,) gleichmaRig konvergent.

Entsprechende Aussagen gelten fiir Funktionenreihen, wenn man obige Aussagen auf die
Funktionenfolgen der Partialsummen anwendet. Insbesondere gilt also fiir eine punktweise
konvergente Funktionenreihe > 77 fi
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° Zzozno fr gleichmaRig konvergent, f,, integrierbar fiir alle n
= X, few)d =352, [ fila)da
e (fn) stetig differenzierbar, 377 " f; gleichmiRig konvergent

= (S, @) =320, file)

Beispiele

(i) Sop,zF ist gleichmaRig konvergent auf [0, 0] fiir alle b < 1 mit Grenzfunktion =,

denn
n 1 — n+1
:Zxk:—x also
11—z

k=0

1 xn+1 bn+1 oo
n - = < 0
A wed Bl pe S i S

—

=:an

Insbesondere folgt

E deE _bk+1:/ dr — —1n(1 —b
kzo/ox ’ =kt o L—7 ' ol )

oder dquivalent

>k+1
—In(1-b) fir 0<b<1

0o
k:0

Dies entspricht gerade der in Kapitel 10, Mathematik |, aufgefiihrten Potenzreihendar-
stellung von In(1 + x)

— (—1)*
n(l + ) §jk+1 ] < 1
k=0

k—

Die Funktionenreihe der Ableitungen >° | k"' ist ebenfalls gleichmiRBig konvergent

auf [0, 8] fiir b < 1 und damit folgt

- d (1 1
k-1 _ @ _ .
E kx = (1_93) (=L fiir alle € [0, 0]

k=1

Dabei ergibt sich die gleichmiBige Konvergenz der Funktionenreihe >°.° | kz*~! auf

[0,b], b < 1, aus den allgemeinen Sitzen zum Konvergenzbereich von Potenzreihen
(siehe Kapitel 10, Mathematik | und Ergdnzung hierzu am Ende dieses Abschnittes). In
diesem Spezialfall kann man die gleichmiRige Konvergenz jedoch auch wie folgt direkt

einsehen
- d - d [1— g™t 1 "
k’ k-1 = — k = — = — 1
Z ‘ dx (Zx) dx( R ) (1 —x)? (n+ )1—:15
k=1 k=0 ——————

—0 glm. auf [0,d]
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Fiir Funktionenreihen gilt folgendes einfaches Kriterium fiir gleichmifige Konvergenz

Gibt es eine Folge (a,) mit

n>ng
\fu(@x)| <ap firallex e I,k >ng

und ist die Reihe Z,;“;no ay konvergent, so ist die Funktionenreihe Z;‘;no fr gleichmaBig

konvergent (auf I).

cos(kx)
12

cos(kx)
L2

Beispiel Die Funktionenreihe Y~ konvergiert gleichmiRig auf R, denn

1
<
S e

und die Reihe Y77 | 5 ist konvergent.

Potenzreihen

Als Beispiele fiir Funktionenreihen hatten wir bereits in Kapitel 10, Mathematik |, Potenz-
reihen

Zak(x—xo)k (11)

k

o9
=0

kennengelernt. Der Konvergenzbereich von (1.1) hat die Form

Y

| | |
I [

Lo —T Zo T+
N Vv N Vv 7N\ Vv 4
Divergenz Konvergenz Divergenz

fur ein r > 0 (auch r = +00). Fir den Konvergenzradius r gilt dabei die Formel

1

r=-
lim,, oo /]an]

Hinweis Ist (\”/ |an|> keine konvergente Folge, so muss man in der Formel (1.2) "lim,, "

(1.2)

n
durch "limsup,,_,.." ("limes superior” ersetzen).

Einschub: limes superior/limes inferior

Es sei (by)n>n, eine Folge reeller Zahlen. Unter dem limsup,,_, . b, der Folge (b,) ver-

steht man den groBten Wert b (auch b = +o0) fiir den es eine Teilfolge

n>ng

bnl,bm,bns,...(ng <ng <ng <ng< )

der urspriinglichen Folge (b,,) gibt, die gegen b konvergiert

n>no

lim b, =b.
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Entsprechend definiert man liminf,, . b, als den kleinsten Wert b (auch b = —c0) gegen
den eine Teilfolge (b, ), der urspriinglichen Folge (b,,) konvergiert.

n>ng
Beispiel Fiir b, = (—1)", n > 0, gilt

limsupb, =+1, liminfb, = —1.

n—oo n—0oo

Man bezeichnet lim sup,,_, . b, auch als gr6RBten Haufungspunkt der Folge (b,,),>n,, denn
in jeder e-Umgebung von limsup,,_, . b, liegen unendlich viele Folgenglieder der Folge, aber
oberhalb dieser Umgebung liegen jeweils nur endlich viele Folgenglieder. Der lim sup,, .. b,
ist also der groRte Wert, um den sich die Folgenglieder der Folge (b,,)n>n, hdufen. Ent-
sprechend bezeichnet man liminf,_ . b, auch als kleinsten Haufungspunkt der Folge

(bn)nzno-

Zuriick zu Potenzreihen: Alternativ gilt fiir den Konvergenzradius die einfachere Formel

. (079
r = lim

n—o0

Ap1

falls der Grenzwert existiert.

(i) >opey mz* hat Konvergenzradius r = oo, denn

Qg

_Mk+n!

= o ':k+1—>oo.

Ak+1
(i) Yopog k2F(x — 2)* hat Konvergenzradius r = 3, denn

k2F

ko1
(k + 1)2r+1

Tk+1 2

Qg

1
— —.
2

Ak41

(iii) Die Potenzreihe >°°  apa® mit

|

hat Konvergenzradius 1, aber

fur k gerade
fur k ungerade

ol S

. a .. .
lim existiert nicht.
k—o0

A1

Innerhalb ihres Konvergenzbereiches, d.h. fiir z mit |x — 2| < r, ist die Potenzreihe (1.1)
gleichmilBig konvergent. Die durch die Potenzreihe (1.1) dargestellte Funktion

f:]:170—r,x0+r[—>R,xr—>Zak(x—xo)k
k=0
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ist also stetig differenzierbar mit Ableitung

= Z kay(x — 0)*!
k=1

und integrierbar mit Stammfunktion

x0>k+1 )

k=0

Anwendungsbeispiel Die Funktion f(z) = e~ ist in der Fehlerrechnung von groRer
Bedeutung, besitzt aber keine elementare Stammfunktion. Daher sind die Integrale

nicht elementar zu berechnen. f besitzt jedoch die Potenzreihendarstellung

o=y =y B
y_,xz k=0 k=0 \_V_QZ

:(_1)k Ik|

2)k

ka
= Z(—nkﬂ.

00
k=0

Fiir die Stammfunktion ®(z) ergibt sich die Reihendarstellung

kt% 0 2kt
dt = —_—.
/0 — kz; (2k + 1)k!
Also
i L2+
— 2k: + l)k:

und fiir den Fehler gilt die Abschatzung

n 2k+1
k

2@ -3

|x|2n+l er

— 2n+1

1.2 Fourierreihen

Eine besonders wichtige Klasse von Funktionenreihen bilden die Fourierreihen. Sie eignen
sich insbesondere zur Behandlung periodischer Probleme.

Periodische Funktionen
Es sei L > 0. Eine Funktion f : R — R heillt periodisch mit Periode L, falls

flz+L)= f(x) VzxeR
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)

Bemerkung

(i) Die trigonometrischen Funktionen sind periodisch:

e sin(x),cos(z) haben Periode 27

e sin(nx),cos(nz) haben ebenfalls Periode 27 fiir alle n > 1

(i) Ist f periodisch mit Periode L, so ist

periodisch mit Periode 27, denn
_ L L L ~
flx+2m)=f (%(x+27r)) =f (%:L’+L> =f <%az) = f(x).

Bei der Diskussion periodischer Funktionen kann man sich also auf 27-periodische Funk-
tionen beschranken. Zur Approximation 27-periodischer Funktionen betrachtet man statt
Polynomen oder Potenzreihen geeigneterweise trigonometrische Polynome bzw. Rei-
hen .
a
t(x) = 50 + ;(an cos(nx) + by, sin(nx)) (1.3)

fir Koeffizienten a,,b, € R.

Eigenschaften

(i) Eine trigonometrische Reihe der Form (1.3) ist gleichmaBig konvergent auf R, falls die
Reihe

o0

> (lan] + [ba])

n=1

konvergiert. Hinreichend fiir die Konvergenz dieser Reihe ist

lim n%, =0, lim n’b, =0 firao, > 1.

n—oo n—oo
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(ii) Eine trigonometrische Reihe der Form (1.3) ist k—mal stetig differenzierbar, falls die

Reihe -
> ¥ (|an] + [bal)
n=1

konvergiert. Hinreichend fiir die Konvergenz dieser Reihe ist

lim n%a, =0, lim n’b, =0 fira,f>k+1.

n—oo n—oo

In diesem Falle l3sst sich die Ableitung von t durch gliedweise Differentiation bestim-

men:
e

t'(x) = Z(nbn cos(nzx) — na, sin(nzx))

n=1

und dies ist wieder eine trigonometrische Reihe.

Es sei f eine 27m-periodische Funktion. Gibt es dann eine trigonometrische Reihe

50 Z:: an cos(nx) + b, sin(nx))

mit t(x) = f(z) fir alle z, so heibt ¢ Fourierreihe zu f und man sagt, dass f in eine
Fourierreihe entwickelbar ist.
Welche Beziehung besteht zwischen f und den Koefhizienten a,,, b,,? Dazu halten wir zunachst
folgende wichtige Eigenschaft trigonometrischer Funktionen fest.
Orthogonalitdtsrelationen
Fir n,m > 0 gilt
2m
/ cos(max) sin(nz) dx = 0
0

o 0 firm #n
/ cos(mz)cos(nz)der =<m  firm=n>1
0 .
2n firm=n=0
o 0 firm#n
/ sin(ma)sin(nz)de =<7 firm=n>1
0 .
0 firm=n=0

Insbesondere gilt also

2 2
/ cos(mz)dr =0, / sin(mz)dr =0 firallem > 1.
0 0
Ist f in eine Fourier-Reihe entwickelbar, also

= 50 ; an cos(nx) + b, sin(nx))
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und ist die trigonometrische Reihe gliedweise integrierbar (etwa falls gleichm&Rig konvergent),
so folgt

/0 Wf(:z:) cos(nzx) dr = / ' (% + Z(am cos(mz) + by, Sin(mw))> cos(nz) dx

2 2
= —/ cos(nz) dx + Zam/ cos(ma) cos(nx) dx + by, / sin(max) cos(nx) dz
0
= ,T.

Analog zeigt man

2
f(z)sin(nz) dx = b, also
0
a, = / f(z)cos(nz)dx firn=0,1,2,...
b, = — f( )sin(nz)dx firn=1,2,...
T Jo

Die Koeffizienten der Fourierreihe zu f sind also eindeutig bestimmt.

Definition Es sei f integrierbar auf [0, 27]. Die Zahlen

= %/02“ f(z)cos(nz)dx, b, = %/ﬂ% f(z)sin(nz) dx

heilen Fourierkoeffizienten von f. Die mit den Fourierkoeffizienten gebildete Reihe
Qg
=5 g a, cos(nx) + b, sin(nx))

heilt Fourierreihe von f.

Bemerkungen

(i) Zur Berechnung der Koeffizienten kann statt iiber [0, 27| iiber ein beliebiges anderes
Intervall der Lange 27 integriert werden, z.B. [—m, 7.

(ii) Fiir den Koeffizienten aq gilt speziell

ao B 1 2

Daher heift % Mittelwert der Funktion f.

(iii) Ist f gerade, also f(—x) = f(x) fiir x € R, so folgt

/f Ycos(nx)dx firn >0

=0 firn>1
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Denn es gilt

a,m = /O27r f(z) cos(nz) dx = /_: f(z) cos(nz) dx =2 /07r f(z) cos(nz) dx

J

~~

f und cos(nz) gerade

b — /0 " ) sin(n) di = /_ ,, F(@) sin(nz) da
_ / i F(@) sin(nz) dz + /0 " fa) sin(n) dz = 0

=— [y f(z)sin(nz) dz

Analog gilt: Ist f ungerade, also f(—z) = —f(z) fir z € R, so folgt

a,=0 flirn>0

bn:z/ f(z)sin(nz)dx firn>1
T Jo

Beispiele 1.1

(i) f sei 2m-periodisch mit

f<$>:{93 furo<z<nm

or—x firm <z <27

9

Da [ gerade, ist b, = 0 fiir alle n und

5 5 I T firm=0
ay, = %/ f(x) cos(nz) dx = —/ xcos(nz)dr =<0 flir n gerade
0

T Jo .
——5  fiir n ungerade
Folglich ist

(cos(:c) + 31—2 cos(3x) + é cos(bx) + ... )
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(ii) f sei 2m-periodisch mit f(0) =0 und f(z) =7 —x fir 0 <z < 27

—

'Séagezahnfunktion’

Da f ungerade, ist a,, = 0 fiir alle n und

_ %/wa(x) sin(nz) dz = > /W(w _ ) sin(nz) dz — %

m™Jo
Folglich ist
B . sin(2z)  sin(3x) . sin(nz)
Ff(x)—2<s1n($)+ 5 + 5 +...>—22 .

n=1

Wie bei Taylorreihen gilt auch bei Fourierreihen:

1) Die Fourierreihe muss nicht konvergieren.

14

2) Ist Fy konvergent in x, so muss der Wert der Reihe, Ff(x), nicht mit f(z) tberein-

stimmen.

Hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz der Fourierreihe F; gegen f

Satz Ist f : [0,27] — R stiickweise stetig differenzierbar (d.h. es gibt eine Unterteilung
0=z < < - <z, = 27w von [0,27], so dass f’ auf |z;_q,x;] existiert und stetig

fortsetzbar auf [z;_1, z;] fiir alle 7), so konvergiert die Fourierreihe F fiir alle z und

flzy)+ f(zo)
2

50 Zl a, cos(nx) + b, sin(nx)) =

Hierbei ist
flzy) = 1im+f(y) der rechtsseitige Grenzwert, und
y—

f(xz_) = lim f(y) der linksseitige Grenzwert von f in z.

Yy—r—

In allen Punkten x also, in denen f stetig ist, folgt unter den Annahmen des Satzes, dass

= 50 ; an cos(nx) + b, sin(nx))
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Auf jedem abgeschlossenen Teilintervall, auf dem eine stiickweise stetig differenzierbare Funk-
tion f stetig ist, konvergiert die Fourierreihe I’y dann sogar gleichmaRig gegen f.

Beispiele 1.2

(i) f aus Beispiel 1.1 (i) ist stetig und stiickweise stetig differenzierbar. Daher ist die
zugehdrige Fourierreihe

4 1 1
Fy(x) = g - = (cos(x) + 2 cos(3x) + = cos(bx) + .. )

gleichm3Rig konvergent gegen f.

Insbesondere gilt zum Beispiel

also

(i) f aus Beispiel 1.2 (ii) ist stiickweise stetig differenzierbar, aber nicht stetig in 0. Es ist
also

Fy(z) =2 Smg‘“) _ floe) ; M) e alle

Gibbssches Phanomen

Ist f stiickweise stetig differenzierbar, aber nicht stetig in z, so konvergiert Fs(x) gegen den
Mittelwert $(f(z1) + f(z_)). Die Konvergenz ist nicht gleichmaBig, vielmehr beobachtet

man in z ein Uberschwingen der Fourierpolynome mit asymptotisch etwa 9% der Sprunghdhe
(genauer: 8,949%).

Beispiel 1.3 (Sigezahnfunktion aus Beispiel 1.1 (ii))

. sin(kx)
Fi(z)=2) .
k=1
Fir die Partialsummen

_ Sln(kjl’) . . Siﬂ(2$) sin(nx)
sp(x) = 2 2 2 =2 (sm(m) + 5 R - )
. (n+3)t)
“gin ((n+31)¢
sn(:L“) = 1 2 dt — T
/0 sin (5) :\/f(m)_w

Fiir die Ableitung des Fehlers r,,(z) = s,(z) — f(z) folgt also

_sin((n+4) )

ral@) = sin (%az)
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mit kleinster positiver Nullstelle in x,, = nj: . Hier besitzt der Fehler r, in der Tat ein

SIS

globales Maximum mit

() = /Orn sin if:é—j) t) P /07r sin(u) du .

™ sin(u)
>2/O " du —m ~ 0.1789 - m ~ 0.09 - 27r"
Sprunghdhe

~1.8519

Nebenrechnung zur Darstellung der Partialsumme:

n n ) 1= einx
/ — _ ikx — i
sp(x) =2 ,}1 cos(kz) = 2Re ( g e ) 2Re (e o )

k=1

Allgemeine Perioden

Ist f periodisch mit Periode L > 0, so ersetzt man cos(nz), sin(nz) durch cos (¥nz),

sin (2£nz). Die zugehérige Fourierreihe lautet also

L
ap 2m . [ 2m
5 + Z <an CoS (fnm) + b, sin (fnx>)

n=1

2 [* 2
an:Z/o f(x)cos (%nx) dr,n=20,1,2,...

2 [* 2
bn:z/o f(z)sin <%nx) de,n=1,2,...

Alle Aussagen zum 2m-periodischen Fall Gibertragen sich sinngemafR auf den Fall allgemeiner
Periode.

mit

Komplexe Schreibweise

Nach der Eulerschen Formel gilt

e’ =cost+isint,t €R.
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Daher kdnnen wir eine Fourierreihe

-0
2

n=1

auch in der Form
o

Z ™, zeR

n=—oo

schreiben, mit den komplexen Fourierkoeffizienten

.:% i f( ) cos(— mc)dac%—z% i

firn=0
(@, —ib,) firn>0
(an +1ib,) firn<0

2

- +Z an cos(nx) + by, sin(nz))

f(z) sin(—nx) dx

17
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2 Kurven m R"

Zur Erinnerung:
I
R"=< X =] : S X1,..., T, €ER
xn
ist der n-dimensionale Punktraum mit den bekannten Rechenoperationen Addition und
Skalarmultiplikation. Fiir einen Punkt X = [z1,...,2,]7 definieren wir seine Norm durch

1] 1= \fat +ad 4o a2 =

mit den bekannten Eigenschaften
(i) Positiv-Definitheit || X || > 0 und || X|| = 0 genau dann, wenn X = 0.
(i) Homogenitdt ||aX || = ||| X]| fir « € R

(iii) Dreiecksungleichung | X + Y| < || X| + [|Y]|

Fiir Punkte X = [21,...,2,])7,Y = [y1,...,y,]7 ist das Skalarprodukt definiert durch
<X7 Y> =T T Ty o Tl = szyz .
i=1

Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
(XY <X [ fir X, Y € R™.

Abstinde und Konvergenz von Folgen

Die Norm definiert einen Abstand zwischen Punkten X und Y im R", indem wir als Abstand
gerade || X — Y|| nehmen.

Fiir e > 0 und X € R" heilt die Menge
U(X)={Y eR": | X -Y| <e},

also die Menge aller Punkte Y € R"™, deren Abstand zu X kleiner als ¢ ist, die e-Umgebung
von X. Geometrisch beschreibt U.(x) im

e R! das offene Intervall | X —e, X +¢|
e R? eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt X und Radius ¢ (ohne Rand)

e R3 einen Ball mit Mittelpunkt X und Radius & (ohne die Balloberfliche).
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Mithilfe des Abstandsbegriffes ldsst sich nun auch Konvergenz von Punktfolgen im R™ defi-
nieren:

Definition Es sei (X}),,, eine Folge von Punkten im R". Die Folge heift konvergent
gegen X € R", falls gilt: Fiir alle £ > 0 existiert ein N, € N mit

| Xe — X|| <e furalle k > Ne
X heift Grenzwert der Folge (X});,, und wir schreiben

lim Xj = X.

k—o00

Bemerkung

(i) Die Folge (Xj) konvergiert gegen X genau dann, wenn fiir alle £ > 0 nur endlich viele
Folgenglieder auBerhalb der e-Umgebung um X liegen, d.h. alle, bis auf endlich viele,
X liegen in U.(X).

(ii) Ist Xy = [T14,. s Tns)? und X = [z1,...,2,)7, so gilt:
lim X, = X genau dann, wenn lim x;, = x; firalle i=1,...,n
k—oo k—oo

D.h. die Punktfolge (X )g>k, konvergiert im R™ gegen X genau dann, wenn die Kom-
ponentenfolgen (z;x)r>k, gegen die Komponenten x; von = konvergieren.

Definition Es sei [a,b] C R ein Interval. Eine Abbildung X : [a,b] — R™ heift Kurve (bzw.
Weg) im R". Die Punktmenge
{X(t):t €[a,b]}

heist Bahn (bzw. Spur) der Kurve X.

Eine Kurve X (¢) = [z1(t), ..., z.(t)]", t € [a,b], im R™ setzt sich zusammen aus insgesamt
n Komponentenfunktionen.

Beispiele Kurven dienen der Parameterdarstellung von Punktmengen im R", etwa
(i) n =2 Kreislinie Die Kurve
X (t) = [cos(t),sin(t)]" ,t € [0, 27]

durchliuft den Einheitskreis im R? einmal im entgegengesetzten Uhrzeigersinn. Ent-

sprechend
X (t) = r[cos(t),sin(t)]" ,t € [0,27] ,7 > 0

fur einen Kreis mit Radius r.
(i) n = 3 Schraublinie
X(t) = [rcos(t),rsin(t), ct]” ,t € [0,27n],r > 0,c # 0
durchlauft eine Schraublinie im R3.

e 1 heillt Radius,
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e n heilt Windungszahl,
e 27|c| heillt Ganghdhe.
(iii) Ist f : [a,b] — R eine Funktion, so beschreibt
X(t) = [t, f()] .t € [a, 0]
den Funktionsgraph von f als Kurve im R2.
(iv) Sind P, R € R", R # 0, so beschreibt die Kurve
X(t)y=P+t-R, teR

die Gerade mit Aufpunkt P und Richtungsvektor R.

Definition Eine Kurve X = [z1,...,2,]7 : [a,b] — R™ heiBt
(i) stetig, falls alle Komponentenfunktionen z; : [a, b] — R stetig sind,

(ii) differenzierbar, falls alle Komponentenfunktionen z; : [a, b] — R differenzierbar sind.
In diesem Falle schreiben wir

LX) = tim S (X (4 h) = X(0) = [1(8), ... (1)]T

X(t) = dt h—0 h

X (t) heiRt Tangentialvektor der Kurve X zum Parameterwert . Falls X () # 0, so

heillt T'(t) = lli—gg\\ Tangenteneinheitsvektor.

(iii) regulir, falls X stetig differenzierbar und X (t) # 0 fiir alle t € [a, b)].

Interpretation
Geometrisch X (t) = limy_o +(X(t + h) — X (1))

~
Sekante

Geometrisch beschreibt X (¢) also die Tangente an die Bahn von X im Punkt X (¢).

Physikalisch Stellen wir uns X als Bahnkurve eines Massenpunktes vor, so beschreibt X (t)
die momentane Ortsverdnderung, also den Geschwindigkeitsvektor des Massenpunktes im
Zeitpunkt ¢.

Kurvenlinge

Es sei X : [a,b] — R eine Kurve im R". Zu gegebener Zerlegung Z von [a, b] der Form
a=to<t1<---<t,=0>
beschreibt .
L(X,Z) = Z [ X (t:) = X (ti-a)|
i=1
die Lange des Polygonzuges durch die Punkte

X(a) = X(to), X(t1), ..., X(t,) = X(b)
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Ist X stetig differenzierbar, so kénnen wir die Lange des i-ten Teilstiicks approximieren durch

X (t:) = X (tiea) || ~ I X E) | (t; = tiza)
und damit

ZHX It = tiz1) (2.1)

Der Ausdruck auf der rechten Seite (2.1) ist eine Riemann-Summe zur Funktion f(t) =
| X (t)]] und Zerlegung Z. Konvergiert die Feinheit der Zerlegung Z

0(Z) =max{t; —t;_1: 1 <i<n}

gegen 0, so passt sich der Polygonzug immer genauer dem exakten Verlauf der Kurve an und
die zugehdrigen Riemann-Summen konvergieren

= I () - Xt~ S I @I~ o) "2 K@) d

Der Fehler, der bei der Approximation von L(X,Z) durch die Riemann-Summe in (2.1)
gemacht wurde, geht dabei asymptotisch gegen 0, d.h. es gilt

lim L X, Z) / 1X ()] dt .
5(2)—

Definition Ist X : [a,b] — R" stetig differenzierbare Kurve im R", so ist die Lange L(X)
von X definiert als das Riemann-Integral

- [ = [V xiwa

Beispiele

(i) X(t) =7 [cos(t),sin(t)]T, t € [0, 27], ist stetig differenzierbar, X () = r [— sin(t), cos(t)]”,

also gilt ‘
IX (@) = /(r(=sin(t D)+ (reos(t)? =r

=r2((sin(t))+(cos(1))?) =2

und somit

27 27
L(X) = / HX(t)H dt = / rdt =r- 27 = Umfang des Kreises mit Radiusr
0 0

(i) Ist f : [a,b] — R stetig differenzierbar, X (t) = [t, f(¢)]T die Parametrisierung des
Funktionsgraphen, so ist

- [1x@a= [ ViR

seine Lange.
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Zum Beispiel ergibt sich fiir die Normalparabel f(t) = ¢?, t € [-1,1], als Lange fiir

den dazugehdrigen Funktionsgraphen

/\/1+4t2dt \/_+—ln<\/_+2>
NG,

Haben dabei verwandt, dass 1 (26v/1 + 4¢% + In(2¢ + v/1 + 4¢%)) Stammfunktion zu

4

V1 + 4¢2 ist.

Bemerkung Die Lange einer Kurve kann auch fiir stetige, stiickweise stetig differenzierbare
Kurven X : [a,b] — R™ definiert werden. (X heift stiickweise stetig differenzierbar, falls
eine Unterteilung a =ty < t; < --- < t, = b existiert, so dass X auf |t,_1, ;[ zu einer stetig

differenzierbaren Kurve auf [t;_1, ] fortsetzbar ist.)

Beispiel

~Jo, 4" firt € [0,1] : 1 fur t € [0, 1]
X<t){[t—1,2—t}T firt €]1,2] ’ also HX(t)”{\/i fiir t €]1,2]

und somit L(X) = fol 1dt + ff V2dt =1+ V2.

Kriimmung von Kurven

Es sei X zweimal stetig differenzierbare regulire Kurve. Die Anderung der Geschwindigkeits-

richtung einer Kurve, bezogen auf die Kurvenlange

) L T+ h) =T(@)
1X (8| R0 | X (E4R) — X (1)

beschreibt die Krijmmungsrichtung von X in X (t).

JEAGI]

B30 helﬂt Kriimmung.

Seine Lange k(t) =
Beispiel Kreislinie mit Radius r

X (t) = rcos(t),sin(t)]" ,t € [0, 27]
Fiir den Tangentialvektor gilt

T(t) = Iéggll — [~ sin(t), cos(t)]T  unabhiingig vom Radius r!

Der Kriimmungsvektor, also die Anderung der Tangentialrichtung,

T(#) = —[cos(t), sin(t)]” = —%X(t)

zeigt zum Kreismittelpunkt. Fiir die Kriimmung errechnet man (t) = +. Sie ist also umge-

kehrt proportional zum Radius des Kreises.
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Kurven im R3

Essei X : [a,b] — R eine zweimal stetig differenzierbare regulire Kurve im R? mit T'(t) # 0
fur alle ¢ € [a,b]. Dann stehen die drei Einheitsvektoren

X
T(t)=— (®) (Tangenteneinheitsvektor)
X
N(t) ) (Hauptnormaleneinheitsvektor)

7@l
B(t) =T(t) x N(t) (Binormaleneinheitsvektor)

orthogonal aufeinander und bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem (das sogenannte
begleitende Dreibein).

Die von T'(t) und N(t) aufgespannte Ebene
E(t): X(@t)+AT(t)+uN(Et) A, peR

heilt Schmiegeebene von X an der Stelle X ().
Es sei X dreimal differenzierbare regulire Kurve mit 7(t) # 0 fiir alle t € [a, b]. Die Anderung
der Binormalenrichtung bezogen auf die Kurvenlange
B(t) iy B+ - B()
| X ()| h=0[|X(t+h)—X(t)]

beschreibt das Herauswinden der Kurve aus der Schmiegeebene und wird als Torsionsvektor
bezeichnet. B(t) ist orthogonal zu B(t) und auch orthogonal zu T'(¢), denn

_4d
Cdt

Damit gibt es 7(t) mit

B(t) (T(t) x N(t)) =T(t) x N(t) + T(t) x N(t) = T(t) x N(t).
B(1)
IX ()]

7(t) heilt Torsion. Fiir den Absolutbetrag gilt |7(¢)| = 1B@I

=—7(t)N(t).

Beispiel (Schraublinie)

X (t) = [rcos(t), rsin(t),ct]’ ,t € [0,27n],r > 0,¢ >0

_ —rsin(t)| —rcos(t)| 7 sin(t)
X(t)=| rcos(t) | ,X(t) = |—rsin(t)| ,X(t) = |—rcos(t)
c 0 0
Also gilt
1

T(t) = E[—r sin(t),r cos(t), c]’ , R = Vr2 + ¢
N(t) = [—cos(t), —sin(t),0]", B(t) =T(t) x N(t) = %[C sin(t), —ccos(t), r]"

Hieraus erhdlt man schlieBlich Kriimmung r(t) = 75 und Torsion 7(t) = 4.
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3 Funktionen in mehreren Variablen

Es sei D C R™. Eine Funktion

f:D—R,

X =[z1,...,2,] — f(X) = f(x1,...,2,)
heift Funktion in n-Variablen.
Beispiele

f(z,y) = 3zy+2r auf R?
f(z,y,2) = e +sin(z+y) auf R?
fX) = [IXIP =2+ +a; auf R

Darstellungsweisen

Wie im Falle n = 1 definieren wir den Funktionsgraphen von f als die Menge
Ff:{(I7f($)):x€D}CD><R (CRn+1>

Beispiele Fiir n = 2 beschreibt der Funktionsgraph von f eine Fliche im R?, etwa einen
Paraboloid im Falle von f(z,y) = 22 + ¢%.

Fiir n > 3 kdnnen wir den Funktionsgraphen als Fliche im R? nicht mehr darstellen. Als
Alternativen bieten sich an

Schnittkurvendiagramme

Halt man jeweils n — 1 Variablen fest, etwa x4, ..., 2,_1, so erhdlt man aus f eine Funktion
in einer Variablen:
l— f(xla"wxn—lvt)

Der zugehorige Funktionsgraph ist die Menge
{(t, f(x1,... 2 1,t)) : (21,..., 20 1,1) € D} C R?
und er wird als Schnittkurve (von I'y mit der (xy,...,z,_;)-Ebene) bezeichnet.

Beispiel (n = 2) f(z,y) = 2% + y* Hilt man = (bzw. y) fest, so erhilt man in der jeweils
anderen Variablen eine Parabel.

Hohenliniendiagramme

Als weitere Alternative zur Darstellung einer Funktion in mehreren Variablen betrachtet man
Héohenliniendiagramme.

Definition Zu gegebenem ¢ € R heifit die Punktmenge
N.={XeD:f(X)=c}

die Niveaumenge zum Niveau c (und fiir n = 2 speziell Hohenlinie zur Hohe ¢).
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Man bestimmt die Menge N, durch Auflésen der Gleichung

f(X)=c¢ nach X.

Beispiel (n = 2) f(z,y) = 2% + ¢?
Die Gleichung 2 + y? = ¢ hat fiir

e ¢ < 0 keine Losung
e ¢c=0die Lésung z =y =0

e ¢ > 0 einen Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius /c als Lésung.

Stetigkeit von Funktionen in mehreren Variablen

Aufbauend auf dem Konvergenzbegriff von Folgen im R™ kdnnen wir nun auch den Stetig-
keitsbegriff auf Funktionen mehrerer Veranderlicher iibertragen.

Definition Es sei f : D — R, D C R" und X € R" so dass X Haufungspunkt von D (d.h.
in jeder e-Umgebung U.(X) gibt es Punkte aus D):

(i) (Grenzwerte von Funktionen) f besitzt in X den Grenzwert c, falls
Jim f(Xy) =c
fur jede Folge (X%) C D mit limy_ X = X. Wir schreiben in diesem Falle
hn’ly_>X f(Y) =C.
(i) (Stetigkeit) Ist X € D, so heillt f stetig in X, falls

lim f(Y) = f(X)

Y— X

(iii) f heift stetig auf D, falls f in allen Punkten X € D stetig ist.

Bemerkungen

(i) Die Rechenregeln fiir Grenzwerte fiir Funktionen einer Veranderlichen iibertragen
sich auf Funktionen mehrerer Veranderlicher, also

Tim f(Y)+g(Y) = lim £(Y)+ lim g(¥)
Jim f(Y)-g(¥) = lim f(¥)- lim g(Y)
lim c¢f(Y) = CJI_IS(f(Y)

Y—-X
im ,
Y-X g( limy_ x g(Y)

}}:i = falls 1;111}(9(}/) #0
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(i) Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt wie im Falle von Funktionen einer Veran-
derlicher: Sind f, g : D — R stetig, so sind auch folgende Funktionen stetig:

f+g, f-g,¢-f undgaufDO:{XeD | g(X)#0}

Ist h: E'— R stetig, f(D) C E, so ist auch die Verkettung h o f stetig.

Beispiele 3.1

(i) Die Projektionen p; : R" — R,z = [x1,...,2,] — x; sind stetig. Damit sind dann
auch die folgenden Funktionen stetig:

— lineare Funktionen f(x) = ajzq + -+ + a2,

ki, ko

- . _ . k
— Polynome in n-Variablen p(z) = p(z1,...,x,) = Z1gkigm T S A Y i

— rationale Funktionen (also Quotienten von Polynomen) % auf Dy ={x e R"” | q(z)#0}

(ii) Die Funktion

B [ey)” # 10,017
f(l’,y) - {O * fur [x,y]T = [O,O]T

ist stetig in 0, denn fiir jede Folge X} = [z4,yx]”, die gegen 0 konvergiert, gilt:

xka yk - S y

daher ist limx_,o f(X) = 0= f(0).

(iii) Die Funktion
fiir [z, y]" # [0,0"
yI" = [0, 0"

ist nicht stetig in 0, denn fiir die Folge X}, = [+, 1]” gilt lim;_.oc X}, = 0, aber

0 fur [z,

9

ﬂ%w:{£#

11 T 1
f(Xk:):f(E>E) :W_é
und damit .
Jim f(Xy) =5 # f(0).

Eigenschaften stetiger Funktionen

Fiir stetige Funktionen f : [a,b] — R hatten wir bereits gesehen:
e | ist beschrankt

e f besitzt Maximum und Minimum
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Entsprechendes gilt fiir die Funktionen in mehreren Verdnderlichen. Dazu muss jedoch zuerst
eine Verallgemeinerung abgeschlossener Intervalle im R™ gefunden werden.

Definition Es sei D C R” eine Teilmenge

(i) X € D heiBt innerer Punkt von D, wenn es eine e-Umgebung von X gibt, die ganz
in D enthalten ist.

(i) D heiBt offen, wenn jeder Punkt von D ein innerer Punkt ist.

(i) X € R™ heilt Randpunkt von D, wenn jede e-Umgebung von X sowohl Punkte aus
D, als auch Punkte aus dem Komplement R*\ D ={Y € R": Y ¢ D} enthilt.

Die Menge aller Randpunkte von D heilt Rand und wird mit 9D bezeichnet.

(iv) D heiBt abgeschlossen, wenn D alle Randpunkte enthilt.

Beispiele
(i) Die e-Umgebung eine Punktes X
Ue(X) ={Y eR": [X = Y[ <}
ist selber eine offene Menge mit Rand

U (X)={Y eR": |[X Y| =&}

Folglich ist die Menge {Y € R" : || X —Y|| < ¢} abgeschlossen.
(il) Rechtecke Q C R? der Form

Q={r,y" 1<r<2 -2<y<5}
sind offen, Rechtecke () der Form

Q={[z,y]" 1< <2,-2<y<5}
abgeschlossen, Rechtecke der Form

Q={ry" 1<x<2-2<y<5}
sind weder offen noch abgeschlossen.

Entsprechendes gilt fiir Quader Q C R3.

Definition Es sei D C R” eine Teilmenge
(i) D heiRt beschrinkt, falls eine Konstante M existiert mit

| X <M firalle X € D
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(i) D heilt kompakt, falls D abgeschlossen und beschrankt ist.

Die kompakten Mengen sind gerade die Analoga abgeschlossener, beschrankter Intervalle
[a,b], denn es gilt: Ist F': D — R stetig und D C R" kompakt. Dann gilt
(i) f ist beschrankt.

(i) Existenz des Maximums / Minimums:

Es existieren X ax, Xmin € D mit

f(Xumin) < f(X) < f(Ximax) VX €D



