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VI. Integralrechnung

Nachdem wir im letzten Kapitel die Differentialrechnung kennengelernt haben,
mit deren Hilfe es moglich ist, die Anderungsrate einer Funktion durch deren
Ableitung zu beschreiben, wenden wir uns in diesem Abschnitt der Frage zu,
wie man die Flache berechnet, die ein Funktionsgraph mit der x-Achse ein-
schlieffit. Die Beobachtung, dass die Anderungsrate dieser Flache bei fortschreit-
ender rechter Grenze des Definitionsbereichs durch die Funktion gegeben ist, ist
der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung — eines der zentralen Resul-
tate der Analysis der Funktionen von einer Verénderlichen. Insbesondere werden
wir sehen, wie sich dieser Satz dazu verwenden léasst, viele konkrete Integrale
explizit zu berechnen.

VI.1. Treppenfunktionen

Definition VI.1.1. (a) Seien a,b € R mit a < b. Eine Zerlegung des
Intervalls [a, b] ist ein (n 4 1)-Tupel

Z =(20,21,---,2n) mit a=2z0<2z<20<...<z,=0

Die Zerlegung Z = (zg, ..., z,) heifit feiner als die Zerlegung W = (wo, ..., wy),
wenn {wo, ..., wn} C {z0,...,2n} gilt, d.h. wenn jeder Unterteilungspunkt von
W auch ein Unterteilungspunkt von Z ist. Sind Z; und Zs zwei Zerlegungen
des Intervalls [a,b], so sei Z; U Zy diejenige Zerlegung, die durch Vereinigung
der Mengen der Unterteilungspunkte entsteht.

(b) Eine Funktion f : [a,b] — R heiit Treppenfunktion, wenn es eine
Zerlegung Z = (2¢,...,2,) von [a,b] und Zahlen ¢q,...,¢, € R gibt mit

f@)=cr fir zp_1 <t < zg.

Von den Funktionswerten an den Unterteilungspunkten wird nichts verlangt. Wir
schreiben T? fiir die Menge der Treppenfunktionen f:[a,b] — R. [ |

Lemma VI.1.2. Die Menge T? ist ein reeller Vektorraum, d.h., fir f,g € T?
und A € R sind f+ g und \f wieder Elemente von TP.
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Beweis. Wegen T° C B([a,b]) (beschrinkte Funktionen) haben wir nur zu
zeigen, dass T? ein Untervektorraum ist. Fiir f € 7% und \ € R ist klar, dass
Af € T® ist. Sind f und g Elemente von T zu den Zerlegungen Z; und Zs,
so sind sie auch Treppenfunktionen zu der Zerlegung Z; U Z5. Also ist f+ g
Treppenfunktion zu der Zerlegung Z;UZ5. Daher ist T® C B([a, b]) unter Skalar-
multiplikation und Addition abgeschlossen und somit ein Untervektorraum. m

Satz VI.1.3. Ist f : [a,b] — R stetig, so existiert zu jedem & > 0 eine
Treppenfunktion ¢ € T? mit

1f = #llany = sup{lf(z) — p(2)[: 2 € [a,b]} <e.

Jede stetige Funktion lasst sich also gleichméaflig durch Treppenfunktionen ap-
proximieren.

Beweis. Nach Satz IV.1.24 ist f gleichméfBig stetig. Es existiert also ein § > 0
mit |f(z)—f(y)| < e fiir alle z,y mit |[z—y| < §. Wir wihlen nun eine Zerlegung
Z :=(20,--+,2m) von [a,b] mit |zx11 — 2x| < ¢ fiir alle k =0,...,m — 1! und
definieren die Funktion ¢ durch

(t) := f(zr), firzy <t < zgy1,k=0,...,m—1
PE= F),  fir t = b,

Fiir t € [zk, zk4+1] ist dann

d.h. Hf_ SOH[a,b} <e. n

Folgerung VI.1.4. Ist f : [a,b] — R eine stetige Funktion und € > 0, so
existieren Treppenfunktionen o, : [a,b] = R mit o < f < und v —p =¢.
Beweis. Mit Satz VI.1.3 finden wir eine Treppenfunktion A : [a,b] — R mit

|f = hlljay < 5. Dann setzen wir ¢ := h— 5 und ¥ := h+ 5. Nun ist

2
bop=j-(-H=cudp—h-5<f<h+i=v. .

Das Riemann-Integral

Gesucht ist der Inhalt der Fliche, die der Graph einer Funktion f : [a,b] —
[0, 00[ mit der x-Achse einschlieit, d.h. der Menge

F={(z,y):z €la,b],0 <y < f(a)}.

1 7.B. eine dquidistante Zerlegung: z = a—l—kbﬁ, wobei m so grof3 gewahlt
ist, dass Z’_Ta < ¢ ist.
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Wir werden sehen, dass sich diese Aufgabe fiir stetige Funktionen immer losen
lasst. Auch fiir Funktionen mit endlich vielen Unstetigkeitspunkten lassen sich
diese Fldchen berechnen. Als problematisch erweisen sich Funktionen, die ,, sehr
oft“ springen, wie zum Beispiel die Dirichletfunktion

. 1, fallsxzeQnlo,1]
f:00,1] =R, xr—>{07 falls z € [0,1] \ Q.

Wir beginnen die Berechnung des gesuchten Flicheninhalts bei den Treppen-
funktionen.

Lemma VI.1.5. Ist f : [a,b] — R eine Treppenfunktion zur Zerlequng Z =
(20, ..., 2n) mit f(x) =c fir alle zpx—1 < T < zx, so hingt die Zahl

n

Sz(f) == e (2 — 26-1)

k=1

nicht von der Zerlequng Z ab, d.h., fir jede andere Zerlequng Z', fir die f auf
dem Inneren der Zerlegungsintervalle konstant ist, gilt Sz (f) = Sz(f).

Beweis. Ist Z’' eine andere Zerlegung, so dass f auf dem Innern der Zer-
legungsintervalle konstant ist, so existiert eine gemeinsame Verfeinerung von
Z und Z'. Es reicht also zu sehen, dass Sz(f) = Sz (f) gilt, wenn 2’
durch Hinzunahme eines Punktes zu Z entsteht. Sei dazu z € [z;_1, 2] und
Z' = (204 -y 2k—1,%Zky - - -, 2n) - In diesem Fall ist

ek (2 — 2k—1) = ck(zk — 2) + ek(z — zk—1),

und daher Sz(f) = Sz/(f). Die Behauptung folgt nun durch Induktion nach
der Zahl der hinzugenommenen Punkte. [ ]

Sei f : [a,b] — R eine Treppenfunktion und Z = (zp,...,2,) eine Zer-
legung mit f(x) = ¢ fiir alle € |zx_1, 2zx[. Wir definieren das Integral von f

durch ) .
/ f:: ch-(zk—zk_l).
@ k=1

Das ist dadurch gerechtfertig, dass wir uns gerade davon tiberzeugt haben, dass
die rechte Seite Sz(f) nicht von der Zerlegung Z abhéngt.

Fir a = b setzen wir [ f = 0; ferner [ f = —f:f. Die Zahl a
heiflt die untere Grenze des Integrals, die Zahl b die obere Grenze. Eine weitere
Schreibweise fiir das Integral ist

/ab f(x) dz  oder /ab f(t)dt.

Satz VI.1.6. Das Integral von Treppenfunktionen hat folgende FEigenschaften:
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(I1) Intervalladditivitit: Fir a <b<c und f TS gilt

c b c
[
a a b
(I2) Monotonie: Sind f,g € T® mit f < g, so ist fabf < fabg.
(I3) Linearitit: Fiir alle \,u € R und alle Treppenfunktionen f,g € T? gilt

/abAerug:A/aberu/abg-

(I4) Normierung: Ist f auf [a,b] konstant gleich c, so ist f:f =c-(b—a).

Beweis. (I1): Ist Z eine Zerlegung des Intervalls [a,c|, die den Punkt b
enthélt, so folgt (I1) direkt aus der Definition des Integrals.

(12), (I3): Zuerst wahlen wir eine gemeinsame Zerlegung Z fiir f und g. Es
gelte f(z) = ¢, und g(x) = djy, fir x € |zx_1, 25|

Ist f < g, soist ¢, < dj fiir alle ¥ und daher f: f < f; g. Andererseits
haben wir (Af + pg)(z) = Ac + pdy, fir alle x € ]z;_1, zx[. Hieraus folgt (I3).
(I4) ist klar. n

Definition VI.1.7. (a) Ist f : [a,b] — R eine beschriankte Funktion, so
definieren wir das Oberintegral

ZU:ﬂﬁ{[¢jsw¢fTﬂ

und das Unterintegral

/abfrzsup{/abeorsOSf, soGTfi}-

Um die Endlichkeit dieser Werte einzusehen, beachten wir, dass aus der
Beschranktheit von f die Existenz von m,M € R mit m < f < M folgt.
Insbesondere existieren ,7 € T? mit ¢ < f < . Fiir solche Paare gilt

f; o < f; ¢ wegen (12). Insbesondere sind [ *ab f und f*Z f reelle Zahlen mit

b b
[r<]1
(b) Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heit Riemann-integrabel

(Riemann-integrierbar), wenn
b b
[r=]1
a a
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gilt, d.h., wenn zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen ¢, € T? mit ¢ < f < und
ff o — ffw < ¢ existieren. In diesem Fall definieren wir das Riemann-Integral

von f durch )
=] e= [

Die Menge der Riemann-integrablen Funktionen auf [a,b] bezeichnen wir mit
RY. Wir bemerken, dass T C R? trivialerweise gilt. Fiir f € R definieren wir

fbaf::_f;f' u

Beispiel: Ein wichtiges Beispiel, das die Subtilitdt des Integrierbarkeitsbegriff
zeigt, ist die Dirichlet- Funktion:

. 1 firzeQnlo0,1]
f:0,1] — R, f(a:).—{o fiir 7 € [0,1] \ Q.

Da jedes offene Intervall reeller Zahlen eine rationale Zahl enthalt, gelten fiir

jedes Paar von Treppenfunktionen ¢, mit ¢ < f <1 die Beziehungen ¢ <0
und 1 < ¢ bis auf endlich viele Punkte. Mit 0 < f <1 ergibt sich damit

*/Olf0<1/*01f.

Insbesondere ist f nicht Riemann-integrabel. [ |

Satz VI.1.8. Das Riemann-Integral hat folgende Eigenschaften:
(I1) Intervalladditivitit: Fir a <b <c ist f € R; genau dann, wenn f |4z €
R und [l € R gelten. In diesem Fall ist

/acf:/aber/bcf-

(I2) Monotonie: Sind f,g € R® mit f <g, so ist fabf < fabg.
(I3) Linearitit: Fiir \,u € R und f,g € Rb ist \f + ug € R% mit

/abkf+ug=A/abf+/~b/abg.

(I4) Normierung: Ist f auf [a,b] konstant gleich c, so ist fff =c-(b—a).

Beweis. (I1) Zwischenbehauptung: Das Oberintegral ist intervalladditiv,
d.h., fiir jede beschrankte Funktion f:[a,c] — R gilt

[ [



128 VI. Integralrechnung 5. Oktober 2006

Fiir ¢ € T¢ mit f <4 gilt [Co= [T+ [T > [*f+ [7°f, also auch

e b e
=] s+ ]2
a a b
Seien nun ¢ € T? und ¥y € Ty zwei Treppenfunktionen mit ; > ﬂ[a,b] und
e > ﬂ[b,c} . Aus diesen erhalt man eine neue Treppenfunktion durch

[ i(x), falls x € [a,b]
Ylz) = {wg(x), falls z € [b, c|.

Diese neue Treppenfunktion ist Element von T, und es gilt ¢ > f. Nun ist

ffwl + [ = f:¢ > f*acf, also auch

P b P c " c
[+ [s=]1
a b a
denn fiir zwei nach unten beschriankte Mengen A, B C R ist
inf(A + B) = inf(A) + inf(B).

Damit ist die Intervalladditivitat des Oberintegrals gezeigt. Die analoge Aussage
fiir Unterintegrale erhélt man genauso und durch Zusammensetzen

/Zcfz/:bfwt/lcfz/abﬁr/bcf:/:f-

Ist nun f € RS, soist [°f = [.°f und wir erhalten wegen f*abf > f*Zf
und [*f > [.,f zwischen den inneren Summanden [ *ab f= f*z fund [f =
[..f. Dies bedeutet f | € RS und f|p, € Rs. Ferner erhalten wir die
Intervalladditivitat.

Sind andererseits f |4 € R% und f|pq € RY, so gilt

y c y b % c b c c
Lor=Loo =L fo= ]
a a b 9 a ’ b ' a
und folglich f € RS. Auch in diesem Fall erhalten wir die gewiinschte Gleichheit.

Damit ist (I1) bewiesen.
(I2) Monotonie: Seien f,g € R2 und f < g auf [a,b]. Dann ist

/abfzfzbfzinf{/abw:féw, veT!)
smf{/:w:gsw, weTf}z/zbg:ng
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wegen b b
{/a vifsd, weTf}Q{/a big<u, veTt).

(I3) Linearitéit: Seien f,g € R’ und ¢ und v zwei Treppenfunktionen mit
f<pund g <. Dannist f+ g < ¢+ 1, also

/:bergﬁ/absoﬂ/J:/abw/abw

Daher gilt nach Ubergang zum Infimum auf der rechten Seite auch

b b b b b
/f+g§/f+/g=/f+/g-
Hierbei verwenden wir wieder die Ungleichung
inf(A + B) = inf(A) + inf(B)

fiir nichtleere Teilmengen A, B C R. Ferner erhélt man analog

[s5[a=[r4 [oz [rva< [r+a

Diese zwei Ungleichungsketten zeigen, dass iiberall Gleichheit gilt; insbesondere
folgt [**f+g=["f+g,dh f+ge R und die Additivitiit des Integrals.

Wir zeigen noch A\f € R’ und ff)\f = )\fff. Fir A = 0 ist die
Behauptung trivial. Sei zunéichst A > 0. Dann gilt fiir jede Funktion f € RC:

/ZbAsz/bezA/abfzfAf;

folglich ist Af € R, und A [7f = [PAf. Ist A <0, also A = —|A|, und f < ¢,
so ist Af > M. Es folgt

/abAsz/:bsz/absz/abf

*

und analog f*ab/\f = )\f*Zf: )\fff, also Af € R® und )\fabf = f;)\f.
(I4) ist klar (vgl. Satz VI.1.6). u

Bemerkung VI.1.9. Es gilt fj f =0 fiir alle Funktionen

fila,a] ={a} = R,

denn fiir alle Treppenfunktionen ¢ € T ist faa v =0. [ ]
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Satz VI.1.10. Stetige Funktionen und monotone Funktionen f:[a,b] — R sind
Riemann-integrabel.
Beweis. (a) Ist f : [a,b] — R stetig, so ist f nach Satz IV.1.12 beschrankt.
Nach Folgerung VI.1.4 existieren zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen ¢, € T?
mit ¢ < f < ¢ und Y —¢ = = . Dann ist aber ffw—gOZ f;ﬁ = % =,
und somit f € RY.

(b) Sei f : [a,b] — R monoton wachsend. Wegen f(z) € [f(a), f(b)] fur
x € [a,b] ist f beschrinkt. Sei 0.B.d.A. f(a) # f(b) (sonst ist f konstant und
die Behauptung trivial). Wir wéhlen eine Zerlegung Z = (zo, 21,...,2,) von
[a,b] mit zp — zp_1 < m fir K = 1,2,...,n. Nun definieren wir zwei
Treppenfunktionen ¢ und % € T° durch p(z) := f(2x) bzw. ¥(x) := f(zr41)
fir © € [zk,2k+1[, & = 0,1,...,n — 1 und ¢(b) = ¢¥(b) = f(b). Dann ist
offensichtlich ¢ < f <, und wir erhalten

/abw—so
n—1

=3 (Fleksn) = F(28)) (2hs1 — )
k=0

f(b) = f(a)
= ———— (f(zn) = fzn-1) + f(2n=1) = f(zn—2) + ...+ f(21) — f(20))

<3 () — F0)
k=0

und damit ist f Riemann-integrabel. Fiir monoton fallendes f geht man zu —f
{iber und beachtet, dass R® ein Vektorraum ist. |

Aufgabe VI.1. Fir x € R definieren wir
zry :=max(z,0) und z_:=max(0,—x)=z4—x > 0.
Dann gilt fiir alle x,y € R mit = <y die Beziehung
ry <yr und y_ <zx_. [ |
Lemma VI.1.11. Fir f,g € R® sind die Funktionen

fii=max(f,0), fo:=max(~f,0), max(f.g), min(f.g) wnd |f]

integrabel.

Beweis. Esist f- = fi. —f, |f| = f++ f-, max(f,g9) = 5(f +9) + 3/ — gl
sowie min(f,g) = 3(f + g) — 3|f — g|. Wegen Satz VI.1.8 reicht es aus, die
Integrabilitat von fi zu zeigen.
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Dazu seien zwei Treppenfunktionen ¢, € T? gegeben, fiir die ¢ < f < 1
und f; Y — ¢ < e gilt. Dann gelten auch ¢ < fi <, und

b b
/¢+—80+§/ Y —p <k,

da vy —pr <tp—paus vy —p=¢_ < p_ =p; — ¢ folgt (Aufgabe VI.1).m

Satz VI.1.12. (Dreiecksungleichung) Fiir a < b und f € R% gilt

slﬂﬂ

Beweis. Aus Lemma VI.1.11 erhalten wir |f| € RS. Weiter ist —|f| < f < |f],
also wegen der Monotonie des Integrals — f; If] < ff f < f; |f|. Hieraus folgt

< 2151, =

Lemma VI.1.13. Fiir f,g € R’ ist auch f-geR].

Beweis. Wegen f-g = 1(f+g)?—1f?—14” haben wir wegen (I3) nur f2 € R}
zu zeigen. Wegen |f| € R? (Lemma VI. L 11) und f? = |f|* diirfen wir sogar
f > 0 annehmen.

Sei € >0 und M := sup f([a,b]). Dann existieren ¢, € T® mit

b €
0<p<f<y<M und /Xw °) < o

In der Tat finden wir zunéchst g, o € TP mit g < f < 1bp und f:(wo — o) <
5a7- Dann setzen wir ¢ := max(0,¢0) und ¢ := min(f,1y) und erhalten
o <@ < f <Y <o

Damit sind ©?,4? € TP, ¢? < f2 < ¢? und

/w —p —/ b+ )6 — ) < /aszw o) <M =c

§2M

Also ist f? € RY. m

| MITTELWERTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG |

Satz VI.1.14. Sei f : [a,b] — R stetig und g € R® sowie g > 0. Dann

existiert ein & € [a,b] mit
b b
[ ra=re-[o
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Fir g =1 folgt insbesondere

b
| t=19-0-a
fir ein & € [a, b].

Beweis. Sei m = min f([a,b]) und M = max f([a,b]). Wegen g > 0 ist dann

mg < fg < Mg, also mf;g < f; fg < Mf;g. Beachte hierbei, dass f;fg
wegen Lemma VI.1.13 existiert. Wir wenden jetzt den Zwischenwertsatz auf die
stetige Funktion F(z) := f(z) [, bg an. Da F die beiden Werte m fabg und

M f ¢ annimmt, existiert ein f € [a,b] mit f(¢ f g= f fg. n

VI1.2. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wir zeigen nun, dass Ableiten und Integrieren zueinander inverse Operationen
sind. In diesem Abschnitt sei D ein Intervall, das mehr als einen Punkt enthéalt.

Definition VI.2.1. Eine Funktion F' : D — R heifit eine Stammfunktion von
f:D — R, wenn F differenzierbar ist und F’ = f gilt. [ ]

Beachte: Sind F} und F5 Stammfunktionen von f,soist (Fy—Fy) = f—f =0,
also ist Fy — F» konstant (vgl. Folgerung V.2.3).

| HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG |

Satz VI1.2.2. Sei D ein Intervall mit mehr als einem Punkt. Ist a € D und
f:D — R eine stetige Funktion, so ist die Funktion

F:xr—>/:f

eine Stammfunktion von f auf D. Ist umgekehrt F' eine Stammfunktion von f
auf D, so gilt fur alle x € D:

| £=F@) - Fla) = F:

Beweis. Fiir x,z 4+ h € D ist nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung
(Satz VI.1.14)

T _ x x+h T z+h
F( +h})b F():%(/a f_/a f);%/:E f=f(x+0rh)
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fir ein 0, € [0,1]. Folglich ist
F(zx+h)— F(z

Daher ist F' eine Stammfunktion zu f. Ist F eine weitere Stammfunktion zu
f,soist F'— F konstant, also

lim
h—0

F(m)—F(a):F(x)—F(a):/wf. n

Bemerkung: Alternativ kann man den Hauptsatz auch direkt, also ohne den
Mittelwertsatz beweisen. Sei dazu x € D und € > 0. Dann existiert zunachst
ein 6 > 0,sodass |f(x) — f(y)| <e fur |z —y| <0 gilt. Fir |h| < J ergibt sich
damit

x — x vth ’ T
F( +hf)L F()_f(x):%</a f_/a f>_|_f(x):%/m (f(t)—f(x))dt,

und daher

F(x+h) — F(x) 1 [rth 1 B
) —r@|<gr [ 0= s@ld < pelhl ==
Damit haben wir Flz + h) — F(x)
_ x — F(x
me W
gezeigt. [

Der wesentliche Vorteil des Hauptsatzes ist, dass er uns ein Mittel in die
Hand gibt, um Integrale wirklich auszurechnen, indem wir eine Stammfunktion
bestimmen. In der Regel ist das technisch einfacher als direkt zu integrieren.

Bemerkung VI.2.3. (Unbestimmte Integrale) Sei D C R ein Intervall mit
mindestens zwei Punkten. Auf der Menge C'(D) der stetigen Funktionen D — R
definieren wir eine Aquivalenzrelation durch

F~G: << F -G ist konstant.

Wir schreiben [F] := {G: G ~ F} fiir die Aquivalenzklasse der Funktion F', d.h.
fiir die Menge der Funktionen der Gestalt F' + ¢, c € R.

Ist F differenzierbar, so sind alle zu F' &aquivalenten Funktionen G dif-
ferenzierbar mit F' = G’.

Ist umgekehrt f: D — R stetig und F' eine Stammfunktion von f, so
definieren wir das unbestimmte Integral auf D durch

/f(x) dx .= [F] ={F + c:c € R}.

Ein unbestimmtes Integral ist also eine Menge von Funktionen und keine Funk-
tion. Die Bezeichnung wird dadurch gerechtfertigt, dass

b
F(b) — F(a) = [F] = / f(z) da

fir alle a,b € D gilt (Satz VI.2.2) und nicht von der Wahl des speziellen
Représentanten F' in der Aquivalenzklasse [F] abhéngt. n
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Beispiel VI.2.4. (a) Fiir eine Polynomfunktion f:R — R,z — >, ay - 2"
ist .
Ak k+1
F(z) =
@ =3

eine Stammfunktion.
(b) Fiir f =exp ist F' = exp eine Stammfunktion.

(c) Sei =1 # a € R. Fiir f :]0,00] = R, z — 2% ist F(z) = fj:ll eine

Stammfunktion. Ist @ = —1 und f :]0,00 = R, z — 1, soist F(z) = logx
eine Stammfunktion. Speziell ist fiir alle = > 1:
1
/ ;dtzlogx—loglzlogx. [ ]
1

Jede Regel der Differentialrechnung zieht eine Regel der Integralrechnung
nach sich. Aus der Kettenregel wird so die Transformationsformel:

| TRANSFORMATIONSFORMEL / SUBSTITUTIONSREGEL |

Satz VI.2.5. Ist f: D — R eine stetige Funktion und ¢ : [a,b] — D stetig
differenzierbar, so ist (f o ) -’ Riemann-integrabel und es gilt

/ e - / (j) f(u)du.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass die stetige Funktion (fo¢)¢’ nach Lemma
VI.1.13 auf [a,b] integrabel ist. Wir betrachten die Funktionen

F:D—-R, F(z)= f(u)du und G:=Fogp:[a,b] —R.
¢(a)
Nach dem Hauptsatz ist I’ differenzierbar mit F’ = f und nach der Kettenregel
ist G differenzierbar mit G'(t) = F'(¢(t))¢'(t) = f(p(t))¢'(t), d.h., G ist eine
Stammfunktion von (f o)y’ auf dem Intervall D. Folglich ist

b w(b)
b/ﬂﬂﬂd@ﬁzG@—GWZFw@%ﬁmmﬁZ/uf@ﬂw m
a e(a
Beispiel VI.2.6. Gesucht ist fiir y > 0 das Integral foy V1 +x dr. Zuerst
stellen wir fest, dass der Integrand stetig ist und das Integral daher definiert
ist. Wir setzen ¢(x ) V1+x,dh z = ¢(x)? — 1. Nach der Kettenregel gilt
1

¢'(z) = 3 viet ch(x) Somit konnen wir rechnen:

y
/ zvV1+x dx
0

- / (p(2)* = 1) p(z) dz = / (p(@)? = 1) p(x) - 20()¢' () da

~—_——
=1
e(y) Ity 5 3 .VIFy
:/ (u2—1)2u2du:2/ u4—u2du:2[u——u—)
©(0) 1 5 31
2 5 2 s 2 2
1 2 — (1 2 —— 4 .
=14y —o+y)? - +3
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Indem man den Kalkiil der unbestimmten Integrale verwendet, lassen sich
Stammfunktionen oft direkt bestimmen. Fiir das obige Beispiel geht man hier
wie folgt vor.

Gesucht ist das unbestimmte Integral [ z+v/1+ z dz auf D =]0,c0[. Mit

u=vV1-+z, r=u?—-1

erhalten wir

dx
— =2
du Y

und daher haben wir im Sinne unbestimmter Integrale

/:L'\/l-i-—xdx—/(u —1)u% du

_ / (W — )20 du = [20° — 2¥] = [2(VIT 2)° - 2(VIT ).
Wir erkennen nun, dass durch

Flz) = 2(VITa)’ - 2(VIta)

[S11 )

auf |0, 00[ eine Stammfunktion von f(x) = xv/1+ z gegeben ist und kénnen
jedes Integral iiber ein Teilintervall von D leicht durch Einsetzen der Grenzen
berechnen:

wlw

-G-9).

/ny\/H—xd$:F(y)_F(o):%(l+y)%—%(1+y)

Man beachte, dass die Rechnungen in beiden Fallen sinngeméafl die gleichen
waren, aber dass man auf der Ebene der unbestimmten Integrale mit den for-
malen Regeln

d d
da = d—xdu bzw. du= d—Zda:,
die der Substitutionsregel entsprechen, leichter rechnen kann. [ ]

Anwendungen der Transformationsformel: Es gelten

b b+c
. / ft+c)dt = f(z) dx (setze p(t) =t+c)

+c

. c/ Fet)d / (@) dz (setze p(t) = ct)
. /at” i) d / f(x) dx (setze @(t) = t"). m
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Lemma VI.2.7. Ist f: [a,b] — f([a,b]) streng monoton und differenzierbar,
so existiert auf f([a,b]) die inverse Funktion f=1: f([a,b]) — [a,b], und es gilt:

/f+/f:j) 7() —a- f(a)

Beachte, dass f und f~! beide stetig und monoton sind, also auf [a, b] bzw. auf
f([a, b]) integrierbar.

Beweis. Wir setzen

/f+/f(:) U o f@) +a fla).

Dann ist nach der Kettenregel

g(@) = fl@) + 7 (f@) f'(@) =1 fl) —z- f'(z)
=fl@)+a2f () - f(z) —zf'(z) =0.
Daher ist g konstant, also g(b) = g(a) = 0. u

| PARTIELLE INTEGRATION |

Satz VI.2.8. Sind f,g:[a,b] — R stetig differenzierbar, so gilt

/ F(Hg' (&)t = [f-g)" — / £ (Dg(t) dt

Beweis. Die Funktion h := f- g ist Stammfunktion von f-¢'+ f'-¢g. Also gilt
’ / / b
[ g+ 10 =h) = a) = [ ] .

Beispiel VI.2.9. (a) Fir g(z) = x erhélt man f f=1r } f f(z) zdx.
Speziell ergibt sich fiir f = log auf D =]0, ool:

b b
/logx dx = [x-logx]i—/ log'(z) - x dx

b
= [x-logx]z—/ 2 dr = [m-logw}i—(b—a)
= [x~logac—x]z,

d.h. h(x) := xlogx — x ist eine Stammfunktion der Logarithmusfunktion.
Mit unbestimmten Integralen berechnet man dies wie folgt:

/logx dx = [zlog x| — /log'(x)a: dzx = [z log x| —/ldx = [rlogx — z].
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Man beachte, dass man hierbei mit Klassen von Funktionen rechnet.
(b) Sei

z dt
Apx) = | —% _ meN
(=) A Ay "

Dann ist N
t T 4.2 .m
A (z) = | ———— A 7
(@) [(1+t2>m10+/o (1+ )+t
x T 1421
_ T 4y Sl N 1
Tt e
X
- 1 omA,,(x) - 2mA,, .
(1+x2)m+m () — 2mA41(x)

Hieraus ergibt sich eine Rekursionsformel zur Berechnung dieser Integrale:

2m — 1 T
A, = A, PN ERSENGI
+1(2) 2m (z) + 2m(1 + z2)
wobei s g
Ai(x) = /0 a+o = arctan(z) — arctan(0) = arctan(x)
ist (vgl. Bemerkung V.4.16(5)). u

VI1.3. Integrale und Funktionenfolgen

In diesem Abschnitt stellen wir uns die Frage, inwieweit das Integrieren und
das Ableiten mit der Konvergenz von Funktionenfolgen vertraglich ist. Fir die
Integration ist das recht unproblematisch: gleichméaflige Konvergenz reicht hier
aus, um Grenziibergang und Integration zu vertauschen. Bei der Differentiation
ist es etwas subtiler, denn hier wird man fordern, dass die Folge der Ableitungen
gleichmafig konvergiert und der Tatsache Rechnung tragen, dass eine Funktion
nicht durch ihre Ableitung bestimmt ist.

Um unsere Intuition zu schéarfen, betrachten wir zuerst einige Beispiele.

Beispiel VI.3.1. Wir betrachten wieder die Funktionenfolge

an, 0§£L’§%
fn:]0,1] = R, fu(x) =< 2n—n’x, %<w§%
0, x> 2

Wir wollen diese Funktionen integrieren.

1 % % 2 % 2

/ fn = / n’z drx +/ nQ(% — ac) dr = n? {%} +n? [—%(% — 96)2] 1

0 0 = !
5 1

n

1
=n W+n2W:1 furallenGN
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Andererseits ist lim, o fn(z) = 0 fir alle z € [0,1] (vgl. Beispiel IV.2.2). Im
allgemeinen ist also
/ lim f, # lim /fn [ |

| VERTAUSCHEN VON GRENZUBERGANG UND INTEGRAL |

Satz VI.3.2. Konvergiert die Funktionenfolge (fn)nen, fn : |a,b] — R gleich-
mapig gegen f :[a,b] — R und sind alle Folgenglieder f, integrabel, so ist auch
f integrabel und

b b
/ f= lim fn-

Beweis. Sei € > 0 und

”fn - fH[a,b] = SUPg<x<b |fn(33) - f(x)l <e

fir n > N, (gleichméBige Konvergenz). Da f, integrabel ist, existieren v, ¢, €
T mit ¢, < fn <, und f; Yy — @n < €. Dann ist auch

on—e< fn—e<f< fntel, +e

Weiter gilt

b b
/ (Vn +€) — (on —€) :2e(b—a)+/ (Vn — on) < 2e(b—a) +e.
Da € > 0 beliebig war, ist daher f € R%. Aus || f, — fllfa,p) < € folgt weiter mit

Satz VI.1.12:
b b
/ f_/ fn

Hieraus schlieSen wir lim,, oo f; fn = ff f. n

b
< [1r-nl<et-0).

| VERTAUSCHEN VON GRENZUBERGCANG UND ABLEITUNG |

Satz VI.3.3. Sei D C R ein Intervall und f,: D — R, n € N, eine Folge
stetig differenzierbarer Funktionen.

(1) Fir einen Punkt p € D sei die Folge (fn(p))nGN
(2) die Folge (f])nen sei gleichmdfig konvergent.

Dann konvergiert die Folge (fn)nen punktweise gegen eine stetig differenzierbare
Funktion f:D — R, und es gilt

konvergent und

f'=(lim f,)" = lim f..
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Beweis. Fiir x € D gilt erhalten wir aus dem Hauptsatz f,(z) = fn(p) +
fpm fh(t) dt. Also existiert

fo)i= lim fulp)+ i [ 0 dt =)+ [ (lim ) de
p p

nach Satz VI.3.2. Daher existiert f := lim, . f, punktweise. Da lim, . f}
nach Satz IV.2.12 stetig ist, ist f nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung differenzierbar mit Ableitung f' = lim,,— f . ]

Bemerkung VI1.3.4. (a) Die Funktionenfolge (f,)nen aus Satz VI.3.3 kon-
vergiert auf jedem Intervall der Gestalt [a,b] C D gleichméfig, denn fiir jedes
x € [a,b] gilt

|f(2) = fu()]
< [f(p) = fulp)l +\/ =1l <1f®) = fa@)l + |z —pl - If = fullp

< |f(p) = fulp)| + max(|b — pl, la — pl) - [l = fLllp-

(b) Die Voraussetzung des Satzes sind nicht iiberfliissig, denn die Folge f,(z) :=

%sin(nx) konvergiert auf D = R gleichméBig gegen 0, aber die Folge f/ (z) =

cos(nz) der Ableitungen nicht. Es ist also

(lim f,) =04 lim f. n

Ableitung und Integration von Potenzreihen

Ist Y07 jan(x —p)™ eine reelle Potenzreihe, so heifit die Reihe
> > _ \n+l
S an(@—p) baw, S0 e
n=0

n—+1

n=0

ihre formale Ableitung bzw. ihr formales Integral.

Satz VI.3.5. (a) Die formale Ableitung und das formale Integral einer Potenz-
reithe haben den gleichen Konvergenzradius R wie die Rethe selbst.
(b) Ist

f@):=> ap(x—p)* fir |[z—p| <R,
k=0

soist f:]p—R,p+ R[ — R differenzierbar mit

fl@)=> k-ar(x—p)*
k=0
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ferner st
- ag(z —p)*t!
F = _
(=) kz_o kt 1

auf |p— R,p+ R|[ eine Stammfunktion von f.
Beweis. Nach der Formel von Hadamard ist

1

R=— .
lm o0 ¥/ |an|

Fir = # p haben wir

Yoan—p)"=(x=p)Y anle—p)" " =(@=p) D anpi(z—p)".
n=0 n=0 n=—1

Also haben die Reihen "7 ja,(z —p)™ und Y > ant+1(z —p)™ den gleichen
Konvergenzradius und die Hadamardsche Formel liefert

1 1 1

Bl mnﬂoo n\/ |an+1| B mnﬂoo n\/ |an+2| Bl a mn%oo n\/ |an+k|

fir all k¥ € N. Da wir aus Lemma I11.4.10 die Grenzwerte

lim Yn=1= lim VYn+1

n—oo

kennen, erhalten wir

Tim v 3 n Tiom n 1 T n a
hm”HOO VAL |an| = nh—{%o \/ﬁ'hmnaoo V |an| - E = llmnaoo \/ n|-:|1

Aus obigen Voriiberlegungen schlieen wir nun, dass die formale Ableitung und
das formales Integral beide den Konvergenzradius R besitzen.

Ist 7 < R, so konvergiert die Reihe Y ;- ax(x — p)* gleichmaBig fiir
|z — p| <r (Satz IV.2.17). Nach Satz VI.3.2 gilt also fiir |x — p| < R:

/xf(t)dt:/wZak(t_p)kdt:Z/mak(t_pycdt
p P k=0 k=0"“P
k+1

= ak(z—p)tt
=L @

Damit ist das formale Integral F' eine Stammfunktion von f auf |p— R,p+ R][.
Ist g(z) :=> o yn-an(x—p)" ! die Funktion auf |p— R,p+ R [, die wir durch
die Konvergenz der formalen Ableitung der Potenzreihe von f erhalten, so folgt
wie oben, dass f eine Stammfunktion von ¢ ist, d.h. f' =g. [ ]

Folgerung: Wird die Funktion f auf dem Intervall |p — R,p + R[ durch eine
konvergente Potenzreihe dargestellt, so ist sie dort beliebig oft differenzierbar. m
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Bemerkung VI.3.6. (1) Fiir || <1 gilt

1 o0
arctan’(x) = ek E (=)™ - 2.
T
n=0

Nach Satz VI.3.5 erhalten wir fiir |z| < 1 die Reihenentwicklung der Arcustan-

gensfunktion
vt o (=D,
t prm— prm— n+1_
arctan(z) /0 e nE_O o 1”

Nach dem Leibnizkriterium ist die Reihe Y >° (2;2: konvergent. Mit dem

Abelschen Grenzwertsatz kann man sogar zeigen, dass

oo

z:arctan(l)—}clinarctan 2 —1—%—{—%—%:&---.
(2) Fir |z| <1 ist
log'(1+ ) = Lo i(—l)”x".
Itz =
Analog zu (1) folgt fir |z| < 1:
o0 0 (_1yntl
log(1 + x) 2 ; %m”

Insbesondere erhalten wir mit dem Leibnizkriterium und dem Abelschen Grenz-
wertsatz die Beziehung

1)ntl 1 1 1
o2 =3 0 1 fef e .



