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V. Differentialrechnung

Ausgehend von der Frage nach der Approximierbarkeit von Funktionen durch
affine Funktionen, d.h., Funktionen, deren Graph eine Gerade ist, werden wir in
diesem Kapitel zu dem Begriff der Differenzierbarkeit einer Funktion f: D — R
auf einem reellen Intervall D gefiihrt. Wir werden sehen, dass das lokale Verhal-
ten einer differenzierbaren Funktion sehr eng mit dem Verhalten ihrer Ableitung
korrelliert ist (Abschnitt V.2). Hieraus ergeben sich insbesondere einfache Kri-
terien fiir lokale Extremwerte von Funktionen, die man zur Losung vieler prak-
tischer Probleme verwenden kann. Schliellich fiihren wir in Abschnitt V.3 die
wichtigsten trigonometrischen Funktionen wie die Sinus- und Cosinusfunktion
ein und definieren die Zahl 7.

V.1. Die Ableitung

In diesem Abschnitt betrachten wir Funktionen f : D — R, wobei D C R ein
Intervall ist, das mindestens zwei Punkte enthalt.

Definition V.1.1. (a)Ist a € R, so heifit f:R — R,z +— ax, lineare Funktion
mit Steigung a.
(b) Sind a,b € R, so heifit die Funktion f:R — R,z +— az + b affin. =

Fiir affine Funktionen f mit f(z) = az + b gilt
flx+h)— f(x)=alx+h)—axr=a-h,
d.h., der ,, Zuwachs“ f(x + h) — f(z) ist linear in h.

Definition V.1.2. Eine Funktion f: D — R heifit bei p € D differenzierbar,
falls der Grenzwert
flp+h)— f(p)

h
existiert. Wir nennen f differenzierbar, wenn sie bei allen p € D differenzierbar
ist. Eine andere Schreibweise fiir f’(p) ist %(p). Diese Zahl heifit Ableitung

oder Differentialquotient in p. Die Zahlen w stellt man sich in diesem

Sinne als Differenzenquotienten vor. Sie beschreiben die Steigung der Sekanten
des Graphen von f, die durch die beiden Punkte (p, f(p)) und (p+ h, f(p+ h))
geht (Skizze!). u

f(p) = lim
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Lemma V.1.3. Ist f:D — R in p € D differenzierbar, so ist f in p stetig.

Beweis. Aus lim,_,g w = f'(p) und den Grenzwertsétzen folgt

tim f(p+ 1)~ f(p) = i TEE IO g =0

Also ist f in p stetig. ]

Beispiel V.1.4. (a) Fir f:R —> R,z +— az+b gilt f(p+h)— f(p) = ah, also
ist f'(p) = a fiir alle p € R und f ist tiberall differenzierbar.

(b) Die Betragsfunktion f:R — R,z +— |z| ist stetig, aber in 0 nicht
differenzierbar: Da die Grenzwerte

hmwzhmﬁzl und hmwzhm—_h:_l
h\,0 h rN\O h h_"0 h h,0 h
nicht tibereinstimmen, existiert limy_.q w nicht. [ ]

Wir kommen nun zu einer Charakterisierung der Differenzierbarkeit, die
beweistechnisch sehr angenehm ist.

Lemma V.1.5. Fine Funktion f: D — R ist genau dann in p € D differen-
zierbar, wenn eine in 0 stetige Funktion ® auf D —p :={h € Rip+ h € D}
mit

(1.1) flp+h)—f(p)=2(h)-h firaleheD-—p

existiert. In diesem Fall ist f'(p) = ®(0).

Beweis. Ist f in p differenzierbar, so setzen wir

fp+h)—f
®(h .:{—fp })L (p)a h#0,he D —p
f'(p), h = 0.

Dann ist ® im Nullpunkt stetig. Die Umkehrung ist klar, denn aus (1.1) folgt

sofort Fosh)— (o)
: p+h)—flp) .. B
M At =20
wegen der Stetigkeit von ® in 0. [ ]

Bemerkung V.1.6. Ist f in p differenzierbar, so haben wir

fp+h)=f(p)+ () -h=f(p)+ f(p) h+(2(h) - f'(p))h

affine Funktion Restglied.

Fiir das Restglied r(h) := (®(h) — f'(p))h gilt

sor(h)
Jim 72 =0

(es verschwindet von héherer Ordnung). u
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Satz V.1.7. (Rationale Operationen) Seien f,g: D — R in p differenzierbar
und A\, p € R. Dann sind auch \f + pg, f-g und, falls f(p) # 0 ist, % in p
differenzierbar. Die Ableitungen berechnet man wie folgt:

(1) Linearitdt: (Af + pg)'(p) = Af'(p) + pg'(p)
(2) Produktregel: (fg)'(p) = f'(p)g(p) + f(p)g'(p)

(3) Quotientenregel: (%)/(p) = _JJ:EI()])J% :

Beweis. Wegen Lemma V.1.5 existieren auf D — p Funktionen ® und ¥ mit
folgenden Eigenschaften. Wir haben f(p + h) — f(p) = ®(h) - h, ® stetig in
0, ®(0) = f'(p), und genauso g(p + h) — g(p) = ¥(h) - h, ¥ stetig in 0 sowie
(0)=g'(p).

(1) Wir erhalten daher

(Af 4+ pg) @+ h) — (Af 4+ pg)(p) = A2(h)h + p¥ (h)h = (A®(h) + p¥(h))h,

und die Funktion A® + pW¥ ist im Nullpunkt stetig und nimmt dort den Wert
Af'(p) + pg'(p) an (Lemma V.1.5).
(2) Ebenso erhalten wir

(f-9)(p+h) = (f(p) + 2(h)h)(g(p) + T (h)h)
= F()g(p) + (@()g(p) + f(p)T(R) + D(R)¥(R) - h)h.

Die Funktion ®(p) := ®(h)g(p)+ f(p)¥(h)+®(h)¥(h)-h ist im Nullpunkt stetig
und nimmt dort den Wert

f'(p)g(p) + f(p)g'(p) + f'(p)g'(p) - 0= f'(p)g(p) + f()g' (p)

an.
(3) Ist h ausreichend Kklein, so ist f(p + h) # 0, denn f ist in p stetig
(Lemma V.1.3). In diesem Fall haben wir

1 1 _f(p)—f(p+h):< —o(h) )h
f(

fo+nh)  f)  flo+h)f(p) p+h)f(p)

Da f in p stetig ist, geht der Term in der Klammer fiir h — 0 gegen — J{gfj)’g .;

Bemerkung V.1.8. (a) Fiir die Potenzfunktionen f,,: R — R mit f,(z) = 2"
folgt durch Induktion:

fol) = na"

Induktionsanfang: Fiir n =0 ist fo =1 und f} =0. Fiir n = 1 wissen wir auch
schon, dass f{ =1 ist, da fi(x) = = eine lineare Funktion ist.

Induktionsschluss: Mit der Produktregel erhalten wir fiir n > 1 aus f,411 =
fn - f1 und der Induktionsvoraussetzung die Formel

fio@ =flx) - z+ fi@): ful@)=nz" ' z+1 2" = (n+1)a"
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(b) Mit der Linearitét der Differentiation (Satz V.1.7(i)) erhélt man die Dif-
ferenzierbarkeit jeder Polynomfunktion f(z) = ";_,axz", wobei die Ableitung
gegeben ist durch

f(z) = i apkxt1,
k=1

(c) Aus Produkt- und Quotientenregel erhélt man die allgemeine Quotien-
tenregel: Ist f(p) # 0 und sind f und g in p differenzierbar, so gilt

([)’(p) _ ['(r)gp) — f(0)g'(p)

g 9(p)?
Aus ch ((513 =f (:C)ﬁ fir x € D folgt wegen der Produktregel
Ny oy L o) fpg' ()
(5) 0= s+ se() o) =05 -0
_ I'®)g(p) = f(p)g'(p)
9(p)? '
m

| KETTENREGEL |

Satz V.1.9. Sei f: D — R in p differenzierbar und g : B — R in f(p) € B
differenzierbar, wobei B C f(D) ein reelles Intervall mit mehr als einem Punkt
ist. Dann ist die Funktion go f: D — R in p differenzierbar, und es gilt

(go f) () =9 (f(p)- ['(p).
Beweis. Wie im Beweis von Satz V.1.7 haben wir

flo+h)=fp)+@(h)-h und g(f(p)+h)=g(f(p))+¥(h)h,

wobei

lim @(h) = (0) = f'(p) und  lim W(h) = ¥(0) = ¢’ ((»))

ist. Dann ist
g(f(p+ 1) = g(f(p) + D(IR) = g(f(p)) + (L(@(R)R) - @(h) ).
Nun ist limy,_o ®(h)h =0, also

lim W(®(h)h) = W(0) = ¢'(f(p))

und daher

lim W(B(h)h)®(h) = g/ (F(p) ' (p)-

Damit ist g o f in p differenzierbar mit (go f) (p) = ¢'(f(p)) - f'(p)- [
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Beispiel V.1.10. Man kann auf diese Weise die Ableitung der Funktion f(x) =

(x> + 1)? ausrechnen, ohne auszumultiplizieren: Man setzt g(z) = 22 und
h(x) = 2% + 1. Dann ist f = go h, und wir diirfen die Kettenregel anwenden:
() = ¢'(h(x))h () = 2h(z) - 32* = 2(2® + 1) - 322, u

Wir erinnern uns daran, dass eine stetige Funktion f: D — R auf einem
Intervall genau dann injektiv ist, wenn sie streng monoton ist (Lemma IV.1.20).
Dariiber hinaus ist f(D) dann ein Intervall (Satz IV.1.17).

| SATZ UBER DIE UMKEHRFUNKTION; DIFFERENZIERBARE VERSION |

Satz V.1.11. Sei D C R ein Intervall mit mehr als einem Punkt, f: D — R
stetig und injektiv und in p € D differenzierbar mit f'(p) # 0. Dann ist
f~t: f(D) — D in f(p) differenzierbar, und es gilt
1

P () = 7

(f ) (f(») )
Beweis. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion (Satz IV.1.21) ist f(D) ein
Intervall und f=!: f(D) — D stetig. Da f injektiv ist, enthilt f(D) mehr als
einen Punkt, da D mehr als einen Punkt enthalt.

Mit Lemma V.1.5 folgt aus der Differenzierbarkeit von f in p die Existenz
einer in 0 stetigen Funktion ® mit ®(0) = f'(p) und f(p+ h) = f(p) + ®(h)h
fir alle h € D — p. Gemaf der Voraussetzung ist ®(0) # 0 und andererseits ist
fir h # 0 zundchst f(p + h) # f(p) wegen der Injektivitdt von f und daher

®(h) = LEHZIW) 24 g Also ist d(h) # 0 fiir 0£he D —p.
Sei nun ¢ := f(p) und h € f(D) — q. Dann haben wir zunéchst
g+h=f(f"a+h)=fp)+2(f(a+h) —p)(f(a+h)—p)
=q+2(fa+n) —p)(fHa+h) - fF(a).

Umstellen dieser Gleichung, was wegen ®(f~(q+h) —p) # 0 moglich ist, fithrt
zu

1
FHa+h) —fHa) = +h
O(f~1(q+h)-p)
Da die Funktion h — L als Komposition stetiger Funktionen in 0

<1><f‘1(q+h)—p)
stetig ist (Satz IV.1.5), folgt aus Lemma V.1.5 zunédchst die Differenzierbarkeit
von f~! in ¢, und weiter erhalten wir

Y 1 1 1
)@ O(f~Yq)—p) @(—p) f)
Die wesentliche neue Erkenntnis von Satz V.1.11 ist, dass die Umkehrfunk-
tion f~' in f(p) differenzierbar ist. Angenommen, wir wiifiten das schon.
Dann konnten wir ihre Ableitung direkt aus der Kettenregel gewinnen, denn

aus f~1(f(x)) = z folgt durch Ableiten in p:
(F(fP)f (p) = 1.

Wir werden spater sehen, dass die Voraussetzung der strengen Monotonie
insbesondere dann erfiillt ist, wenn f/(z) # 0 fiir alle x € D gilt.
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Beispiel V.1.12. Wir betrachten die Exponentialfunktion exp : R —]0, oof
und ihre Umkehrfunktion log :]0, co[— R.

o . h
(a) Fiir p € R ist ePth = ePeh | also £

—eP

=P e . Weiter ist

eh —1

hk:l
h

i
< [h] va“ T <2

_1’

_1_ ’

wenn |h| < % ist. Daher gilt limj,_.q Lh_l = 1 und folglich

exp(h) — 1

exp’(p) = lim explp+h) = exp(p) = exp(p) lim — = exp(p).

h—0 h h—0

Wir sehen, dass die Exponentialfunktion tiberall differenzierbar ist und der Dif-
ferentialgleichung
exp’ = exp

geniigt.
(b) Mit dem Satz iiber die Umkehrfunktion V.1.11 folgt jetzt, dass auch
der Logarithmus log: |0, co[— R iiberall differenzierbar ist mit

log'(exp(p)) = explf(p) - ex;(p)

fiir alle p € R. Wir haben also fiir alle z €] 0,00 die Beziehung

1
log'(z) = =

Eine Anwendung des Obigen stellt die Berechnung folgenden Grenzwerts dar:
Sei n € N und = € R. Die Definition der allgemeinen Potenz liefert die Identitat
(1+ %)n = exp(nlog(1+ £)). Wir formen den Exponenten um:

l 1 log(1+ £) —log(1

l z n—oo
n n

Durch exponentieren erhalten wir die Formel fiir die Exponentialfunktion aus
Satz 111.4.19:
x€x n
lim (1 + —> =e".
n—oo n

(c) Sei a € R. Fiir die Potenzfunktion p, :]0,00[ — ]0,00[, z — x* gilt
Pa(z) = e¥1°8%  Um die Kettenregel anwenden zu konnen, schreiben wir p, =
expog mit g(z) = alog(x). Da die Funktionen exp und ¢ beide differenzierbar
sind, gilt dies nach der Kettenregel auch fiir deren Komposition p,. Um die
Ableitung von p, zu berechnen, erinnern wir uns zunéchst an g¢'(z) = al.
Hiermit erhalten wir schliellich
(a—=1)logz _ ozfl.

() = exp/(9())g' () = explg(a))a, = ae oz
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fir alle x > 0 und a € R.
(d) Sind ¢g: D —]0,00[ und h: D — R differenzierbar, so bilden wir die
Funktion
fi=¢""D—>R, z~ g(,r)h(m).
Wir behaupten, dass f differenzierbar ist mit

f'=9""" (Wglogg+hg').
In der Tat haben wir f(z) = eM®1°89() = Hieraus folgt sofort die Differenzier-

barkeit von f. Fiir die Ableitung ergibt sich mit der Kettenregel zunéachst fiir

die innere Ableitung
/

(hlogg) = h'logg + h%
und daher

: : g'(x)
@) = () (W (@) log g(x) + ()T )

= g(x)" @~ (1 (z)g(z)log g(x) + h(z)d (x)).

Fiir g(x) =  und h(z) = « ergibt sich insbesondere die Formel aus (d).
Ein anderer interessanter Spezialfall ist g(z) = h(x) = =, d.h. f(x) = z”. Fir
diese Funktion ergibt sich

f'(z) = 2" Yzlogz + z) = f(x)(logz + 1). |

Bemerkung V.1.13. Ist f: D — R iiberall differenzierbar, so konnen wir
jedem p € D eine lineare Abbildung

df(p) :R—R, h— f'(p)-h

zuordnen. Diese Abbildung heifit das Differential von f in p. Fir f(z) = x
beispielsweise ist df (p)(h) = f'(p) -h = 1-h = h. Man kann dies sehr salopp
auch folgendermaflen schreiben: ,, dr = id “. Damit kann man nun schreiben:

df (p)(h) = f'(p) - h = f'(p) du(p)(h), also df = f'-du oder & = f'. Eine
Systematisierung dieses Kalkiils fithrt auf den Begriff der Differentialform, den
wir in der Analysis II genauer kennenlernen werden. |

Definition V.1.14. (a) Ist D € R und f : D — R differenzierbar und
f’ D — R stetig, so heifit f stetig differenzierbar. Die Menge der stetig
differenzierbaren Funktionen auf D wird mit C!(D) bezeichnet.

(b) Eine Funktion f: D — R heifit n-mal differenzierbar, falls f differen-
zierbar ist und f’ : D — R mindestens (n — 1)-mal differenzierbar ist. Wir
schreiben f” := (f") oder fP := (f') und induktiv fM .= (fI*=1). Ist f
eine n-mal differenzierbare Funktion, so sind alle Ableitungen f*!, k < n, min-
destens einmal differenzierbar, insbesondere stetig. Wir nennen f daher n-mal
stetig differenzierbar, wenn f eine n-mal differenzierbare Funktion ist und f[™
stetig ist. Die Menge der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf D wird
mit C"(D) bezeichnet. Wir schreiben C*°(D) := (1, . C"(D) fiir die Menge
der auf D beliebig oft differenzierbaren Funktionen (Die Forderung nach der
Stetigkeit der Ableitung ist hier redundant. Warum?). ]
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Bemerkung V.1.15. Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion ist nicht
immer differenzierbar. Zum Beispiel ist die Funktion f: R — R, z — x - |z|
differenzierbar mit f’(z) = 2|z|, aber f’ ist im Nullpunkt nicht differenzierbar
(Beispiel V.1.4). Insbesondere ist f € C*(R)\ C?(R). ]

Aufgaben zu Abschnitt V.1

Aufgabe V.1.1. Sei ¢ > 0 und 7:[—¢,e] — R eine Funktion mit v(0) = 1,
die in 0 differenzierbar ist. Dann gilt fiir jedes t € R:

lim 7(3)” — (0,
n—00 n

Welche bekannte Formel erhdlt man fiir y(t) =1+ tx? n

V.2. Das lokale Verhalten von Funktionen

In diesem Abschnitt werden wir sehen, wie das Verhalten einer differenzier-
baren Funktion durch das Verhalten ihrer Ableitung bestimmt wird. So ist
etwa eine Funktion mit einer Ableitung, die iiberall gleich Null ist, konstant.
Ist die Ableitung stets nichtnegativ, so ist die Funktion monoton wachsend. Der
Schliissel hierzu ist der Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Wir beginnen
mit einem Spezialfall.

Satz V.2.1. (Satz von Rolle) Seien a < ¢ reelle Zahlen und f : [a,c] — R eine
stetige und auf | a,c| differenzierbare Funktion. Ist f(a) = f(c) =0, so ezistiert
ein b € Ja,c[ mit f'(b)=0.

Beweis. Ist f konstant, so ist f’(b) = 0 fiir alle b € |a,c[. Ist dies nicht der
Fall, so existiert ein x € [a, c] mit f(z) # 0. Wie nehmen f(z) < 0 an. Den Fall
f(x) > 0 behandelt man analog. Nach Satz IV.1.12 nimmt die Funktion f ihr
Minimum in einem Punkt b € [a,c] an. Aus f(b) < f(x) < 0 folgt dann b €]a, ¢[,
so dass f in b differenzierbar ist. Fiir b+ h € [a, ] gilt dann f(b+ h) > f(b),

also Fb+ ) — £b)
(6) = Jim 1O

>0

und andererseits

/ BT

Hieraus folgt f'(b) =0. u
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| MITTELWERTSATZ DER DIFFERENTIALRECHNUNG |

Satz V.2.2. Sei a < ¢ und f:la,c] — R eine stetige und auf la,c| differen-
zierbare Funktion. Dann ezistiert ein b € | a,c| mit

fle) — f(a)

cC—a

= f'(b).
Beweis. Wir betrachten die Funktion g:[a,c] — R mit

g(a) = f(a) - (f(a) . >M) .

c—a
Wir ziehen also die affine Funktion ab, deren Graph die beiden Endpunkte
(a, f(a)) und (c, f(c)) des Graphen von f verbindet. Damit ist g stetig auf
[a, c] und auf ]a, c[ differenzierbar. Zusétzlich gelten g(a) = 0 und

o(0) = 16~ (fla) + (e~ LT @Y g

c—a
Nach dem Satz von Rolle existiert daher ein b € |a, c[ mit

0= g'(b) — f/(b) . f(C) — f(a)’

cC—a

d.h. f(b) = L=Sla) n

c—a

Folgerung V.2.3. Ist f: D — R differenzierbar, so gelten:
(1) f ist genau dann monoton wachsend (fallend), wenn f' >0 (f' <0) gilt.
(2) f ist genau dann konstant, wenn f' =0 gilt.

(3) Ist f'(z) >0 (< 0) fir alle x € D, so ist f streng monoton wachsend
(fallend). Hiervon gilt die Umkehrung nicht.

Beweis. (1) Wir zeigen nur die Aquivalenz von f’ > 0 zum monotonen Wachs-
tum von f. Ist f monoton wachsend und p € D, so ist

F/(p) = im = (F(p+B) — (7)) > 0,

denn fir h >0 ist f(p+h) > f(p) und fir h <0 ist f(p+h) < f(p).
Gilt andererseits f' > 0 auf D und sind x,y € D mit x < y, so finden wir
nach dem Mittelwertsatz V.2.2 ein z € |z, y| mit

fy) = fl@)=f'(2)-(y—2) =0,
d.h., f ist monoton wachsend.

(2) Die Funktion f ist genau dann konstant, wenn f sowohl monoton
wachsend als auch monoton fallend ist. Dies ist nach (1) genau dann der Fall,
wenn sowohl f/ > 0 als auch f’ <0 ist. Dies ist dquivalent zu f/ = 0.

(3) Gilt f'(z) > 0 fur alle z € D, so zeigt der Beweis von (1), dass f sogar
streng monoton wachsend ist. Ein Beispiel dafiir, dass die Umkehrung nicht gilt,
ist die Funktion f : R — R,z — 22, die zwar streng monoton wachsend ist,
deren Ableitung im Nullpunkt aber trotzdem gleich Null ist. |
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Folgerung V.2.4. (Eindeutigkeit der Losung einer Differentialgleichung) Ist
D ein Intervall, xo € D und ¢ € R, so existiert genau eine differenzierbare
Funktion f:D — R, die der Differentialgleichung f' = f geniigt und in xy den
Wert ¢ annimmt. Die eindeutige Losung ist durch f(x) = ce®*° gegeben.

Beweis. Es ist klar, dass die Funktion f(z) = ce® %0 = ce~*0e” eine Losung
der Gleichung f' = f mit f(xg) = ¢ ist. Damit ist die Existenz bewiesen.

Um die Eindeutigkeit einzusehen, nehmen wir an, dass g: D — D ebenfalls
eine Losung der Differentialgleichung ¢’ = g mit g(xg) = ¢ ist. Dann ist die
Funktion

h:D—R, z~—g(zx)e ™

differenzierbar mit
K(@) = g (@)e ™" — gla)e* =0,

Folglich ist h konstant (Folgerung V.2.3), d.h. h(z) = h(xo) = ce”"°. Hieraus
ergibt sich g(x) = e*h(x) = ce® *°. Damit ist die Eindeutigkeit der Losung
bewiesen. ]

Extremwerte

Definition V.2.5. Sei f: D — R eine Funktion.

(a) Ein Punkt p € D heiit lokales Mazimum von f, wenn ein § > 0
existiert, so dass f(p) > f(x) fir alle z € Us(p) N D gilt. Ist zusatzlich
f(p) > f(x) fir alle x € (Us(p) N D) \ {p}, so heiBt das Maximum isoliert.

(b) Ein Punkt p € D heifit ein (isoliertes) lokales Minimum von f, wenn
p ein (isoliertes) lokales Maximum der Funktion —f ist.

(¢c) Ein Punkt p € D heifit ein lokales Extremum, wenn p ein lokales
Maximum oder ein Minimum ist.

(d) Ein Punkt p € D heifit ein globales Mazimum bzw. Minimum, wenn
f(p) = max f(D) bzw. f(p) = min f(D) gilt.

(e) f heift lokal um p streng monoton wachsend (fallend), wenn fl;; (y~p
fiir ein § > 0 streng monoton wachsend (fallend) ist. [

| BEDINCUNCGEN FUR EXTREMWERTE |

Lemma V.2.6. Sei a < b und f:[a,b] — R eine differenzierbare Funktion.
Dann gelten:

(1) Ist a ein lokales Maximum von f, so ist f'(a) < 0. Gilt f'(a) <0, so ist
a ein isoliertes lokales Mazximum.

(2) Ist b ein lokales Mazximum von f, so ist f'(b) > 0. Gilt f'(b) > 0, so ist
b ein isoliertes lokales Maximum.

(3) Ist a ein lokales Minimum von f, so ist f'(a) > 0. Gilt f'(a) >0, so ist
a ein isoliertes lokales Minimum.
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(4) Ist b ein lokales Minimum von f, so ist f'(b) < 0. Gilt f'(b) <0, so ist
a ein isoliertes lokales Minimum.

(5) Ist p €]a,b| ein lokales Extremum von f, so ist f'(p) =0.

Beweis. (1)(a) Wir nehmen zuerst an, dass a ein lokales Maximum von f ist.
Ist h > 0 ausreichend klein, so gilt f(a + h) < f(a). Hieraus folgt sofort

(b) Gilt andererseits 0 > f'(a) = limj_ w, so existiert ein § > 0,
so dass f(a+h) < f(a) fir 0 < h < 0 gilt (Aufgabe IV.1.1(b)). Also ist a ein
isoliertes lokales Maximum.

(2)-(4) zeigt man analog zu (1).

(5) Wir nehmen zuerst an, dass p ein Maximum von f ist. Dann ist p
auch ein lokales Maximum der Einschrénkung f |, , und daher folgt f'(p) > 0
aus (2). Ebenso ist p ein lokales Maximum der Einschriankung f |, und wir
erhalten f’(p) <0 aus (1). Daher ist f'(p) = 0.

Ist p ein Minimum, so schlieft man analog, indem man (3) und (4) statt

(1) und (2) verwendet. u

Ab jetzt sei D C R in diesem Unterabschnitt immer ein nichtleeres offenes
Intervall, also von der Gestalt D = ]a,b[, |a,o0[, | — 00,a] oder R (Aufgabe
V.2.4).

Da in jedem Extremum die Ableitung verschwindet, schauen wir uns diese
Punkte etwas genauer an.

Lemma V.2.7. Ist f differenzierbar auf dem offenen Intervall D und
f'(p) = 0, so gilt:

(1) Existiert ein 6 >0 mit f'(p+h)-h >0 fir alle h # 0 mit |h| <, so ist
p ein isoliertes lokales Minimum von f. Dies gilt insbesondere, wenn f’
lokal um p streng monoton wachst.

(2) Ist p ein isoliertes lokales Minimum von ', so wdchst f lokal um p streng
monoton.

Beweis. (1) Ist f’ lokal um p streng monoton wachsend, so existiert ein
0 > 0, so dass fllU(s(p) streng monoton wachsend ist. Fir 0 < h < ¢ gilt also
f'(p+h)> f(p) =0 und fir —0 < h < 0 erhalten wir f'(p+ h) < f'(p) =0.
Es folgt also f/(p+ h)-h >0 fir alle A mit |h| <.

Sei diese Bedingung erfiillt. Dann ist f'(p+h) > 0 fiir 0 < h < §, also
[ |ip.p+o] streng monoton wachsend (Folgerung V.2.3(3)). Ebensoist f'(p+h) < 0
fir =5 < h <0, also f [;,_5, streng monoton fallend. Fiir x,y € Us(p) mit
x < p < y gilt daher f(z) > f(p) < f(y), d.h., p ist ein isoliertes lokales
Minimum von f.

(2) Ist p ein isoliertes lokales Minimum von f’ so gilt wegen f'(p) =0 die
Beziehung f’(p+h) > 0 fiir alle h # 0 in einer ausreichend kleinen Nullumgebung
Us(0). Also sind f, .5 und fl,_ 5, streng monoton wachsend, und somit ist
f auf ganz Us(p) streng monoton wachsend (Nachweis!). n
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Bemerkung V.2.8. Der erste Fall in V.2.7 liegt insbesondere dann vor, wenn
f"(p) existiert und > 0 ist. Dann folgt aus

!/
iy SR
h—0 h

die Existenz eines § > 0 mit M > 0 fiir 0 < |h| < . Insbesondere ist dann
auch f'(p+ h)h = Mhz > 0. n

| UBER DAS LOKALE VERHALTEN |

Satz V.2.9. Sei D offen, n > 2 und f: D — R eine (n — 1)-mal differen-
zierbare Funktion. Fir einen Punkt p € D existiere auch f"(p), und es sei
flnl (p) # 0 sowie fl¥l (p) =0 fir alle 0 < k < n. Dann tritt einer der folgenden
vier Falle auf:
e n gerade, fI" (p) > 0: Dann ist p ein isoliertes lokales Minimum.
n gerade, fM(

° ) < 0: Dann ist p ein isoliertes lokales Mazximum.
e n ungerade, f!

[
[ J

"(p) > 0: Dann wichst f lokal um p streng monoton.
n ungerade, fI™(p) < 0: Dann fillt f lokal um p streng monoton.
Beweis. Die Fille mit fI"/(p) < 0 fiihrt man durch Multiplikation mit —1 auf

die anderen zuriick. Wir nehmen daher f[™(p) > 0 an. Nach Voraussetzung ist
(f["_2])” (p) = f"(p) > 0. Wegen Bemerkung V.2.8 und Lemma V.2.7(1)
hat fl»=2] in p ein isoliertes lokales Minimum. Ist n > 3, so folgt aus
Lemma V.2.7(2), dass f(®=3 um p lokal streng monoton wichst. Da nach Vo-
raussetzung f"~3l(p) = 0 ist, hat f®=% in p ein isoliertes lokales Minimum,
falls n > 4 ist.

Induktiv folgt fiir 2k <n bzw. 2k <n 4+ 1: f[”_%] hat in p ein isoliertes
lokales Minimum und f["~2%+1] wichst um p lokal streng monoton. Daraus folgt
die Behauptung fiir f = fI%, wenn k = in bzw. k= 1(n+1) ist. [

Bemerkung V.2.10. (a) Der Satz besagt, dass die Funktion f sich lokal um

p genauso verhilt wie die Funktion 2 — fM(p) - (z — p)™.
(b) Gilt fI"(p) = 0 fiir alle n, so lisst sich nichts iiber das Verhalten von
f bei p sagen. Ein Beispiel fiir eine nichttriviale Funktion mit dieser Eigenschaft

ist die folgende:

iR —R, x»—>{e , >0

8=

0 xz <0.

Man kann zeigen, dass f € C*(R) ist mit fl"/(0) = 0 fiir alle n € N (Aufgabe
V.2.3). u

Wir fassen die wichtigsten Ergebnisse iiber Extremalstellen noch einmal
zusammen.
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| Bestimmung von Extremwerten (Zusammenfassung): |

Es sei f:[a,b] — R differenzierbar.
(1) Nach Satz IV.1.12 existieren Maxima und Minima von f in [a,b], da f nach
Lemma V.1.3 stetig ist. Nach Lemma V.2.6 liegen alle lokalen Extrema in der
Menge
{a,b} U{x €]a,b[: f'(xz) = 0}.

(2) Ist p € Ja,b| ein lokales Extremum, so gilt f’(p) = 0. Dies ist notwendig,
aber nicht hinreichend. Ist f”(p) # 0, so liegt ein isoliertes lokales Extremum
vor (Satz V.2.9); es handelt sich um ein Minimum, wenn f”(p) > 0 ist und um
ein Maximum, wenn f”(p) < 0 ist.
(3) Ist a ein lokales Maximum, so ist f’(a) < 0. Dies ist notwendig, aber nicht
hinreichend. Ist f’(a) < 0, so ist a ein isoliertes lokales Maximum.

Analoges gilt fiir b bzw. lokale Minima am Rand (Lemma V.2.6).

Beispiel V.2.11. (a) f:[1,2] — R,z — 22 liefert f'(z) = 2z > 0 fiir alle
x € |1,2[. Daher ist f streng monoton wachsend, folglich lieft bei p = 1 ein
globales Minimum vor und bei p = 2 ein globales Maximum.

(b) Wir betrachten die Funktion f(z) = x® — 2 auf dem Intervall [0,2].
Zuerst such wir nach den Nullstellen der Ableitung. Wegen f’(z) = 322 — 1
ergibt sich in dem Intervall [0,2] nur die eine Nullstelle zy := . An dieser
Stelle ist

Sl

f”(l‘o) = 6z > 0.

Also liegt ein isoliertes lokales Minimum vor. An den Intervallréindern haben wir
f'(0) = -1 <0 sowie f'(2) =3-8—2> 0. Die Stellen x; =0 und x5 = 2 sind
also isolierte lokale Maxima. Fiir die Funktionswerte erhalten wir

1 1 2
0) =0, 2)=8—-2=6 und 29) =—7=(z—-1)=——= <0.
) =0, f(2) fao) = 2 -1 =37
Also ist xg ein globales Minimum und zs ein globales Maximum. |

Aufgaben zu Abschnitt V.2

Aufgabe V.2.1. Beweisen Sie: Sei D C R ein Intervall mit mehr als einem
Punkt, f: D — R stetig und p € D. Ist f|p\yp) differenzierbar und gilt

i /') =

T#p
so ist f differenzierbar auf D, und es gilt f’(p) = a. Hinweis: Nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist + (f(p+h)—f(p)) = f'(p+95-h) fiir
ein geeignetes v, mit 0 < ¥, < 1. Hieraus schlieBe man die Differenzierbarkeit
in p mit f'(p) =a. u
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Aufgabe V.2.2. Ist f:]a,b|— R eine differenzierbare Funktion und

f': ]a,b| — R ihre Ableitung, so besitzt f’ die Zwischenwerteigenschaft, d.h. ist
fl(z) <ec< fl(y) fir x <y, so existiert ein z € [z,y] mit f'(z) = c. Hinweis:
Ersetzen wir f durch f(x)—cz, so diirfen wir 0.B.d.A. ¢ = 0 annehmen. Weiter
diirfen wir f/(z) < 0 und f’(y) > 0 annehmen. Ist nun z eine Minimalstelle
von f auf dem Intervall [z,y] (Nachweis der Existenz!), so zeige man f'(z) =0
(warum liegt kein Minimum am Rand?). u

Aufgabe V.2.3. Zeige, dass die Funktion
fiR—R, x»—>{6_;’ x>0
0 x <0

glatt ist mit fI"/(0) = 0 fiir alle n € N. |

Aufgabe V.2.4. Zeigen Sie: Jedes nichtleere offene Intervall D C R ist von
der Gestalt D = la,b[, |a,o0[, | — 00, a] oder R. u

V.3. Die Regeln von de I’Hospital

In diesem Abschnitt werden wir eine sehr effiziente Methode kennenlernen, um

Grenzwerte von Quotienten zweier differenzierbarer Funktionen zu berechnen,

die man nicht direkt auswerten kann, da sie vom Typ % oder 2= sind.

| ALLGEMEINER MITTELWERTSATZ DER DIFFERENTIALRECHNUNG |

Satz V.3.1. Seien a < b reelle Zahlen und die Funktionen f,g : [a,b] — R
seien stetig und auf |a,b| differenzierbar. Dann ezistiert ein £ € |a,b[ mit

£ - (9(0) = g(a)) = ¢'(&) - (f(b) = f(a)).
Hat ¢' keine Nullstelle in | a,b], so ist g(b) # g(a) und
£0) = (@) _ £1©)
g(b) —ga) g€

Beweis. Wir wenden den Satz von Rolle (Satz V.2.1) auf die Funktion
F :a,b] — R mit

F(x) = (f(z) = f(a)) (9(b) — 9(a)) — (9(=) — g(a)) (f(b) — f(a))
an. Es gilt F(a) = F(b) = 0. Also existiert ein £ € | a,b[ mit
0=F'(§) = f'(€) - (9(b) — g(a)) — g'(€) (f(b) — f(a)).

Ist zusétzlich ¢'(z) # 0 fiir alle € |a,b[, so folgt g(b) # g(a) aus dem
Mittelwertsatz. |

Den allgemeinen Mittelwertsatz wenden wir im Beweis der folgenden Sétze
an.
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Satz V.3.2. (1. Regel von de I'Hospital) Seien f und g auf dem Intervall |a, b]
stetige und auf | a,b| differenzierbare Funktionen mit

fla)=g(a)=0 und g¢'(z)#0 firallez € ]a,b|.

FExistiert dann

lim f'(z)
v—a g'(z)

e RU{£oo}, so existiert auch  lim @) € RU{£o0},

z—a g(z)

und beide Grenzwerte stimmen tberein.

Beweis. Der allgemeine Mittelwertsatz liefert zu jedem z ein &, € |a, x| mit

f@) _ fl@)—fla) _ [(&)

g(z)  glx)—gla)  ¢'(&)

Hieraus folgt die Behauptung, denn fiir jede Folge x, mit x, — a gilt auch
&z, — a und daher

) o fl6) S
W glzn) o () | on @)

Beispiel V.3.3. (a) Den Grenzwert

log(1 +¢ Tiia
lim —og( +tz) = lim 1% = ¢
z—0 €T z—0 1

diirfen wir den de I’Hospitalschen Regeln berechnen, da die Nennerfunktion
g(x) = x der Bedingung ¢'(z) = 1 geniigt und log(1l + t0) = log1 = 0 ist.
Wir erinnern uns daran, dass diese Regel auch die Existenz des Grenzwertes
impliziert. Insbesondere erhalten wir hiermit einen neuen Beweis von

t\" og(14te
lim <1 + —) = lim (1 + a:t)% = lim el S et.
n x—0

n— o0 rz—0

(b) Eine weitere Anwendung der Regel von de I’'Hospital:

. log(l+2) —z+ 2% H%—l—{—x : 1_ﬁ
hm 3 = llm —_— = hm s —
x—0 x x—0 31‘2 x—0 6x

2
= lim (tz)? _ 2 = 1
x—0 6 6 3

Wieder beachten wir, dass wir die Voraussetzungen von V.3.2 bei jeder An-

wendung der de I'Hospitalschen Regeln verifizieren miissen. Die Existenz der

Grenzwerte folgt dann sukzessive aus der Existenz des allerletzen Grenzwerts.
(c¢) Und noch eine:
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Den letzten Grenzwert erhalten wir direkt aus der Stetigkeit der Exponential-
funktion. Das erste Gleichheitszeichen und die Existenz des ersten Grenzwertes
folgen aus V.3.2.

(d) Und noch eine:

et —1 et . 1
lim = lim — = lim — = 0. ]
N0 22 2N\0 22  2\0 2x

Satz V.3.4. (1. Regel von de 'Hospital fir x — oo) Seien f und g auf dem
Intervall [a, 00| differenzierbare Funktionen und

lim f(x)= lim g(x) =0 sowie ¢ (x)#0 fir alle x €la,oo|.

r— 00 T— 00

Dann st ,
lim M = lim ! (.r)
T— 00 .flj) T— 00 g/<£17

)

~—

falls der rechte Grenzwert existiert.
Beweis. Sei 0.B.d.A. a > 0 (falls nicht, ersetze a durch 1). Wir setzen

f(%), falls = € 0, %]

-
0, falls z = 0. und g: [0, -] — R analog.

f: [O,é]HR,xH{
Nach Voraussetzung sind f und § stetig und nach Konstruktion auf 10,1
1

t

differenzierbar (Kettenregel). Aus Satz V.3.2 folgt also wegen f’(t) =—5%f'(3)
fir ¢ > 0:

/ /(1 1 7 ry
7 — t t
T—00 g/(q,‘) t\,0 g/ ;> . (_t_2) N0 g’(t) £\0 g(t) o—00 g x)
falls limg,_, oo ch ,/((i)) existiert. n

Satz V.3.5. (2. Regel von de I'Hospital) Sei b € RU {oo}. Die Funktionen
fyg:]a,b] = R seien differenzierbar mit

limg(x) =c0 und ¢'(z)#0 fir alle z €la,b|.

r—b

Dann ist ,
lim @ = lim f(z)

z—b g(.’l)) z—b g’(l‘)

falls der rechte Grenzwert in R U {£oc} existiert.

Y

Beweis. 1. Fall b < co: Wegen lim,_,; g(x) = oo existiert ein 6 > 0 mit
g(x) > 0 fur alle = €]b — 6,b[. Insbesondere ist ¢g nicht monoton fallend, und
daher gilt ¢’ < 0 nicht iiberall. Da die Ableitung ¢’ die Zwischenwerteigenschaft
hat (siche Aufgabe V.2.2), folgt ¢'(z) > 0 auf ]a,b[ aus der Voraussetzung, dass
¢’ keine Nullstelle besitzt. Wir diirfen also ¢ > 0 und ¢’ > 0 annehmen. Wir
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nehmen zuerst an, dass der Grenzwert ¢ := limmﬁb% € R existiert, also
weder co noch —oo ist. Fiir jedes € > 0 existiert dann ein § > 0, so dass aus
b— 06 < x < b die Beziechung ¢ — ¢ < 5:((3 < q + ¢ folgt. Ist insbesondere
b—9 < p < x <b, so erhalten wir nach dem allgemeinen Mittelwertsatz der
Differentialrechnung (Satz V.3.1)

qg—e< < q-+e,

also (¢ —¢e)g(z) +c < f(z) < (¢ +¢)g9(z) + d mit Konstanten ¢,d € R (Beachte
g(xz) > g(p) wegen g’ > 0). Also ist

LI C) R

g—e+—< "0~ <qt+e+——-.

g(z)  g(z) 9(z)

Wegen ¢g(z) — oo gilt T‘;), ﬁx) — 0 fiir x — b. Es existiert also ein ¢’ < ¢ mit
q— 2 < He) q+ 2¢ fir x € [b— ¢ ,b[. Also ist lim,_; Hz) q,da >0

g(x) g(z)

beliebig war.
Ist ¢ = o0, so erhalten wir zu jedem R > 0 in analoger Weise ein xp € R,
so dass fir zp < p < x gilt:

Hieraus erhalten wir weiter Rg(x) + ¢ < f(x) fiir eine Konstante ¢ € R und

somit R+ C) < L&) woraus L&) > % fiir ausreichend groflie x folgt. Also ist

g(x g(x) g9(z)
lim, o % =q=00.
Fiir ¢ = —oo argumentiert man analog.
2. Fall b = oco: Diesen Fall fithrt man mit der gleichen Methode aus dem
Beweis von Satz V.3.4 auf den Fall b < co zuriick. ]

Beispiel V.3.6. (a) Seien f(z) = Y o_,arz”, g(x) = > 1_,brx"® Polynome
vom Grad n mit b, > 0. Dann ist lim,_ . g/*/(z) = oo fiir £ =0,...,n — 1,

also
lim M = 1 f[n](x) _ an

= l1m = .

1/z _ 4. 1 _

. T .
(c) limg oo & = limg o0 €% = 00. ]

. 1 .
(b) limg oo %% = limy oo
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V.4. Trigonometrische Funktionen

In diesem Abschnitt fithren wir die trigonometrischen Funktionen mittels der
Eulerschen Formel

e =cosx +isinz fir zeR

ein. Hieraus leiten wir ihre wichtigsten Eigenschaften wie Periodizitat, Reihen-
entwicklungen und die Additionstheoreme ab.
Wir erinnern uns zunéchst an die komplexe Exponentialfunktion

o0 zn
exp:C - C, z+— —_.

Definition V.4.1. Wegen €% = ¢* fiir z € C (Nachweis!) erhalten wir fiir
x € R die Beziehung €@ = ¢~ . Daher werden durch

eix + e—im )
cossR—R, z~— — = Re(e'®) (Cosinusfunktion)

und , i
siitR— R, z+— % = Im(e*) (Sinusfunktion)
i
reelle Funktionen auf R definiert. Definitionsgemafl gilt also die Fulersche
Formel

e = cosx +isinz fiir alle z € R.

Da die Exponentialfunktion gemafl Satz IV.2.13 auf C stetig ist, sind auch die
Funktionen sin und cos stetig.

Da fiir € R die Eulersche Formel €™ = cosz + isinz die Zerlegung der
komplexen Zahl €** in Real- und Imaginirteil beschreibt und |e™%®|? = @™ =
e? = 1 ist, konnen wir in der GauBschen Zahlenebene die Zahl cosz als die
Projektion des Punktes e auf die reelle Achse und sinz als die Projektion des
Punktes e auf die imaginire Achse deuten. [ |

Lemma V.4.2. Fir alle x,y € R gilt
(1) cos(—z) = cosx (cos ist eine ungerade Funktion) und sin(—z) = —sinz
(sin ist ungerade).
(2) cos? z + sin?

(3) cos(z +y) =cosxzcosy —sinzsiny (Additionstheorem des Cosinus).

r=1.

(4) sin(x +y) = cosxsiny + sinz cosy (Additionstheorem des Sinus).

Beweis. (1) folgt sofort aus der Definition.



V.4. Trigonometrische Funktionen 115

(2) folgt aus
1 =[e"]? = Re(e"™)? + Im(e'®)? = cos® z + sin® z.
(3), (4) Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion erhalten wir
cos(z +y) +isin(z +y) = /@Y = e = (cosx + isinx)(cosy + isiny)
= (cosx cosy — sinxsiny) + i(sinx cosy + siny cos x).
Die Behauptung folgt nun durch Vergleich von Real- und Imaginéarteil. [ ]

Um nachzuweisen, dass Sinus- und Cosinusfunktion differenzierbar sind und
ihre Ableitungen zu berechnen, benétigen wir das folgende Lemma.

Lemma V.4.3. FEs gelten

. sinz . cosx—1
lim =1 wund lim — =0.
r—0 X r—0 T

Beweis. Wir zeigen zuerst

= 1.

-1
(4.1) lim
z—0 z
zeC

Wie in Beispiel V.1.12 erhalten wir fiir z € C:

Z
< el Z\z\k o <2

ist. Damit ist (4.1) gezeigt. Fir z = iz, x € R, erhalten wir

e —1
z

e—-1-z k1

_1’

wenn |z| < 3

insbesondere ,
e — sinx .cosz —1
1= lim — = lim — 1
r—0 1 z—0 X T
und hieraus folgt die Behauptung. [ ]

Satz V.4.4. Die Funktionen sin:R — R wund cos:R — R sind beliebig oft
differenzierbar und es gilt

sin =cos wund cos’ = —sin.

Beweis. Mit dem Additionstheorem fiir die Cosinusfunktion sowie
Lemma V.4.3 erhalten wir fiir z € R die Ableitungen

cos(x + h) — cosx . cosxcosh —sinzsinh — cosx
= lim
h—0 h h—0 h
. cosh—1 . . sinh .
=cosx lim ——— —sinx lim = —sinx.
h—0 h—0
Also ist cos differenzierbar mit cos’ = —sin.

Analog ergibt sich die Differenzierbarkeit der Sinusfunktion und die Formel
sin’ = cos. Hieraus folgt unmittelbar, dass sin und cos beliebig oft differenzier-
bar sind. -
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Satz V.4.5. (Schwingungsgleichung) Sei u: R — R eine zweimal differenzier-
bare Funktion, die die Schwingungsgleichung

v +u=0
lost. Dann ist fir alle t € R

uw(t) =a-cost+ B-sint  fir o =u(0),8=1u'(0).

Beweis. Die Funktion w := «a - cos+( - sin ist ebenfalls eine Losung der
Schwingungsgleichung mit u(0) = «(0) und u'(0) = »/(0). Wir betrachten nun
die Differenzfunktionen U := u — u. Dann ist U(0) = 0, U’(0) = 0, und fiir die
Funktion F := U? + (U’)? erhalten wir E(0) = 0 sowie

E' =2U0.-U +2U"-U" =20U" -2U'U = 0.
Also ist E konstant. Aus E(0) = 0 folgt daher £ = 0 und folglich U = 0.
Damit ist ©u = u = « - cos+(3 - sin. [ ]

Wir haben gerade gesehen, dass die zweimal differenzierbaren Funktionen
u:R — R, die die Schwingungsgleichung 16sen, einen zweidimensionalen Vektor-
raum mit der Basis {cos,sin} bilden. Er ist der Kern der linearen Abbildung

C*R) — C(R), uw— v +u.
Folgerung V.4.6. Ist 0 # w € R und u eine Losung der allgemeinen Schwin-

gungsgleichung
u" +w?u=0,

50 st
, ) u'(0)
u(t) = a- cos(wt) + B -sin(wt)  fir a=u(0),8= .
w
Die Zahl w heifit Winkelgeschwindigkeit der Schwingung.
Beweis. Wir betrachten die Funktion #(t) := u(Ll) und sehen, dass @ eine

Losung der Schwingungsgleichung

() +ult) = Zu" (L) +u(l)=0

w

ist. Dann ist nach Satz V.4.5 u(t) = a - cos(t) + (- sin(t) mit o = w(0) = u(0)
undﬁ:ﬂ’(O):#. [
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Satz V.4.7. Fir alle x € R haben wir folgende Reihendarstellungen von

Cosinus- und Sinusfunktion:

0 § 22k 00 i p2k+1
COST = Z(—l) (Qk)' und SINT — Z(—l) m
k=0 k=0
Beweis. Aus i2 = —1 erhalten wir i® = —i und i* = 1. Also ist
_ 1 T 1T (Zx)n + (—Z.CE) . nl +( 1) x"
cos T 5(6 +e )—nz_:o o] —HE:O 5 ]
oo 2k o0 2k
2k X kL
= = —1
ZZ (2k)! Z( ) (2k)!
k=0 k=0

2 o 2 n!
2k+1 o0 22k
=) 2k+1)! 21 (2k + 1)!
k=0 k=0
Folgerung V.4.8. cos2 < 0.
Beweis. Fiir 0 <|z| <3 und k> 1 ist
£2k+2 ) )
k21 _ T T g <1
Z k2K +1) T SIS0

2n

Hieraus folgt, dass die Folge ((Qn)! Jnen monoton fallend ist. Folglich ist

0 4m—|—2 x4m—|—4 2 4

—1—— T <-4
cos e + Z4m+2 (dm +4)! = 2+4'

l

'

>0

Fir x = 2 ergibt sich insbesondere cos2 <1 — 2+ % =—3<0.
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Definition V.4.9. Wir definieren
m:=2-inf{x > 0:cosx = 0}.

Das ist sinnvoll, denn wegen cos0 = 1 und cos2 < 0 zeigt uns der Zwischen-
wertsatz, dass die Cosinusfunktion im Intervall ]0,2[ eine Nullstelle hat. Es ist
klar, dass m < 4 ist. ]

Satz V.4.10. €'z =i, d.h. cosg =0 und sin§ =1.

Beweis. Aus der Definition von 7 folgt zunédchst die Existenz einer Folge
T, € R mit cosz, = 0 und z, — Z. Aus der Stetigkeit der Cosinusfunktion

5 .
folgt daher

7r
—=0.
cos 5

Aus cosz > 0 fir 0 < z < I folgt aus dem Zwischenwertsatz (Satz 1V.1.14)

2
welter
, T LT
cos’ — = —sin — < 0.
2 2

2

Wegen cos? x + sin? z = 1 gilt andererseits sin 5 = 1 und daher sin§ =1. =

2

Wir haben gerade die Identitat
e +1=0

bewiesen, in der die 5 wichtigsten Zahlen der Analysis 0,1, 7, e und ¢ vorkom-
men.

Folgerung V.4.11. (Periodizitatseigenschaften) Fir alle x € R gilt:

(1) cos(z + 2m) = cosz, sin(x 4 27) = sinx (27 -Periodizitdt).

(2) cos(x+m)=—cosx, sin(z+7) = —sinzx.

(3) cos(§ —x) =sinz, sin(§ —z) =cosz.
Beweis. (1) Wegen Satz V.4.10 erhalten wir aus den Additionstheoremen
(Lemma V.4.2)

(4.2) cos(z + g) = —sinz und sin(z + g) = cosT
fir alle x € R. Ersetzen wir x durch x + 7, erhalten wir weiter
T

cos(z + ) = —sin(x + 5) = —cosx

und analog sin(x + 7) = —sinz. Damit ist (2) gezeigt. Die Formeln (1) und (3)
folgen nun unmittelbar aus (2) und (4.2). n
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Folgerung V.4.12.  (Nullstellen)

{z €eRisine =0} =Znr und {mechosx:O}:g+Z7r.

Beweis. Aus der Definition von 7 und cosxz = cos(—z) folgt cosxz > 0 fir
z €] — Z,Z[ und mit Folgerung V.4.11(2) cosz < 0 fiir = €]Z,2X[ sowie
cos 22 = 0. Im Intervall ]—Z, 3] sind Z und 2F also die einzigen Nullstellen der
Cosinusfunktion. Die Beschreibung der Nullstellenmenge der Cosinusfunktion
folgt daher aus der 27-Periodizitét.

Die Nullstellenmenge der Sinusfunktion erhalten wir nun mit

Folgerung V.4.11(3). u
Folgerung V.4.13. {z€ C:e* =1} =2miZ.

Beweis. Sei z € C mit € = 1. Wegen |e*|? = e%e® = e*T7 = ¢2Re2 = 1 ist
Rez =0, d.h. z =ix fiir ein x € R. Wegen

. x els —ei3 e e —1
_— — = 2
Y 2i ‘ 2
ist * =1 #quivalent zu sin§ =0, d.h. x € 27Z (Folgerung V.4.12). |

Gemaéf der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ist exp: (C,+) —
(C*,-) ein Gruppenhomomorphismus der additiven Gruppe C in die multiplika-
tive Gruppe C* = C\ {0}. In Folgerung V.4.13 haben wir den Kern von diesem
Gruppenhomomorphismus bestimmt.

Satz V.4.14. (Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen) Zu jeder kom-
plexzen Zahl z € C* existiert genau ein t € 0,27 mit z = |z|e".
Beweis. Schreiben wir |72| = a +ib, so ist a® + b> = 1 und wir suchen ein
t € [0,27[ mit (cost,sint) = (a,b).

Existenz: Wegen

cos(—t) =cost und sin(—t) = —sin(t)
sowie
cos(m+t) = —cos(t) und sin(w +t) = —sin(¢)

diirfen wir a,b > 0 annehmen (Fallunterscheidung nach dem Quadranten in der
Ebene, in dem (a,b) liegt). Nun ist cos(0) = 1, cos(3) =0 und 0 < a <1,
da a = v/1—b% <1 ist. Wegen dem Zwischenwertsatz existiert ein ¢ € [0, Z
mit cos(t) = a. Dann ist b = v/1 —a? = /1 —cos?t = sint, da sint > 0 fiir
0<t<T gilt.

Eindeutigkeit: Ist z = |z|eit = |z]eit’, so ist ei(!~1) = ¢ite=" = 1 und
daher t — t' € 27Z (Folgerung V.4.13). Aus t,t’ € [0,2n[ folgt t =¢'. n

Die Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen hat den grofien Vorteil,
dass man mit ihr sehr gut Produkte berechnen kann: Ist z = |z[e"¥ und w =
lw|e?¥, so haben wir

ow = |z - \w]e“*””’) - ‘Zw,ei(sow)_

Sind ¢,1 € [0,27[, so kann es natiirlich passieren, dass ¢ + ¢ > 27 ist. In
diesem Fall ist e(¢+%) = ¢ile+¥=2m)  Nan muB also ,, modulo 27 “ rechnen.
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Folgerung V.4.15. (n-te Einheitswurzeln) Die Gleichung 2" = 1 hat in C
genau n Losungen. Sie sind gegeben durch

{egzm:k:(),...,n—l}.

Beweis. Es ist klar, dass (en2™)" = ¢k27 — 1 jst. Ist nun z € C mit 2" = 1,
so ist |2|™ = |2"| = 1. Es existiert also ein ¢ € [0,27] mit z = ¢'¥ (Satz V.4.14).
Aus 1 = 2" = ™% erhalten wir ny € 27Z (Folgerung V.4.13). Also existiert
ein k € Z mit np = 2rk. Aus ¢ € [0,2n[ folgt nun k£ €{0,1,...,n—1}. n

Mehr iiber trigonometrische Funktionen

Bemerkung V.4.16.  (Tangens und Arcustangens) Auf D := R\ (% + Zn)
definieren wir die Tangensfunktion

sin x

tan: D — R, z .
coS T

Eigenschaften (fiir alle z € D):
(1) tan(x 4+ 7) = tanx (Folgerung V.4.11(2)).
(2) tan(x) = m > 0: Nach der Quotientenregel ist

. cos? +sin? 1
tan’ = = .
cos? cos?
Wegen 1+ tan?(z) = COSQCi:;S;ng L — COS%(@ geniigt die Tangensfunktion also der

Differentialgleichung
fl(x) =1+ f(x)?, x€D.
(3) tanztan(f — ) = 1 (Folgerung V.4.11).
(4) tang:] — 3, 5[— R ist bijektiv: Wegen (2) ist die Funktion streng
monoton wachsend, also injektiv. Da tan stetig ist, ist das Bild ein Intervall

I CR. Mit (3) erhalten wir

COS T

lim tangx = lim —— = lim =00

r—Z T—5 tano(% — 1’) z—Z sinw
und somit [0,00[C I. Aus tang(—z) = tangz fiir alle z erhalten wir schliefilich
I =R.
(5) Mit (4) und dem Satz iiber die Umkehrfunktion (Satz V.1.11) erhalten
wir eine differenzierbare Funktion

[

arctan := tany 1 R —] —

bo| 3
bo| 3

Y

Dann ist arctan(0) = 0 und
1 - 1 1
tan)(arctanz) 1+ tan3(arctanz) 1+ 22’

arctan’(z) = z € R.

Diese Eigenschaft wird spéater in der Integralrechnung noch eine wichtige Rolle
spielen. -
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Bemerkung V.4.17. (a) Da die Cosinusfunktion cosy := cos | g auf
10, [ die negative Ableitung — sin besitzt, ist cosg streng monoton fallend, also
injektiv mit dem Bild [cos(m),cos(0)] = [—1,1]. Die Umkehrfunktion

arccos := cosy i [—1,1] — [0, 7]

heiflt Arcuscosinusfunktion. Sie ist ebenfalls streng monoton fallend und in
| — 1,1] differenzierbar mit der Ableitung

, 1 1
arccos' () = = ——
cos’(arccos x) sin(arccos )
B 1 B 1
\/1 — cos?(arccos z) V1—a?
(b) Da die Sinusfunktion sing := sin |[_z =} auf | — 3, 5[ die positive

Ableitung cos besitzt, ist sing streng monoton wachsend, also injektiv mit dem
Bild [-1,1]. Die Umkehrfunktion

arcsin = sino_lz [—1,1] — [—g, g]

heifit Arcussinusfunktion. Wegen Folgerung V.4.11 ist sing(x) = cosg(% —x) und
daher

arcsin(x) = g — arccos(z).

Insbesondere ist
. 1
arcsin’(z) = —— u

V1—x22
Beispiel V.4.18. (a) Zunéchst beachten wir, dass

lim cosxz
r— 00

nicht exitiert, da die Folge cos(nm) = (—1)™ nicht konvergiert. Hieraus erhalten
wir sofort, dass

. 1
lim cos —
x—0 x

ebenfalls nicht existiert.
(b) Wir betrachten die Funktion

FIRSR, aﬂ_}{xcos%, x#0
0, sonst.

Diese Funktion ist in allen Punkten x # 0 differenzierbar, da Kompositionen
differenzierbarer Funktionen differenzierbar sind. Im Nullpunkt ergibt sich aus
|f(x)] < |z| sofort

lim f(z) = 0.

r—0
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Also ist f auf ganz R stetig. Allerdings ist f in 0 nicht differenzierbar, denn

_f(h)—F(0) . 1
N L
existiert nicht (siehe (a)).

(c) (Eine differenzierbare Funktion deren Ableitung unstetig ist) Wir be-
trachten die Funktion

N
0, sonst.
Fiir x # 0 ist
1 2 1 1 1
f(z) = 2xsin — — x—zcos— = 2xsin — — cos —.
A x x x
Fir x =0 ist
1 h 1 1 1

Wegen |sin %} <1 ist also limy_.¢ @ =0, d.h. f/(0) = 0 existiert. Damit ist
f auf ganz R differenzierbar, und es gilt

0 z=0
/ . )
f(x)_{stinl —cos%, x # 0.

xT

Fir Ty = ﬁ ist

1 2
/ n) = / Y= TG 2 _ 2 — _1 — / .
filan) = f(5—) = 5 sin(2mn) — cos(2mn) #0=f'(0)
Damit ist f’ im Nullpunkt unstetig. Die Funktion f ist also ein Beispiel fiir eine
differenzierbare Funktion deren Ableitung unstetig ist. ]

Bemerkung V.4.19. Die Folge f,(z) = %sin(an) konvergiert auf R gleich-
mafBig gegen die Nullfunktion, denn es gilt

| frllr = sup{|fn(z)| : x € R} = % = 0.

Andererseits divergiert die Folge f, (x) = n - cos(n?z). Selbst gleichmiflige

Konvergenz zieht also offensichtlich nicht notwendigerweise die Konvergenz der
Folge der Ableitungen nach sich. [ |



