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III. Konvergenz von Folgen und Reihen

Durch die Betragsfunktion erhalten wir auf den reellen Zahlen einen Abstands-
begriff und somit eine metrische Struktur. Wir konnen nun Konvergenz und
Grenzwerte von Folgen, Reihen und Funktionen sowie die Stetigkeit von Funk-
tionen untersuchen. Die Begriffe der Konvergenz einer Folge und der Stetigkeit
einer Funktion sind grundlegend fiir die gesamte Analysis.

II1.1. Die Betragsfunktion — metrische Raume

Wir erinnern uns daran, dass wir uns R als Teilmenge der komplexen Zahlen C
denken. In diesem Sinn haben wir fiir eine reelle Zahl x

2| = VaT = Va2 = max{z, —z}.

Satz I11.1.1. (Rechenregeln fiir den Betrag) Es gelten fir z,w € C:

(1) [0 =0 und |z| >0 fir z+#0.

(2) |ew| = |2| - [w| und |Z] = E., falls w #0.

(3) |2+ w| < |z| + |w| (Subadditivitdt).

(4) |z —w] > |l2] = |wl|.
Beweis. (1) Die Bezichung |0] = 0 ist trivial. Ist z # 0, so ist Rez # 0 oder
Imz #0. Also ist |22 = (Re2)? + (Im 2)? > 0 und somit |z| > 0.

(2) Aus Lemma II.21.26(iii) erhalten wir |zw| = |z| - |w|. Ist 2 # 0, so f(|)lg|gt

— |’ —1| — 1 —1| _ 1z

7 - Hieraus folgt [ 2| = |z||w =

also |z = =t
|z] |w]

hieraus 1 = |1| = |z| - |2
(3) Wir haben

lz4+w]? = (2 4+ w)(Z+ W) = 2Z + WO + wZ + 2w
= |2]* + |w|* + 2w + 2w = |2]* + |w|* + 2 Re(2W)
< [&? + [w]® + 2[2w] = [z + [w]* + 2]z]Jw] = (2] + [w])*.

Die Behauptung folgt nun aus der Eindeutigkeit von Quadratwurzeln nichtnega-
tiver Zahlen.
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(4) Aus (3) erhalten wir

2l = [z —w +w| < |z —w| + |w| = |z = w]| + |w|
und analog |w| < |z — w| + |z|. Somit haben wir |z| — |w| < |z — w| und
lw| — |2| < |z —w|, also |[z] — |w|| < |z —w]. n

Definition II1.1.2.  Sei X eine Menge. Eine Funktion d : X x X — [0,00]
heilt Metrik auf X, falls fir alle x,y, z € X gelten:

(M1) d(z,y) =0 <= z=1y

(M2) d(z,y) =d(y,x) (Symmetrie)

(M3) d(z,z2) <d(z,y)+d(y,z) (Dreiecksungleichung).

Die Zahl d(z,y) heiit Abstand von x und y; das Paar (X,d) heifit metrischer
Raum. |

Satz I11.1.3. Die Funktion
d:CxC —[0,00[, d(z,y):=|z—1yl|

st eine Metrik auf C.

Beweis. Mit Satz I11.1.1 priifen wir die Axiome (M1), (M2) und (M3) nach:
(M1) d(z,y) =z —y| =0 <= z2—y=0 <= z=y.

(M2) d(z,y) = [z —y| = | = (z —y)[ = [y — 2] = d(y,z).
(M3) d(x,2) = |z — 2| = [z —y+y — 2| <[z —y|+ [y — 2 = d(z,y) + d(y, 2).
Hierbei haben wir die Subadditivitédt des Betrags |- | verwendet. n

Im folgenden denken wir uns jede Teilmenge X C C mit der durch
d(z,w) := |z — w| definierten Metrik ausgestattet. Insbesondere erhalten wir
dadurch eine Metrik auf R.

Definition II1.1.4.  Sei (X,d) ein metrischer Raum.
(a) Fir p € X und € > 0 heifit

Us(p) :={x € X:d(z,p) < &}

die e-Umgebung von p oder offene Kugel vom Radius € um p.

(b) Eine Umgebung von p ist eine Teilmenge U C X, fiir die ein £ > 0 mit
U:(p) C U existiert.

(c) Eine Teilmenge U C X heifit offen, wenn U Umgebung aller Punkte p € U
ist.

(d) Eine Teilmenge F' C X heifit abgeschlossen, wenn X \ F' offen ist. n

Beispiel ITI.1.5. (a) Im metrischen Raum (R, d) mit d(x,y) = |x—y| erhalten
wir fiir e >0 und p e R

Ues(p) =]p —e,p+e],
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denn
|t —p|<e <= max{z —p,p—z}<e
— (r—p<e)AN(p—z<e¢)
— (z<pt+e)A(zr>p—e¢)
< zx€lp—g,p+tel

(b)) Fir X =C,e>0und p=a+ibe C ist
Usp) ={2€C:lz—p|<e}={x+iye C:(x —a)® + (y — b)* < *}.

Identifizieren wir C mit der Ebene R?, so ist das eine Kreisscheibe vom Radius
¢ um den Punkt (a,b).

(c) Es seien a,b,c € C. Betrachten wir das Dreieck mit den Ecken a,b, ¢
in C = R?, so sind d(a,b) = |a — b| etc. die Lingen der Seiten des Dreiecks.
In diesem Sinn besagt die Dreiecksungleichung, dass die Summe der Langen der
Seiten ab und bc mindestens so grof} ist wie die Lange der Seite ac, daher die
Bezeichnung Dreiecksungleichung. [ ]

Lemma II1.1.6. In einem metrischen Raum (X,d) sind die offenen Kugeln
U.(p) offen im Sinne von Definition II1.1.4.

Beweis. Ist x € U.(p), so ist nach Definition d(z,p) < r. Sei € :=r —d(x,p).
Wir zeigen U.(z) C U,(p), d.h., U,(p) ist Umgebung von z. Sei also y € U.(z).
Dann ist d(p,y) < d(p,z) + d(z,y) < d(p,xz) +€ = r, also y € U,(p). Folglich
ist Us(x) C U,.(p). Somit ist U,.(p) Umgebung aller seiner Punkte, also nach
Definition offen. ]

| EIGENSCHAFTEN OFFENER MENGEN |

Satz II1.1.7. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gelten folgende Aussagen:
(O1) Die Mengen @ und X sind offen.
(02) Sind Un,...,U, offene Mengen, so ist auch Uy N...NU, offen.

(03) Ist (Uj)jes eine Familie offener Mengen, so ist auch U U; offen.

Jjed
Beweis. (01) ist klar.
(02) Sei z € Uy N...NU,. Dann existiert fiir jedes j € {1,...,n} ein ¢; >0
mit Ug,(z) C U;. Fiir € := min{ey,...,e,} gilt daher Uc(z) €, U;.
(03) Sei € ;e U;. Dann existiert ein jo € J mit = € Uj,. Weiter existiert
ein g9 > 0 mit Us,(z) C Uy, . Also ist Uy (z) €U e, Us- n
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Aufgaben zu Abschnitt II1.1

Aufgabe ITI.1.1. Zeigen Sie, dass in einem metrischen Raum (X, d) gilt:
|d(z,y) —d(z,2)| <d(y,z) fiir alle z,y,2z € X. n

Aufgabe III.1.2. Sei X eine Menge und f: X —]0, 00[ eine Funktion. Dann

wird durch F)+ ) § 4
o x)+ f(y ur x #y
d(z,y) = {O fir x =y

eine Metrik auf X definiert.

Nimmt man noch einen Punkt P hinzu und setzt d(P,P) = 0 sowie
d(z,P) = d(P,x) = f(x) fiir alle z € X, so erhélt man eine Metrik auf
X' =X U{P}.

Die Metrik auf X U {P} wird , franzosische Eisenbahnmetrik“ genannt.

Hierbei spielt P die Rolle von Paris und f(z) ist die Entfernung von Paris. Um
von x nach y zu kommen, muss man den Umweg um P nehmen, so dass sich
als Entfernung f(x) + f(y) ergibt. u

Aufgabe IT1.1.3. Zeigen Sie, dass in einem metrischen Raum (X, d) jede der
Mengen
{z € X:d(z,p) <r}, peX,reR,

abgeschlossen ist. [ ]
Aufgabe IT1.1.4. (Die diskrete Metrik) Sei X eine Menge. Dann wird durch

1 flirx#y
0 firx=y

d(z,y) = {

eine Metrik auf X definiert. ]

II1.2. Zahlenfolgen

In diesem Abschnitt lernen wir den Grenzwertbegriff fiir Folgen in metri-
schen Raumen kennen.

Definition ITI.2.1. Sei X eine Menge. Eine Folge in X ist eine Abbildung
N— X, n—a,.

Wir bezeichnen sie auch durch (a,)nen oder durch aq,as,as,... .

Unter einer Zahlenfolge verstehen wir eine Folge komplexer Zahlen, d.h.
X =C. |
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Beispiel I11.2.2. Wir betrachten einige Beispiele von Zahlenfolgen:

(1) Gnen=15,3:1,--
123
2) (F47)nen=13,%: 1
3) Fiir z € C heifit (z )nGN =2,22,23, 2%, ... geometrische Folge.

(2)
(3)
(4) (3r)nen = %,%,%,%,... )
(5) Die Fibonacci-Folge (fy)nen wird durch die Vorschrift

Si:=1, fa:=1
fn = fn—l + fn—2 (n 2 3)7

rekursiv definiert; also (fn)neny = 1,1,2,3,5,8,13,21,.... [

Wir kommen nun zu einem zentralen Begriff der Analysis.

Definition II1.2.3.  Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (ay)nen in
X heifit konvergent gegen p € X, geschrieben

ap — P oder nan;O an = p,

falls folgendes gilt:
(Ve > 0) (IN: € N) (Vn > N,) d(an,p) < e
Fir X = C ist die Metrik durch den Betrag gegeben und wir erhalten
(Ve > 0) (IN: € N) (VYn > N.) |a, — p| < €. [

Man beachte: Gilt d(a,,p) < €, so gilt auch d(a,,p) < e fir alle € <e;. Fir
den Nachweis der Konvergenz einer Folge reicht es also aus, beliebig kleine € zu
betrachten, z.B. folgt aus

(¥m € N)(3N,, € N)(¥n > Nyn) d(an, p) < %

die Konvergenz der Folge (a,)nen gegen p (Nachweis! Hinweis: Satz von Archi-
medes).

Man gebraucht fiir die Aussage ,, a,, — p“ noch andere Formulierungen,
so zum Beispiel: , Fiir alle ¢ > 0 gilt a,, € U-(p) fiir fast alle n € N“ wobei
man , fast alle“ als ,, alle bis auf endlich viele® liest. Oder: ,, Fiir alle ¢ > 0 gilt
schlieflich a,, € U (p) “.
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Definition III.2.4. Eine nicht konvergente Folge (a,)neny im metrischen
Raum X heif3t divergent, d.h.

(Vp € X) (3e > 0) (YN € N) (In > N) d(ay,p) > e.

In Worten: Jedes p € X besitzt eine Umgebung U, (p), auBlerhalb derer unendlich
viele Folgenglieder liegen. Man rufe sich an dieser Stelle in Erinnerung, wie man
Aussagen mit Quantoren negiert und vergleiche mit der Aussage, dass die Folge
(an)nen konvergiert:

(Ip € X) (Ve > 0) (3N € N)(Vn > N) d(an,p) < e. u

Beispiele II1.2.5.
(1) L _0.
(2) 2 —1.
(3) Fiir a € C konvergiert die konstante Folge (an)nen = (a)nen gegen a.
(1) 2 0.

Beweis. (1) Sei € > 0 gegeben. Nach dem Satz von Archimedes (Satz 11.2.19)

gibteseinNENmitN>é. FﬁrnzNistdannO<%§i<€,also

N
Lo ==1<e.

(2) Wegen |1 — ;25| = |24 — 2o = & und (1) existiert ein N € N mit
1 — 25| <e firalle n > N. Also gilt 25 — 1.

(3) Ist € > 0, so gilt fiir jedes n € N die Beziehung 0 = |a,, — a| < £ und daher
an — a.

(4) Nach dem Binomischen Lehrsatz gilt

n

k=0
also%ﬁ;”z:i—g:%unddaher|2%|§%<8fﬁrfastallen€N. [

Satz II1.2.6. Eine konvergente Folge (ay)nen komplexer Zahlen ist beschrankt,
d.h., die Menge {|a,|:n € N} ist beschrinkt.

Beweis. Sei a,, — a. Dann existiert ein N € N mit |a, —a|] < 1 fiir alle
n > N. Damit ist |a,| < |an, —al + |a] < 1+ |a| fir alle n > N, also
lan| < max{|ai],...,|an]|,1+ |a|} fir alle n € N. n

Satz II1.2.7. (Konvergenz der geometrischen Folge) Sei z € C und (2")pen
die zugehorige geometrische Folge. Dann gilt

1, firz=1
n bl
® _>{0, 2| < 1.

In allen anderen Fidllen ist die Folge divergent.
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Beweis. Es sind vier Félle zu betrachten:

Fall 1: Sei z = 1. Dann ist 2" =1 fiir alle n € N, d.h., die Folge ist konstant,
also z" — 1.

Fall 2: |z| > 1. Dann erhalten wir mit der Bernoulli-Ungleichung

2" = [2]" = (L4 (Jz] = 1))" = 1T+ n(]z] - 1).

Die Folge (2")nen ist also nicht beschrénkt (Satz von Archimedes) und daher
nicht konvergent (Satz II1.2.6).

Fall 3: |z| < 1. Ist z = 0, so gilt trivialerweise 2™ — 0. Sei also z # 0 und
€ > 0. Dann existiert wegen Fall 2 ein N mit

2T =T > (e - 1) >

™ | =

fir alle n > N, und wir erhalten [z — 0| = [2"| < ¢ fiir alle n > N. Folglich
gilt 2" — 0.

Fall 4: |z| =1, z # 1. Um die Divergenz der Folge zu zeigen, fithren wir einen
indirekten Beweis. Hierzu nehmen wir 2™ — p fiir ein p € C an. Dann existiert
ein N € N mit [2" — p| < 3|z — 1] fiir alle n > N. Also ist

N||Z—1|:|ZN+1—ZN| S |ZN—|—1_

|z —1| = |z pl+Ip— 2"

<z—1+3e—1]=|z-1|
ein Widerspruch. [ ]

Bemerkung II1.2.8.  Die Folge ((—1)"),en ist divergent, denn dies ist eine
geometrische Folge. Andererseits ist diese Folge beschriankt. Es existieren also
beschrankte Folgen, die nicht konvergieren. In diesem Sinne ist die Umkehrung
von Satz I11.2.6 falsch. [ ]

Satz II1.2.9. (Eindeutigkeit des Grenzwerts) Sei (an)nen eine Folge im met-
rischen Raum (X,d). Gilt a,, — a und a, — b, so ist a =1b.

Beweis. Sei ¢ > 0 und d(a,,a) < ¢ fiir alle n > Ny sowie d(a,,b) < ¢ fiir alle
n > Ny. Fir n > max(Ny, Na) gilt dann

d(a,b) < d(a,a,)+ d(a,,b) < e+¢e=2e.

Da € > 0 beliebig war, ist d(a,b) =0, also a = b. [

Durch diesen Satz wird die Bezeichnung lim,, .. a, fir den Grenzwert
einer Folge, den man ja als ein Element von X verstehen will, erst gerechtfertigt.

Folgerung I11.2.10.  FEine Folge komplexer Zahlen hat hochstens einen Grenz-
wert. [ |

Fiir divergente reelle Folgen konnen wir wie folgt noch etwas feiner unter-
scheiden, in welchem Sinne sie divergieren.



48 ITI. Konvergenz von Folgen und Reihen 15. Mai 2006

Definition III.2.11. (Bestimmte Divergenz) Fiir eine reelle Zahlenfolge
schreiben wir

ap, — oo oder lim a, = oo,
n—oo

wenn fiur jedes R > 0 die Beziehung a, > R fiir fast alle n € N gilt. Analog
definiert man a,, — —oo bzw. lim, .. a, = —o00. In diesem Fall heif3t die Folge
(an)nen bestimmt divergent gegen oo bzw. —oo. [

Beispiel II1.2.12. (a) Die Fibonaccifolge (f,)neny divergiert bestimmt
gegen oco. Wir zeigen hierzu durch vollstandige Induktion, dass f, > n fir
n > 5 gilt. Um dies zu zeigen, beweisen wir die Aussagen

Pn 1 fn2nAfpi2>2n—-1 fiir n>6

durch vollstandige Induktion.

(A) (Induktionsanfang) Fir n = 6 ist die Behauptung wegen f5 = 5, f¢ = 8
richtig.

(S) Sei also n > 7. Dann folgt aus der Induktionsannahme f,, = f,,—1 + fn_2 >
n—14+n—2,dan—12>6 ist. Weiter folgt

n—14+n—2=2n—-3>n,

da n > 3 ist, und damit die Behauptung.
Also gilt f, > n fiir fast alle n € N, und hieraus folgt sofort die bestimmte
Divergenz gegen oc.

(b) Die Folge ((—1)™)nen divergiert nicht bestimmt gegen oo.

(c) Es gilt lim,,— o0 % = 00: In Beispiel 111.2.5(4) haben wir

gezeigt. Also existiert zu jedem R > 0 ein N € N mit 5% < % fir n > N.
Dann ist %>Rfﬁrn>Nunddaher %—>oo. |

| GRENZWERTSATZE FUR FOLGEN |

Der folgende Satz, der die Grenzwertséatze fiir Folgen zusammenfasst, zeigt
uns, in welcher Weise Grenzwerte von Folgen mit Addition, Multiplikation und
der Ordnung vertraglich sind. Zuerst bemerken wir, dass eine Folge (a,)nen in
einem metrischen Raum X schon gegen p konvergiert. wenn eine Konstante
C > 0 existiert, so dass

(Ve > 0) (IN. € N) (Vn > N.) d(an,p) < Ce

(Nachweis als Ubung).
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Satz I111.2.13. Fiir die komplexen Zahlenfolgen (an)nen und (by)nen gelte
an — a und b, — b. Dann gilt:

1) ap+b, —a+b.

2) ap-b, —a-b.

3) Fir \,u € C gilt Aa,, + pby, — Aa + pb.

4) Ist b # 0, so existiert ein N € N mit b, # 0 fir alle n > N, und es gilt

dann limn—oo =17,

n>N n

(5) Sind beide Folgen reell und a,, < b, fir fast alle n € N, so folgt a <b.
(6) Sind A,B € R mit A <a, <B fir fast alle n € N, so0 ist a € [A, B].

Beweis. (1) Sei € > 0. Wegen a,, — a und b,, — b existiert ein N € N mit
la, —al < e und |b, —b| < e fiir n > N. Dann haben wir fiir n > N:

(
(
(
(

lan + by — (a+0)| < la, —al+|b, —b] <e+e=2e.

(2) Da (ay,) nach Satz II1.2.6 beschrankt ist, existiert ein C' > 0 mit
|b], |an| < C fiir alle n € N. Sei € > 0. Wir suchen ein N € N mit |a,,-b,—ab| < e
fiir alle n > N. Sei hierzu N € N so gewahlt, dass |b, —b| < e und |a, —a| < e
fiir alle n > N gilt. Damit erhalten wir fir n > N:

|anby, — abl = |an (b, — b) + (an — a)b| < |an]| - |bp — 0] + |an — al - |b]
< (Ce+eC =2Ce.

(3) Aus (2) folgt zundchst Aa, — Aa und pb, — pb. Hierbei betrachten
wir A und g als konstante Folgen. Die Behauptung folgt daher aus (1).

(4) Wir betrachten zuerst die Folge (bi)n oy Wegen [b] > 0 existiert ein

N € N mit |b, —b| < 1|b| fiir alle n > N. Damit ist

b _ [b]
—=—>0
2 2
fiir alle n > N. Insbesondere ist b, # 0 fiir n > N. Weiter erhalten wir fiir alle
n>N:

|bn| = [bn — b+ 0] > [b] = [bn — b] > |b] —

1 1 b— by, |b— by,
| =t = bl
Wegen (2) konvergiert die rechte Seite gegen 0, so dass die Behauptung aus
Aufgabe I11.2.1(b) folgt.

(5) Sei € > 0. Dann gilt nach Voraussetzung |a,, —a| < e und |b, —b| < ¢
fiir fast alle n € N. Fiir diese n haben wir

2
W|b—bn|.

a<a,+e<b,+e<b+2¢

und daher a < b, da € > 0 beliebig war.

(6) Indem wir (5) auf die konstante Folge b,, = B anwenden, erhalten wir
a < B. Analog ergibt sich A <a. |
Vorsicht: Aus a, < b, fir alle n € N folgt im allgemeinen nicht a < b:
So gilt fir a, := 0 und b, := % zwar a, < b, fir alle n € N, aber es ist

lim, o a, =0 =lim,,_~ b, .
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Beispiel II1.2.14. (Rationale Zahlenfolgen) (a) Wir betrachten die Folge

_ 3n*+13n
- on2-2

Mit Satz I11.2.13(2) und Beispiel I11.2.5(1) erhalten wir > = 11 — 0 und daher
den Grenzwert

n € N.

Qn

3+ 340
e — e
1-2%  1-0
wobei wir fiir Z&hler und Nenner jeweils Satz I11.2.13(1) und dann Satz I11.2.13(4)

anwenden.
(b) Die gleiche Argumentation lésst sich fiir Folgen der Gestalt

an, 3,

. xknk + xk_lnk_l + ...+ xo
" Y™ + Y 1™+ L+ 1o

anwenden. Hierbei sind m,k € N, z;,y; € C und z,y, # 0. In diesem Fall

haben wir - .

k—m nk
ap =" )
" Ym + Lot L+
Wegen
Ti_ T _
T + k1+...+—2—>xk und ym+ym1+...+y—;—>ym
n n n
gilt

T —
T T},

— —.
Y + 22 By,

Nun haben wir 3 Falle zu unterscheiden.

1. Fall: £ = m. Dann erhalten wir a,, — ;—’“

2. Fall: k£ <m. Wegen n*~™ — 0 erhalten wir in diesem Fall a,, — 0.

3. Fall: £ > m. Dann ist die Folge a,, divergent, denn ware dies nicht der Fall,
so fanden wir ein ¢ € C mit a,, — a. Hieraus erhielten wir n”™ *a,, — 0-a =0,
im Widerspruch zu ;—n’i #0. [

Teilfolgen

Definition ITI1.2.15. Ist (a,)nen eine Folge und ny < ng < ng < ... eine
Folge natiirlicher Zahlen, so heifit (a,, )ren eine Teilfolge der Folge (an)nen. ™

Beispiele:
(a) Fiir n, = k? ist a1, a4, a9,ass, ... die Teilfolge (an2)nen von (an)nen-
(b) Wahlt man ny = 2k — 1, so ist aq,as,as,ar,... die Teilfolge (asx—1)ken

von (an)neN .
Beim Ubergang zu einer Teilfolge findert sich der Grenzwert nicht. Allge-
meiner gilt der folgende Satz:
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Satz I11.2.16. Sei a, — a und p:N — N eine injektive Funktion. Dann gilt
limy, 00 Ap(n) = a.

Beweis. Die Voraussetzung a,, — a bedeutet, dass fiir jedes ¢ > 0 ein N, € N
so existiert, dass
{neN:a, ¢ U.(a)} C{1,2,...,N.}.

Da p:N — N injektiv ist, gibt es hochstens N, Zahlen n mit p(n) < N.. Also
gilt a,(m) € Ue(a) fiir fast alle n € N, d.h. a,,,) — a. ]

Folgerung 111.2.17.  Gilt a,, — a, so konvergiert auch jede Teilfolge gegen a.

Beweis. Sei (an, )ren eine Teilfolge. Mit p(k) = ny, folgt die Behauptung dann
sofort aus Satz I11.2.16. |

Satz I11.2.16 besagt sogar, dass auch das Umordnen der Folgenglieder den
Grenzwert nicht andert, z.B. gilt fiir a,, — a und

an—1, n gerade
b, = { d.h. (bp)nen = a2, a1, a4,as,ag,as, . ..

Gn+1, ™ ungerade,

die Beziehung b,, — a.

Monotone Folgen
Definition II1.2.18. (a) Eine reelle Folge (ay)nen heift

momnoton wachsend an < Qpa1

t llend . . >
g:glo on fallen , wenn fur alle n € N gilt: @n = An+1

g monoton wachsend an < Gp1
streng monoton fallend Qp > Q1.

(b) Im folgenden nennen wir eine Folge (a,)nen nach oben (unten) be-
schrankt, wenn dies fiir die Menge {a,:n € N} der Folgeglieder der Fall ist. m

Der folgende Satz ist ein Kernresultat der Analysis. Hier wird das Voll-
standigkeitsaxiom verwendet, um die Existenz von Grenzwerten zu beweisen.
An dieser Stelle geht also wesentlich ein, dass der Korper R ordnungsvollstandig
ist. Im Korper Q der rationalen Zahlen gilt der entsprechende Satz nicht, wie
zum Beispiel jede monotone Folge rationaler Zahlen zeigt, die in R gegen /2
konvergiert und daher in Q keinen Grenzwert besitzt.

| SATZ VON DER MONOTONEN KONVERGENZ |

Satz II1.2.19. (a) Jede reelle monoton wachsende und nach oben beschrinkte
Folge (an)nen konvergiert gegen

sup{a,:n € N}.
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(b) Jede reelle monoton fallende und nach unten beschrdnkte Folge (ap)nen

konvergiert gegen

inf{a,:n € N}.
Beweis. Wir zeigen nur (a), denn (b) erhélt man, indem man (a) auf die Folge
(—an)nen anwendet.

Nach Voraussetzung existiert a := sup{a,:n € N} (Vollstdndigkeits-
axiom). Es gilt a, < a fiir alle n € N. Ist ¢ > 0, so ist a — ¢ keine obere
Schranke, also existiert ein N € N mit ay > a —e. Fir n > N ist dann
a—e¢<ayny <a,<a;alsoist |a, —a| <e. Somit gilt a, — a. [ ]

Beispiel II1.2.20. (Babylonisches Wurzelziehen) Fir a > 0 und k£ € N be-
trachten wir die induktiv definierte Folge (a,)nen mit

a—ak
ar:=a+1, Gpit1 1= Qp - 1+k-a?’§ , neN.
Sie hat die folgenden drei Eigenschaften:
(1) an >0, (2) ay, > a, (3) ant1 < an

fiir alle n € N. Wir beweisen dies durch vollstandige Induktion nach n:
(A) n=1. Dannist (1) a; =a+1>0, (2) af = (a+1)* >a+1>a, und (3)

a—aj aj—a 1
k-a¥ ka¥ < k-

(S) Wir nehmen an, die Eigenschaften (1)-(3) gelten fiir ein n € N. Dann haben
wir

(1) k-af +a—a* = (k—1)ak +a > 0. Damit ist 1+
An+1 > 0.

(2) Unter Verwendung der Bernoulli-Ungleichung rechnen wir

<ap, da af > a ist und

az =a1- |1+

=% > 0 und folglich

AN k
ak , =ak. (14—&]{;';%”) > ak . (14—]{:&]{'&&7%”) =a" +a—d" =a.
(3) ant2 < any1 folgt aus (2).

Die Folge (an)nen ist also eine monoton fallende Folge, die durch 0 nach
unten beschrankt ist. Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz I11.2.19
muss sie damit einen Grenzwert b € R haben. Wie sieht dieser Grenzwert aus?
Zunachst folgt aus a’fL > a fiir alle n die Beziehung bk > q (Grenzw-

ertsitze). Insbesondere ist b > 0. Aus
140 ak
Upt1 = Ay -
i k-ak
erhalten wir durch Ubergang zum Grenzwert auf beiden Seiten (Grenzwertsitze!):
a — bk
b=b-(14+—7F).
( TR )

Somit ist 1+ =2° = 1 und folglich b¥ = a, d.h. b= {/a. n
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Haufungspunkte von Folgen

Um uns die Konvergenzeigenschaften monotoner Folgen zunutze zu machen, ist
die folgende Beobachtung ein effektives Hilfsmittel.

Lemma I11.2.21. Jede reelle Folge besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis. Sei (a,)nen eine Folge. FEine Stelle n € N heifle niedrig, wenn
Qntr > ap fir alle k € N gilt. Zwei Félle treten auf.

1. Fall: Es gibt unendlich viele niedrige Stellen. Dann bilden die Folgenglieder
an , n niedrig, eine monoton wachsende Teilfolge.

2. Fall: Es existieren nur endlich viele niedrige Stellen. Es existiert also ein
N € N, so dass keine Stelle n > N niedrig ist. Dann existiert ein k& € N mit
Gntk < ap, da n nicht niedrig ist. Induktiv findet man so eine monoton fallende
Teilfolge (an,, )men - u

| SATZ VON BOLZANO-WEIERSTRASS |

Satz I11.2.22. '2 Jede beschrinkte reelle Folge besitzt eine konvergente Teil-
folge.
Beweis. Mit Lemma II1.2.21 finden wir eine monotone Teilfolge. Diese kon-

vergiert aufgrund ihrer Beschranktheit nach dem Satz von der monotonen Kon-
vergenz (Satz I111.2.19). u

Definition I11.2.23.  Ist (a,)nen eine Folge in einem metrischen Raum X | so
heifit p € X Haufungspunkt dieser Folge, wenn eine Teilfolge (ay, )ken existiert,
die gegen p konvergiert. [ ]

Satz IT11.2.24. (H&aufungspunkte) Fir reelle Folgen gelten:
(a) Jede beschrdnkte reelle Folge hat einen Hdufungspunkt.
(b) Eine konvergente Folge hat genau einen Héaufungspunkt.

(c) Fine beschrdankte Folge ist genau dann konvergent, wenn sie nur einen
Haufungspunkt besitzt.

(d) Der Punkt a € R ist genau dann Haufungspunkt der Folge (ap)nen, wenn
jede Umgebung U wvon a unendlich viele Folgenglieder enthdlt, also die
Menge {n € N:a,, € U} unendlich ist.

Beweis. (a) Dies ist genau der Satz von Bolzano-Weierstraf.

(b) Dies ist Folgerung II1.2.17 (jede Teilfolge konvergiert gegen den gleichen
Grenzwert).

1" Bernard Bolzano (1781-1848), tschechischer Philosoph und Mathematiker in Prag.
2 Karl Theodor Wilhelm Weierstra$ (1815-1897), Mathematiker in Berlin.
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(c) Wegen (b) miissen wir hier nur noch zeigen, dass jede beschriankte Folge
(@n)nen mit nur einem Haufungspunkt a € R konvergiert. Gilt nicht a,, — a,
so existiert ein € > 0, so dass unendlich viele Folgenglieder nicht in U(a) =
la—e,a+¢€] liegen. Gilt a,, > a+¢ fiir unendlich viele Folgenglieder, so erhalten
wir eine Teilfolge (an, )ren mit a,, > a+ ¢ fir alle £ € N, die nach (a) einen
Haufungspunkt b > a + € besitzt; Widerspruch. Gilt a,, > a + € nicht fiir
unendlich viele Folgenglieder, so gilt a,, < a—e¢ fiir unendlich viele Folgenglieder,
und man argumentiert entsprechend.

(d) Ist a ein Haufungspunkt und (a,, )ren eine Teilfolge, die gegen a konvergiert,
so existiert zu jedem € > 0 ein K. € N mit a,, € U.(a) fiir alle £ > K.. Somit
enthélt U.(a) unendlich viele Folgenglieder.

Nun nehmen wir an, dass die Umgebung U, (a) fiir jedes £ > 0 unendlich
viele Folgenglieder enthélt. Wir konstruieren rekursiv eine Teilfolge (an, )ken
von (Gn)nen, indem wir zunéchst a,, so wahlen, dass |a,, —a| < 1 ist und
dann zu jedem k € N ein Folgenglied a,, wahlen, fiir das |a,, —a| < % und
ni > ng—1 gilt. Diese Teilfolge konvergiert dann offensichtlich gegen a. |

Im vorherigen Beweis (aber auch schon in Lemma I11.2.21) haben wir die
Methode der rekursiven Konstruktion einer Folge angewandt. Wir werden im
Rahmen dieser Vorlesung solche Konstruktionen bedenkenlos anwenden. Es sei
an dieser Stelle allerdings bemerkt, dass hier einige logische Subtilitaten lauern,
die man beriicksichtigen muss, wenn man die Existenz solcher Folgen auf einer
formalen Ebene rechtfertigen will.

Beispiele 1I1.2.25. (1) Die Folge a, = (—1)" besitzt die Haufungspunkte 1
und —1, denn es gilt as, =1 — 1 und ag,+1 = —1 — —1. Warum gibt es keine
anderen Haufungspunkte?

(2) Die Folge a, = (—1)" + % besitzt ebenfalls die Hiufungspunkte 1 und —1,
denn es gilt as, =1+ % — 1 und agpy1 = —1+ ﬁ — —1.

(3) Die Folge a,, = n besitzt keinen Haufungspunkt, da jede Teilfolge unbe-
schrankt ist, also nicht konvergiert.

(4) Die Folge

1

[ n, falls n gerade
On = ~, falls n ungerade

ist unbeschrankt, besitzt aber den Haufungspunkt 0, da ag,4+1 = —0. =

_1
2n+1
Definition I11.2.26.  Fiir eine Folge (a,)nen in R heifit

lima,, := lim,, o0y, := inf{z:a, <z fir fast alle n € N} € RU {00}

der Limes superior der Folge (ayn)nen. Man iiberlegt sich leicht, dass lim a,, < oo
Aquivalent dazu ist, dass die Folge nach oben beschrinkt ist, denn lima, < oo
ist aquivalent dazu, dass ein x € R existiert, so dass a,, < x fir fast alle n € N
gilt. Dann existiert auch ein 2’ € R mit a,, < 2’ fiir alle n € N.

Analog definiert man den Limes inferior der Folge (a,)nen durch

lima,, := lim ,, ,a, := sup{z: a,, > z fir fast alle n € N}. [
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Lemma II1.2.27. Ist lima, € R, so ist lima, der grifte Hiufungspunkt der
Folge (an)nen. Entsprechend folgt aus lima, > —oo, dass lima, der kleinste
Haufungspunkt der Folge ist.

Beweis. Wir beweisen nur den ersten Teil; den zweiten zeigt man analog. Sei
¢ :=lima, . Wir zeigen zuerst, dass ¢ ein Haufungspunkt ist. Ist dies nicht der
Fall, so existiert nach Satz I11.2.24(d) ein € > 0, so dass U.(c) =|c—¢€,c+¢[ nur
endlich viele Folgenglieder enhalt. Andererseits gilt a,, < ¢+ ¢ fiir fast alle n.
Hieraus folgt a,, < ¢ — ¢ fiir fast alle n. Dies ist ein Widerspruch zu ¢ = lim a,, .

Wir zeigen noch, dass die Folge (a,)nen keinen groBeren Haufungspunkt
als ¢ haben kann. Sei dazu d > lima,,. Dann existiert ein € R mit z < d und
an, < z fiir fast alle n € N (Definition des Infimums). Also enthélt U.(d) fiir
€ < d — x nur endlich viele Folgenglieder, und d ist daher kein Haufungspunkt
(Satz I11.2.24). u

Beispiele. (a) lim (—1)” =1 und lim (—1)" = —1.
Fiir die Folge a,, := L + (—1)" erhalten wir die gleichen Werte.

(b) Fiir die Folge a, = —n ist lima, = —oo. D.h., —oo kann auch als
Limes superior einer Folge auftreten. [ ]

Cauchy-Folgen

In diesem Abschnitt lernen wir eine Klasse von Folgen kennen, die uns im weiteren
Verlauf der Analysis immer wieder begegnen wird.

Definition ITI1.2.28. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (a,)nen in
X heiBt Cauchy-Folge! oder C -Folge, wenn sie folgende Bedingung erfiillt

(Ve > 0) (IN: € N) (Vn,m > N.) d(an,am) < €. n

Lemma II1.2.29. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Es gelte a,, — a in dem metrischen Raum (X,d). Sei € > 0. Dann
existiert ein N. € N mit d(an,a) < § fir n > N.. Fiir alle m,n > N, gilt
damit wegen der Dreiecksungleichung

d(ay, am) < d(ay,a) + d(a,an) <

Also ist (ay,)nen eine Cauchy-Folge. ]

Das wesentliche bei Cauchy-Folgen ist, dass nur auf die Folgenglieder selbst
und nicht auf einen méglichen Grenzwert Bezug genommen wird.

Wir haben gesehen, dass jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist. Nun
stellt sich die Frage, wann bzw. ob es Cauchy-Folgen gibt, die nicht konvergieren.

1 Augustin Louis Cauchy (1789-1857); franzosischer Mathematiker
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Definition II1.2.30. Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstdndig, wenn in
X jede Cauchy-Folge konvergiert. [

Beispiel I11.2.31. Der metrische Raum (Q,d) mit d(z,y) = |z — y| ist nicht
vollstdndig. Hierzu betrachten wir die Folge (a,)nen in Q mit

1 2 1
a1 =3 und apyg = i(an—k—) :an(—+—) :an(l—I—

an, 2 a2

2—a%)
2a2 /)’

In Beispiel 111.2.19 (der Fall £ = 2 und a = 2) haben wir gesehen, dass diese
Folge monoton fallend in R (!) gegen /2 konvergiert. Insbesondere ist (an)nen
nach Lemma II1.2.29 eine Cauchy-Folge in R und daher existiert zu jedem ¢ > 0
ein N € N mit |a,, —a,,| < e fir n,m > N, d.h., (a,)nen ist eine Cauchy-Folge
in Q. Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes in R (Satz II1.2.5) existiert
keine rationale Zahl z mit a,, — x. Also ist die Folge (a,)nen in Q nicht
konvergent. [ ]

Wir kommen nun zu einem sehr wichtigen Konvergenzkriterium fiir Folgen,
das sich unter Umstanden nachpriifen lasst, ohne dass man einen Kandidaten fiir
einen Grenzwert kennt.

| CAUCHY-KRITERIEN FUR FOLGEN |

Satz 111.2.32. Der metrische Raum (R,d) ist vollstandig, d.h., eine Folge
reeller Zahlen konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. Wegen Lemma II1.2.29 haben wir nur noch zu zeigen, dass jede
Cauchy-Folge reeller Zahlen (a,)nen konvergiert.

Sei dazu ¢ > 0 und |a, — ap| < € fir n,m > N.. Dann ist |a,| <
lan, —an_|+ |an.| < e+lan.]|, d.h., die Folge (ay)nen ist beschréankt. Nach dem
Satz von Bolzano-Weierstraf} existiert dann eine konvergente Teilfolge (an, )ken -
Sei a = limg_,00 Gy, . Wir wéhlen ein K, € N mit |a,, —a| < ¢ fir alle k£ > K.
Zu n > N, wahlen wir nun ein k¥ € N mit k¥ > K, und n; > N.. Dann ist
lan, —a| < |ap — ap, | + |an, —al < e+¢e =2¢. Da € > 0 beliebig war, folgt
hieraus schlieflich a,, — a. ]

Folgerung I11.2.33.  (Cauchy-Kriterium fiir komplexe Folgen) Der metrische
Raum (C,d) ist vollstindig, d.h., eine Folge komplexer Zahlen konvergiert genau
dann, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. Sei (z,)nen eine Cauchy-Folge komplexer Zahlen und z, = z, + iy, .
Wegen |z, — | < |2n, — 2z fiir alle n,m € N ist dann (2, )nen eine Cauchy-
Folge reeller Zahlen, also nach Satz I11.2.32 konvergent gegen ein x € R. Analog
zeigt man y,, — y fiir ein y € R. Dann gilt z, — z := x + iy (Aufgabe I11.2.2).m

Das Cauchy-Kriterium fiir die Konvergenz von Folgen ist eher von theo-
retischem Interesse, d.h., zum Nachweis der Konvergenz konkreter Folgen wird
man es nur selten verwenden. Allerdings ist es in vielen allgemeinen Konver-
genzbeweisen ein sehr niitzliches Hilfsmittel.
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| KONSTRUKTION VON R AUS Q |

Bemerkung II1.2.34.  Anders als wir es bisher getan haben, kann man die
reellen Zahlen auch als einen archimedisch angeordneten Korper charakterisieren,
der als metrischer Raum bzgl. der durch

d(z,y) = |z — y| = max{zr —y,y — x}

definierten Metrik vollstandig ist.

Vor diesem Hintergrund kann man eine Konstruktion der reellen Zahlen
aus den rationalen Zahlen beschreiben. Wir skizzieren kurz die Cauchy’sche
Konstruktion. Hierzu betrachten wir auf dem angeordneten Korper Q die Ab-
standsfunktion

d:Qx@_)Qa (x,y)r—>|x—y|

Man beachte, dass wir an dieser Stelle nicht auf die reellen Zahlen als Werte-
bereich der Abstandsfunktion zuriickgreifen diirfen, da wir diese ja konstruieren
wollen. Mittels der Abstandsfunktion definiert man nun Cauchy-Folgen in Q und
betrachtet die Menge C alle Cauchy-Folgen in Q. Auf dieser Menge definieren
wir eine Aquivalenzrelation (d.h. eine reflexive, symmetrische und transitive Re-
lation) durch

(an)nGN ~ (bn)neN e an — bn — 0.

Die reellen Zahlen erhalten wir nun als die Menge

R:=C/ ~:= {[(cn)]: (cn) € C}

aller Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen in Q. Um einzusehen, dass diese
Menge all die Strukturen tragt, die wir auf den reellen Zahlen erwarten, hat man
Addition, Multiplikation und Ordnung auf R zu definieren. Dies geschieht durch

[(an)] + [(bn)] := [(an +bn)]  und  [(an)] - [(bn)] := [(an - bn)].

Hierbei ist nachzuweisen, dass die rechte Seite nicht von der Wahl des jeweiligen
Repréisentanten abhéngt, d.h., dass fiir [(ay,)] = [(a},)] und [(b,)] = [(b],)] auch
[(an+bn)] = [(al,+0,)] und [(an-b,)] = [(a),-b],)] gelten. Die Ordnung erhalten
wir dadurch, dass wir [(ay)] > [(0)] definieren, falls ein ¢ > 0 in Q existiert,
so dass a, > ¢ fiir alle bis auf endlich viele Folgenglieder a,, gilt. Man kann
nun zeigen, dass (R, +,-,R;) ein vollstindig angeordneter Korper ist, also ein

Modell fur die reellen Zahlen. n
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Aufgaben zu Abschnitt I11.2

Aufgabe IT1.2.1. Sei (ay)nen eine Folge in dem metrischen Raum (X, d).

(a) Ist p € X, so gilt a, — p genau dann, wenn d(a,,p) — 0 gilt.

(b) Existiert eine reelle Folge (b, )neny mit b, — 0 und d(a,,p) < b,, so gilt
Qn — P- [ ]

Aufgabe II1.2.2. (a) Zeigen Sie: Eine komplexe Zahlenfolge

(2n)neN = (Tn + iYn)nen

konvergiert genau dann gegen die komplexe Zahl z = x 4 iy, wenn x,, — x und
Yn — y gelten. Hinweis: Verwende

max(‘xn - :L‘|, |yn - y|) < |Zn - Z| < |xn - I| + |yn - y|
(b) Zeigen Sie: limy, o0 ;15 + 22}}—; =1. -

Aufgabe II1.2.3. Wir suchen eine explizite Formel fiir die Fibonacci Folge

(frn)nen. Wir gehen dabei in folgenden Schritten vor:

(1) Zuerst betrachten wir eine Folge a,, := c\". Zeige: Diese Folge geniigt genau
dann der Rekursionsvorschrift a,49 = an41+a,, n > 1, wenn AM—=A—1=0
gilt.

(2) Bestimme die beiden Losungen A; > Ay der Gleichung A\> — X\ —1 = 0.

(3) Jede Folge der Form a,, = c; A7 + ca2Ay geniigt der Rekursionsvorschrift
Apt1 = Ap + Qp—1.

(4) Zeige: fp, = \/Lg()\’f — AY) fiir alle n € N. Hinweis: Bestimme ¢; und ¢y in
(3), so dass a,, = f, fiir alle n € N gilt. n

Aufgabe II1.2.4. Sei (z,)nen eine Cauchy-Folge in dem metrischen Raum
(X,d). Zeigen Sie: Existiert eine Teilfolge (z,, )ken, die konvergiert, so kon-
vergiert auch die Folge (z,)nen und zwar gegen den gleichen Grenzwert. ]

I11.3. Zahlenreihen

In diesem Abschnitt fiihren wir den Begriff einer unendlichen Reihe von Zahlen
ein.

Definition III.3.1. Sei (ap)nen eine Zahlenfolge. Die Folge (S, )nen der

Summen
n

S, = ar =a1+as+as+---+ay,
k=1
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heilt unendliche Rethe mit den Gliedern aj, und wird symbolisch mit Zzozl ak
bezeichnet, d.h.

oo n

>oe= (L),

k=1

(a) S, heifit n-te Partialsumme der Reihe.

(b) Gilt S,, — S, so schreibt man auch S =Y -, a; und nennt S die Summe
der Reihe.

(c) Ist ng € Z, so schreiben wir allgemein 77 aj fiir die Folge der Partial-
summen By, 1= dpy 4 ... Fan = Y0, Ak, 1> Ng. u

Man beachte, dass sich das qualitative Konvergenzverhalten einer Reihe
> o | an nicht dndert, wenn man endlich viele Reihenglieder abéndert. Man
betrachtet dann elnfach die Reihe Y °7  a, fiir ein ausreichend groBes ng € N.

Das Symbol Y ;- aj hat also zwei verschiedene Bedeutungen. Ei-
nerseits steht es fiir die Folge der Partialsummen und im Falle der Konvergenz
steht es auch fiir den Grenzwert der Reihe. Im folgenden wird jeweils aus dem
Kontext deutlich werden, auf welche Bedeutung man sich bezieht.

n=no

Satz II1.3.2. st die Reihe Zzozl ar konvergent, so gilt ar — 0.

Beweis. Es gelte S, ;=) ,_,ar — S € C. Dann gilt wegen den Grenzwert-
satzen I11.2.13:

n:Sn_Sn—l_’S—SZO. [

Die Umkehrung von Satz III 3.2 ist im allgemeinen falsch; wir werden
beispielsweise zeigen, dass Y~ — = oo ist. Die Bedingung a,, — 0 ist also
notwendig fiir die Konvergenz der Reihe, aber nicht hinreichend.

Wir diskutierenn nun einen der wichtigsten Typen von Reihen in der Ana-
lysis.

Satz II1.3.3. (Die geometrische Reihe Y - z")
(a) Fir 1+# z € C gilt die geometrische Summenformel: Fir jedes n € Nq ist

1 — 2t
ZZ 11—z

(b) Fir |z| <1 ist die geometrische Reihe konvergent mit

o
gzk’:

k=0

(c) Fiir |z| > 1 ist die geometrische Reihe divergent.
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Beweis. (a) Sei Sy, := Y ,_,2". Dann ist

k=0
=1 4z2+224+24+.  +2") - (2+22+25 4. 42"
1

Hieraus folgt die Formel sofort.
(b) Fiir |z| < 1 erhalten wir z"™! — 0 aus Satz II1.2.7. Also folgt S, — =2 =
L aus den Grenzwertsétzen I111.2.13.

1—2
(c) Fiir |z| > 1 ist Spy1— S, = 2""! nicht konvergent gegen 0 (Satz 111.2.7), so
dass die Reihe wegen Satz II1.3.2 nicht konvergiert. [ ]

Satz IIL.3.4. (Grenzwertsatz fiir Reihen) Sind die Reihen > .-, ar und
Sore b konvergent und A\,u € C, so ist die Reihe > oo (Nay + pby) kon-
vergent mit

D aw+pbe) =AY ar +u) b
k=1 k=1 k=1

Beweis. Das folgt sofort aus den Grenzwertsatzen I11.2.13 fiir Folgen, da fiir
Ay =3 0_jak, By :=>7_ by und C, := > ;_(Aag + pby) die Bezichung
Cn=X A, +p- B, gilt. [

Beispiel II1.3.5. Wir betrachten die Reihe >, m Fiir die Teilsummen
erhalten wir

n n
1 1 1 1 1 1 1 1 1
S, S N S o — 1
k_lk:(k:+1) ];k: k+1 D) 37L n n+1 n+1
Daher gilt 5,, — 1 und somit Ezozlmzl. m

Definition II1.3.6. (i) Eine Reihe Y ;- aj heifit beschrankt, wenn die Folge
(Ap)nen ihrer Partialsummen beschrankt ist, d.h., die Menge {|A,|:n € N} CR
ist beschrankt.

(ii) Die Reihe 72 | aj heifit positiv (genauer: nichtnegativ), wenn aj > 0
fiir alle £k € N gilt. [ ]

Beachte: Eine Reihe Zzozl ar ist genau dann positiv, wenn ihre Partial-
summenfolge (A, ),ecny monoton wachsend und a; > 0 ist.
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| SATZ VON DER MONOTONEN KONVERGENZ FUR REIHEN |

Satz II1.3.7. Jede positive beschrinkte Reihe Y po, ai konvergiert gegen
sup{z ar:n € N}.
k=1

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz
(Satz 111.2.19), den wir auf die Folge der Teilsummen der Reihe anwenden. Da
die Reihe positiv ist, ist die so erhaltene Folge monoton wachsend. [ ]

Wir kommen nun zu einem Konvergenzkriterium fiir Reihen mit nicht
notwendigerweise nichtnegativen Gliedern. Wir nennen Reihen der Gestalt

> (=1)"a, mit a, >0 alternierend.

| LEIBNIZ-KRITERIUM |

Satz I11.3.8. Sei (an)nen eine monoton fallende Folge nichinegativer Zahlen.
Dann konvergiert die Reihe Y - (—1)"a, genau dann, wenn (an)nen eine
Nullfolge ist.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung a,, — 0 folgt sofort aus Satz I11.3.2.
Es bleibt zu zeigen, dass diese Bedingung fiir alternierende Reihen hinreichend
ist, wenn (a,),ecny monoton fallend ist.

Sei A, :=>"_,(—1)*a) die n-te Teilsumme. Dann gelten:

) Aop > Az — aong1 + A2ng2 = Aznyo,

) Aoni1 < Aong1 + G2y — G243 = Aongs,
) Ao > Agp — agni1 = Azpyr > Ay und

) A2y — Azni1 = azni1.

Die Folge (Aszy,)nen ist wegen (1) monoton fallend, die Folge (As2p+1)nen
wegen (2) monoton wachsend. Mit (3) folgt As, > Agpy1 > Aj; somit ist
(A2,,) nach unten beschrinkt. Also konvergiert (As,) nach dem Satz von der
monotonen Konvergenz. Sei

A= nll_{r;o Ag, = inf{As,:n € N}.
Gilt a,, — 0, so folgt aus (4) weiter Ag,y1 = Aoy —agpy1 — A—0= A und
folglich A,, — A, da fiir jedes € > 0 nur jeweils endlich viele As, bzw. Ag,11

nicht in U.(A) liegen. u
Beispiele II1.3.9. Die folgenden beiden Reihen sind konvergent:

(a) 1-24+32—-1+12—...(=log2)

b) 1—3+3—-2+...(=79). m

Wie man an den beiden obigen Reihen erkennt, hatte man den Grenzwert
sicher nicht so leicht direkt ausrechnen konnen. In diesem Sinne werden wir uns
nun weiter damit beschéaftigen, wie man die Konvergenz von Reihen untersuchen
kann, ohne a priori Information iiber ihren Grenzwert zu haben.



62 ITI. Konvergenz von Folgen und Reihen 15. Mai 2006

Absolute Konvergenz von Reihen

Satz II1.3.10. (Cauchy-Kriterium fiir Reihen) Eine Zahlenreihe . ¢y ist
genau dann konvergent, wenn

(CK) (Ve > 0)(3N € N)(¥n,m > N) ] i ck} <e.

k=n

Beweis. Sei S, :=>}_qck. Dannist S, —S,—1 =Y ,-,, ¢k. Die Behauptung
folgt nun aus dem Cauchy-Kriterium fiir Folgen (Folgerung I11.2.33). ]

Definition II1.3.11.  Eine Reihe Y ° | ¢, heifit absolut konvergent, wenn die
positive Reihe Y > | |c,| der Betrige konvergiert.

Satz I11.3.12. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis. Sei Y 7, |c,| konvergent. Zu e > 0 existiert dann ein N. mit
Zg; lenl > D002 len| — e, dhe 3007 o Ly len| < €. Fir m > n > N, gilt

dann
SalsSlalc Y lulse
k=n k=n k=N:+1
Die Reihe konvergiert also nach dem Cauchy-Kriterium II1.3.10. [ ]

Reihen, die nicht absolute konvergent sind, zeigen ein etwas merkwiirdiges
Konvergenzverhalten, wie das folgende Beispiel zeigt: Sei
11 1 1 1 1
S=1l—--+-—-4+-—=-+_-=%...
2 + 3 4 * 5 6 + 7
die Summe der alternierenden harmonischen Reihe, die nach dem Leibniz-Krite-
rium konvergiert. Wir erhalten dann

1 1 1 1 1 1 1
S P T
S 2+3 4+5 6+7 8
-HS—0+1+0 1+0+1+0 li
27 2 4 6 8
3S—1+0+1 1+1+0+1 1+1i
27 3 2 5 7T 4 977

Lasst man die Nullen weg, so entsteht nach geeigneter Umordnung aus der Reihe
in der letzten Zeile wieder die alternierende harmonische Reihe. Die fiithrt zu
dem scheinbaren Widerspruch S = %S , der sich nur dadurch auflosen lasst, dass
der Grenzwert einer Reihe sich im allgemeinen bei einer Umordnung &ndert (vgl.
Satz 111.3.14).

Dass dies bei absolut konvergenten Reihen nicht passiert, sagt uns der
folgende
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| UMORDNUNGSSATYZ |

Satz II1.3.13. Die Reihe Y .-, cp sei absolut konvergent und c:N — N bi-
jektiv. Dann konvergiert auch die Reihe Y - Ca(k) absolut und hat denselben
Grenzwert.

Beweis. Sei Cp, := Y} _ ¢, By =3 4 Cor) und € > 0. Nach Vorausset-
zung existiert ein M € N mit Y ",/ |cx| < e fur alle m > M. Wir setzen

N :=max{n € N:a(n) < M}

und beachten, dass dieses Maximum existiert, da es wegen der Bijektivitat genau
M natiirliche Zahlen n mit «(n) < M gibt. Fiir n > N erhalten wir nun

|Bn_Cn|:’an(k)_ch 2’ Yo Cam— Y,
k=1 k=1

k=1,a(k)>M k=M+1

| 3 awl+] 3 o

k=1,0(k)>M k=M+1
n n
< Y el X lalseres2
k=1,0(k)>M k=M+1
Hieraus folgt
[ee)
nh_)ngo B, = nlLrgo C, = ; Ck

und somit Y 7| Cok) = Dopeq Ck- Wendet man dies nun auf die Reihe Y77 |cy|
an, so folgt > 7, [ck] = dpeq |cam|, d.h., die Reihe >777 | cqq) ist absolut
konvergent. [ ]

Wie wenig stabil nicht absolut konvergente Reihen gegeniiber Umordnun-
gen sind, zeigt der folgende Satz.

Satz II1.3.14. (Riemannscher! Umordnungssatz) Ist die reelle Reihe Y, ck
konvergent und nicht absolut konvergent, so existiert zu jeder reellen Zahl x eine
Bijektion o : N — N mit 77 | o) = .

Beweis. Zunéchst bemerken wir, dass wir 0.B.d.A. annehmen diirfen, dass alle
Folgenglieder ¢, # 0 sind. Ist dies nicht der Fall, so betrachten wir nur die
entsprechende Teilfolge.

Man kann jedes Glied ¢ der Reihe in der Form ¢ = ax + b schreiben,
wobei ay, := max(cg,0) und by := min(cg, 0) ist. Die Folge (aj)ren enthilt dann
ausschlieflich nichtnegative und die Folge (bx)ren nichtpositive Glieder. Da die
Reihe Y 77, ¢ zwar konvergiert, aber nicht absolut konvergiert, gilt ar — 0,
by — 0, Y p_jar — oo und >.;_, by — —oo, denn aus der Konvergenz von

! Bernhard Riemann (1826-1866), Mathematiker in Gottingen
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> ore ap wirde die von Y- by folgen und damit die absolute Konvergenz von
D by Ch-

Wir wihlen jetzt die Folgenglieder c,(,) rekursiv wie folgt. Seien c,; fiir
7 =1,...,n gewahlt und

{ca), - Camy} ={aj:j < kya; # 0} U{bj:j < m,b; # 0}.

Sei aj das erste von 0 verschiedene Folgenglied mit k& < k' und entsprechend
by mit m < m'. Wir setzen nun co(41) = ar oder co(ni1) = b, je
nachdem, ob d, := 22:1 Ca(k)y < T oder > x ist. Sei € > 0. Wegen ar — 0
und by — 0, existiert ein N € N, so dass [cqn)| < € fiir alle n > N gilt. Dann
erhalten wir zwei Falle:

(1) Sei dy < x und dy4r > =, k minimal. Dann ist |d, — x| < e fir alle
n>N+k.

(2) Ist dy > x, so argumentiert man analog.

Wir erhalten schlieBlich d,, — -, d.h. Y777 cam) = . SchlieBlich iiberlegt man
sich, dass die so erhaltene Abbildung a: N — N bijektiv ist. [

|])m1CAUCHY!PRODUKTFORMEL|

Satz II1.3.15. FEs seien . a, und Y. b, zwei absolut konvergente Rei-
hen. Fir n € N sei ¢, := >} _gan—kby. Dann ist die Reihe Y . - c, absolut
konvergent, und es gilt

e (5 (50)

Beweis. Sei A, :=Y;_qak, Bn:=> p_obk, Cn:=> ok sowie A, — A
und B,, — B. Wir zeigen zuerst lim, .o, C,, = AB. Sei dazu C} := A, B,
Dann gilt wegen den Grenzwertsatzen C; — AB, und es reicht daher aus,
lim,, o (C,,—C}) = 0 zu zeigen, denn hieraus folgt dann C,, = (C,,—C})+C}: —
AB. Wir haben

n n n A
k=0 3=0 0<k,j<n i=0 j=0 0<k+j<n

(Man beachte die Summationsbereiche.) Wir suchen nun ein N, € N, so dass

Z lag| - |b;| <e fiiralle n> N

0<k,j<n
k+j>n

gilt, denn dann ist nach der Dreiecksungleichung |C,, — C}| < . Sei also

Pum 30 Jael byl = (fjw) S Iy

k=0 j=0 k=0 j=0
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Da die Reihen "7 ja, und Y -, b, absolut konvergieren, konvergiert die Folge
P, gegen eine Zahl P € R. Damit gibt es eine Zahl N, € N mit |P,, — P,| < ¢
fir alle m,n > N, (Cauchy-Kriterium). Fiir n > 2N, ist dann

> lakl-bj| < Pu— P, <e,
0<k,j<n
k+j>n

da aus k+ 7 >mn > 2N, schon k£ > N, oder j > N. folgt. Hieraus erhalten wir
Ch,—A-B,dh. > jcn =23 0" qan > —obn. Es bleibt nun noch die absolute
Konvergenz zu zeigen. Wir haben zunachst

n

Z an—1br

k=0

|Cn| =

n
<d = lan—g| - [bel-
k=0

Wegen dem ersten Teil ist >0 jch, = > 7 lan] Y neq|bn|. Insbesondere ist
diese Reihe konvergent; folglich konvergiert auch . |c,| wegen Satz I11.3.7,
da diese Reihe beschriankt und positiv ist. [ ]

Bemerkung I11.3.16.  Die absolute Konvergenz der Reihen ist wesentlich fiir
die Giltigkeit der Cauchyschen Produktformel. Als Beispiel betrachten wir die
durch 1y

b~ (D

- vn+1

gegebenen Reihen Y 0 ja, = >~ b,, die nach dem Leibnizkriterium kon-

vergieren. Andererseits ergibt sich

Ay —

n n 1 1
= kb = (—=1)" ) '
¢ kzzoa ek = ( )I;]\/n—k+1 VEk+1

Wir zeigen, dass die Reihe ) 7 ¢, divergent ist, indem wir nachweisen, dass
(=1)"c, > 1 fiir alle n € N gilt. Wegen

1 > 1 S 1
VE+D)n—k+1) ~ /(n+1)2 “n+l

. 1 1 1 . . . .
ist EZ:O\/k—?\/n——T > Yp—ogi = 1, dh., die Rethe 377 ¢, ist nicht
konvergent. [ |
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IT11.4. Konvergenzkriterien fiir Reihen

In diesem Abschnitt werden wir einige Kriterien kennenlernen, mit denen man
die Konvergenz vieler Reihen nachweisen kann. Hierbei tritt eine neue Situation
auf. Wir werden Reihen sehen, deren Konvergenz sich zwar beweisen léasst, deren

Grenzwert wir aber nicht angeben konnen. Dies fiihrt uns insbesondere zu der
FEulerschen Zahl e.

Definition III.4.1.  Die positive Reihe > 7 | a,, heiBt Majorante der Reihe
> ¢n, wenn |¢,| < a, fir alle n € N gilt. n

Um die Konvergenz einer Reihe zu zeigen, zieht man oft Reihen heran, iiber
die man schon Bescheid weifl. Wie dies funktioniert, zeigt der folgende Satz.

| MAJORANTENKRITERIUM |

Satz II1.4.2. Jede Reihe mit einer konvergenten Majorante konvergiert absolut.

Beweis. Sei > 7, a, eine konvergente Majorante der Reihe Y °  ¢,. Fir

n=1
alle k£ € N gilt dann

Damit ist >~ |cn| positiv und beschriankt und nach Satz II1.3.7 somit konver-
gent. [ |

Anwendungen des Majorantenkriteriums

Satz IT1.4.3. (Verdichtungskriterium von Cauchy) Sei (¢, )nen eine nichtnega-
tive reelle monoton fallende Folge. Dann konvergiert die Reihe Y - | ¢, genau
dann, wenn die Reihe Y~ 2"con konvergiert.

Anschaulich ist dies klar, wenn man die Glieder der Reihe wie angedeutet grup-
piert:
Cl—|— CQ—|—63 + C4—|—...—|—C7 + 08—1—...—1—015—1—...
N s N 7 N 7

Vv TV
<2c2 <dcy < 8cs

c1+co+ c3+¢c4 +¢Cc5+...+¢cg + c9g+...+Cig+....
SN—— ~ ~~ ~ 4

> 2cq >4cs > 8cie
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Beweis. Wegen ¢, > ¢, 11 > 0 gilt

2k+1_1 okt _q k
E cn < ok . cor,  also g cn < E 2™ . con .
n:2k n=2 n=1

Ist 37 2"con konvergent und daher beschrinkt, so gilt dies auch fir Y07 | ¢,,

und die Konvergenz folgt aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz. Umge-
kehrt gilt

2" 2k k
2 - E Cp > 2- 2k_102k = 2k62k, also 2 E Cp > E 2" con .
n=2k—141 n=2 n=1
Konvergiert Y >~ | ¢,, so also auch >~ 2"con. ]

Folgerung II1.4.4.  Fir a € Q konvergiert die Reihe >, n% genau dann,
wenn o > 1 ist.

1 1

Beweis. Fir a < 0 ist -5 =n~% > 1 und die Folge <_)n€N konvergiert

nOt
nicht gegen Null. Wegen Satz I11.3.2 ist die Reihe -, nia daher divergent.
Sei @ > 0. Dann gilt n® < (n+ 1)® (Aufgabe 11.2.4), also auch m <
n%- Das Verdichtungskriterium ist also anwendbar. Wir rechnen:
o.¢] 1 o.¢] oo
E . k(l—a) __ l1—an\k
22 (Qk)a _22 _2(2 ) .
k=1 k=1 k=1
Dies ist eine geometrische Reihe, also genau dann konvergent, wenn 217¢ < 1 =
20 also wenn 1 — a < 0 ist, d.h. a > 1. [ |

Man kann mithilfe der Theorie der Fourierreihen zeigen, dass

1 w2 <1 w4 > 1 w6
_—= — _— = — d - = -
nz_:l 2 6 ng_:l nt o0 M nz_:l 76~ 945

gilt. Die Zahl m werden wir allerdings erst spéter durch die Cosinusfunktion
definieren.

Folgerung 111.4.5. Die harmonische Reihe Y.°0 . 1 divergiert, obwohl die

n=1n

Folge (:)nen eine Nullfolge ist, d.h. gegen Null konvergiert. [
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Quotienten- und Wurzelkriterium

Wir haben schon im Beweis von Folgerung I11.4.4 gesehen, dass man die geo-
metrische Reihe zum Vergleich heranziehen kann. Wir schauen uns weitere
Anwendungen dieses Typs an.

| QUOTIENTENKRITERIUM |

Satz II1.4.6. Euxistiert 0 < a < 1 mit |cpy1| < alcy| fir fast alle n € N, so
konvergiert Y -~ | ¢, absolut. Dies gilt insbesondere, wenn ¢, # 0 fir fast alle
n €N gilt und

ol g

(=

lim ,, oo

Gilt umgekehrt

so ist die Reihe divergent.

Beweis. Induktiv erhalten wir |cy x| < oF|cy| fiir ein ausreichend groBes N
und alle k£ € N. Also hat Y 7 \ ¢, die Majorante > -\ a" V|cy|, die wegen
a < 1 konvergiert. Die erste Behauptung folgt daher aus dem Majorantenkri-
terium.

Gilt ¢, # 0 fiir all n, m,_ 0 <2l < 1 und ist o € R mit

lcn |

En_,oow <a<l,
[

so gilt |ept1] < aley,| fir fast alle n € N. Also ist in diesem Fall die Vorausset-

zung erfiillt.

lcnt1]
[cn |
ein N € N with |c,y1] > ale,| fiir alle n € N, also |c,| > o N]ey|. Aus
a > 1 folgt daher, dass die Folge (c¢,) nicht beschrankt ist, also insbesondere
nicht gegen 0 konvergiert. [ ]

Ist andererseits ¢, # 0 fiir all n und « := lim > 1, so existiert

™)

Beispiele I11.4.7. Die Reihe Y 7, g—j konvergiert, denn es gilt fiir ¢, = & :

2
Cntl —(Zﬁf _(h+1)? 1 L
Cn ’2”0—2 n? 2 2

Das Quotientenkriterium liefert also die Behauptung. |
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Bemerkung III.4.8. (a) Fiir die harmonische Reihe > °° . L1 gilt zwar

n=1n
% = ;47 < 1 fiir alle n € N, aber wegen 5 — 1 existiert keine Zahl

a < 1 mit nLH < « fiir fast alle n € N. Das Quotientenkriterium ist hier also
nicht anwendbar.
(b) Fiir die Reihe Y2 | -1 hingegen gilt o = (HLH)Z — 1, obwohl die

Reihe konvergiert (vgl. Folgerung 111.4.4). Das Quotientenkriterium ist hinrei-
chend fiir die Konvergenz, aber nicht notwendig. [ ]

Das nun folgende Kriterium ist haufiger anwendbar:

| WURZELKRITERIUM |

Satz I11.4.9. (a) Ist
lim {/|c,| < 1,

so konvergiert Y | ¢, absolut.
(b) Falls {/|cn| > 1 fiir unendlich viele n € N gilt, so divergiert die Reihe.

Dies ist insbesondere fir
lim {/|c,| > 1

der Fall.

Beweis. (a) Ist lim {/|c,| < 1, so existiert ein a € R mit lim {/|c,| < a < 1.
Dann gilt |c,| < o™ fiir fast alle n € N, d.h., fir ein ausreichend groles N € N
ist die Reihe Y ° \ o™ eine konvergente Majorante von Y~ \ ¢, . Die absolute
Konvergenz der Reihe folgt also aus dem Majorantenkriterium.

(b) Ist {/|c,| > 1 fiir unendlich viele n € N, so ist |¢,| > 1 und daher gilt
cn 7+ 0. Also konvergiert die Reihe Y°7 | ¢, nicht (Satz I11.3.2). m

n=1

Lemma I11.4.10. FEs gelten

lim {/n=1 wund lim ¥c=1 fir alle c > 0.

n—oo

Beweis. Es gilt ¢/n > 1 fur alle n € N. Wir haben also zu zeigen, dass zu
jedem ¢ > 0 ein N, € N existiert, so dass /n < 1+ ¢ fir n > N, gilt. Da
Yn<1l4ezun<(1+e)" dquivalent ist, beachten wir zunéchst

(1+e)" = zn: (Z)z—:k > (Z)ez = @52.

k=0

Aus dem Satz von Archimedes folgt die Existenz eines N, mit ”7_152 > 1 fiir
n > N.. Damit gilt aber auch (1+¢)™ > n fiir n > N.. Wir haben also {/n — 1
gezeigt.

Wegen *\L/g = "%ﬁ dirfen wir 0.B.d.A. ¢ > 1 annehmen. Dannist 1 <¢ <

n fir fast alle n und somit auch 1 < {/c < {/n. Wegen lim,, ., /n =1 folgt
hieraus lim,, o, ¢/c=1. [
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Bemerkung II1.4.11.  (a) Fiir die harmonische Reihe Y7 1 ergibt sich
nach (a) fiir das Wurzelkriterium /¢, = #ﬁ — 1. Dieses Kriterium ist
also nicht anwendbar, bzw. gibt uns keine Auskunft Ebenso erhalten wir fiir
Son’ 25 mit dem Wurzelkriterium /¢, = ( f)Z — 1; es ist also auch hier

n=1
nicht anwendbar. Das Wurzelkriterium ist hinreichend fiir die Konvergenz,
aber nicht notwendig.
(b) Ist das Quotientenkriterium anwendbar, so auch das Wurzelkriterium.
Dies sieht man wie folgt:
Sei 0 < a < 1. Aus |coi1| < ale,| fiir alle n > N folgt |c,| < o N]eny| =

|CN | (Induktion!). Hieraus erhdlt man wegen Lemma I11.4.10

\"/|cn|§a\n/@—>a<l.
o

Insbesondere ist lim {/|c,| < a < 1.
(c) Man kann beachte den Unterschied in den Divergenzbedingungen im

Quotientenkriterium: lim % > 1 und lim ¥/|c,| > 1 im Wurzelkriterium.
(d) Fiir z € R betrachten wir die Reihe  °°

a™

n—1 Cn, die durch

S x™, falls n gerade
] 22™,  falls n ungerade

gegeben ist. Dann gilt lim,, o ¥/|cn| = |#| (Lemma IT1.4.10) wegen lim /2 = 1;
das Wurzelkriterium liefert also Konvergenz fiir |z| < 1 und Divergenz |x| > 1.
Hingegen erhélt man mit dem Quotientenkriterium

= x

Cn+t1 2z; n gerade
53 nungerade

Cn

und somit Konvergenz fiir |z| < 1 sowie Divergenz fiir || > 2. Man sieht, dass
das Quotientenkriterium mitunter weniger scharfe Schliisse zulédsst. ]

Beispiel I11.4.12. TIst die komplexe Zahlenfolge (a,)nen beschriankt, so kon-
vergiert die Reihe > - ap2® fiir alle 2 € C mit [2|] < 1 absolut, denn
ist ag] < A fiir alle k € N, so hat Y ;7 a,2" die konvergente Majorante
A Y220 |2F (geometrische Reihe). n

| KONVERGENZ VON POTENZREIHEN |

Satz I11.4.13. Zu einer Folge (ap)nen komplexer Zahlen betrachten wir die
Potenzreihe "7 a, 2" .
(1) Die Zahl R :=sup{r € R:Y > |a,|r™ < oo} heifsit Konvergenzradius der
Potenzreihe. Ist |z| < R so konvergiert die Potenzreihe, und fir |z| > R
liegt Divergenz vor.
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(2) Der Konvergenzradius ldsst sich durch folgende Formel von Hadamard be-
rechnen:

1
Ri=—¢€ 0,00 5
lim {/|ay| 0,cc]

wobet wir % =00 und é =0 setzen.

Beweis. Aus dem Wurzelkriterium folgt sofort, dass > ;- apz” konvergiert,
falls
|z| - lim {/|a,| = lim {/|a,2"| < 1
gilt und divergiert, falls
|z| - lim V/]a,| > 1

ist. Ist lim {/|a,| = oo, so liegt als nur fiir z = 0 Konvergenz vor und fiir

lim ¢/]a,| = 0 konvergiert die Reihe fiir alle z € C. In allen anderen Fillen
sehen wir, dass die Reihe konvergiert, wenn

1
2] < =
lim {/|ay|
gilt und divergiert, wenn
1
2] > =
lim {/|ay|
ist. Hieraus ergeben sich sofort (1) und (2). u

Die Kreisscheibe Ugr(0) = {z € C:|z| < R} nennen wir Konvergenzkreis
der Potenzreihe. Fir |z| = R erhalten wir aus dem Wurzelkriterium keine
Information. Daher muss man diese Falle jeweils gesondert betrachten, wie wir
es bei der Diskussion der geometrischen Reihe (das ist der Fall a,, = 1) in
Satz I11.3.3 getan haben. Wir werden spéater auf Potenzreihen zuriickkommen,
da sie eine wichtige Rolle bei der Reihenentwicklung von Funktionen spielen
(Taylorentwicklung).

Darstellungen reeller Zahlen

Die Beobachtung in Beispiel I11.4.12 hat eine wichtige Anwendung;:

Satz 111.4.14. Sei b > 2 eine naturliche Zahl. Dann ldsst sich jede reelle Zahl
x >0 in der Form

x = Z arp b %, ape{0,....b—1},meZ
k=—m

darstellen. Die Darstellung ist eindeutig, wenn man ausschliefst, dass ap = b—1
fur fast alle k gilt.
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Man nennt obige Entwicklung fiir b = 10 Dezimalentwicklung und fir b = 2
Dualentwicklung. Allgemein spricht man von der b-al-Entwicklung. Fir b = 10
schreibt man auch kiirzer

o0
—k
E ar - 107" =a_ma_m+1...a-100,a10203 . . .,

k=—m

z.B.
2006,1107 =2-103+6-10° +1-107' +1-1072 +7-107%

Beweis. Zunachst folgt aus obigem Beispiel 111.4.12 und % < 1 die Konvergenz
von Reihen der Gestalt Y27 aj-b~%, wenn aj € {0,...b— 1} fiir alle k € N
gilt.
Existenz der Darstellung: Wir diirfen 0.B.d.A. z > 0 annehmen (warum?).
Man bestimmt die Zahlen aj, rekursiv wie folgt: Ist b~™ > x (beachte b~ — o0
fir n — —oo, vgl. Satz I11.2.7), so setzen wir a, := 0. Sei m := max{k €
Z:bF < z}.

Sei jetzt n > —m. Wir nehmen an, dass wir aj fiir £ < n schon so gewahlt
haben, dass

n—1
r—b (D < Z ap - b F <z

k=—m

gilt. Dies ist insbesondere fiir n = —m der Fall. Dann bestimmen wir a,
maximal mit Zzz_m ar - b~ % < z und beachten, dass dies a,, < b—1 zur Folge
hat, denn

n—1 n—1
Z ap b F b = Z ap b F o > g

k=—m k=—m
Weiter folgt aus der Maximalitat von a,,:
n
r—b""< Z ap - b F < x.
k=—m

Die n-te Partialsumme ist also die grofite b-al Zahl mit n Stellen hinter dem
Komma, die noch nicht gréfler als = ist. Induktiv erhalten wir

i ap b F —x

k=—m

<b™"

und daher Y70 ap-b"F =1z wegen b=" — 0.
Eindeutigkeit der Darstellung: Sei

oo

x = 3 ap-bF = cp bk
S S bt

k=—m k=—m
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wobei unendlich viele ap bzw. ¢; ungleich b—1 sind. Gibt es ein n € Z mit a,, #
Cn, SO existiert ein minimales n mit dieser Eigenschaft (Wohlordnungsprinzip).
Sei 0.B.d.A. a,, > ¢,,. Dann gilt

i cr bR < f: (b—1)bp"F = f: b=kl f: bk =p"
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

und folglich

e’} n—1 e’}
T = Z cp b F = Z ap-b7F 4 b+ Z ek - b F

k=—m k=—m k=n+1

n—1
< Y apbF (a1

k=—m
n—1 n
= Zak-b_k +a,b™" = Zak'b_k§$~
k=—m k=—m
Das ist ein Widerspruch. [ ]

Bemerkung I11.4.15.  (a) Mit Satz I11.4.13 haben wir unsere reellen Zahlen
wieder als das erkannt, was man schon in der Schule kennenlernt: Alle Zahlen,
die sich durch Dezimalentwicklungen darstellen lassen. Der grofle Nachteil des
Zugangs zu den reellen Zahlen iiber ihre Dezimalentwicklung ist, dass man die
zentralen Eigenschaften der reellen Zahlen, die wir direkt axiomatisch fixiert
haben, nur sehr umstandlich verifizieren kann.

(b) In Digitalrechnern sind Systeme zur Basis b = 2" am einfachsten zu
behandeln. Das gilt insbesondere fiir n = 1, da ein Schalter zwei Zustande hat,
1 (fir ,ein“) und 0 (fir , aus®). u

Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen

Wir haben in Folgerung I1.2.20 gesehen, dass zwischen zwei reellen Zahlen immer
eine rationale Zahl liegt. Man konnte daher annehmen, dass es genausoviele reelle
wie rationale Zahlen gibt. Dass dieser Schluss in die Irre fiihrt, zeigt der folgende
Satz:

Satz II1.4.16. Das Intervall |0,1[ ist dberabzihlbar. Insbesondere ist die
Menge R der reellen Zahlen tuberabzahlbar.

Beweis. Wir verwenden das Cantorsche Diagonalverfahren. Angenommen,
10,1[ ist abzdhlbar, d.h. ]0,1[ = {z,,:n € N}. Dann lésst sich jede Zahl z,
als Dezimalreihe

2n =0,a\"aMalV .. = Z aijn)l()_k
k=1



74 II1. Konvergenz von Folgen und Reihen 15. Mai 2006

darstellen (Satz I11.4.14). Wir definieren ¢ € 10,1 [ durch ¢ =377, ¢,107% mit

5, fallsapi #5
Ck = 4, falls ap = 5.

Dann ist ¢, # ay fir alle & > 1. Aus Satz II1.4.13 folgt nun ¢ # x;, fiir alle
k € N wegen der Eindeutigkeit der Darstellung. Die reelle Zahl ¢ ist also nicht
in der Aufzahlung enthalten; Widerspruch. [ |

Folgerung 111.4.17. Die Menge R\ Q der irrationalen Zahlen ist nicht
abzahlbar. In diesem Sinne gibt es also ,mehr“ irrationale Zahlen als rationale.
n

Die Exponentialfunktion

Satz 111.4.18. Die Exponentialreihe

o)
z E 2"
e = —'
n.

n=0

konvergiert absolut fiir alle z € C. Die Exponentialfunktion
exp:C - C, zr—e*= Z—z”
n=0
hat folgende Eigenschaften:
(1) (Funktionalgleichung) e**Y = e%e¥ fiir alle x,y € C.
(2) Fiir alle z € C gilt e=® = (e*)~ L.
(3) Fir alle x € R ist e® > 0.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Konvergenz der Reihe. Fiir ¢, = ‘;—T gilt
len+1| = lenl - nli+|1 und n|i+|1 — 0. Die absolute Konvergenz der Reihe folgt
daher fiir jedes z € C aus dem Quotientenkriterium.

(1) Wegen der absoluten Konvergenz der Reihen fiir e* und e? gilt nach

der Cauchy-Produktformel II1.3.15

Nun folgt aus dem binomischen Lehrsatz

1 n—kk_lnnk—nk_l k
> G = (1) = e st

k=0
Alsoist e -e¥ = > 20 Lz 4 y)" = ey,

n=0 n!
(2) Dies folgt einfach aus e %e® = ¢7 %% = ¢V =1,

(3) erhalten wir aus (1) und (2) durch e® =e?% -e

INE]

=(e?)? > 0. m
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Die Zahl

oo

e;:elzzﬁ

n=0

heifit Eulersche Zahl. Wegen e =141+ % + % + ... ist e > 2,6. Etwas genauer

ist e = 2,7182871826198.... Eine andere Darstellung der Zahl e erhalten wir
aus dem folgenden Satz.

Satz I11.4.19. Flir alle z € C gilt

e = lim (1—|—i> )
n

n—oo

Beweis. Sei 7, = (1+2)", y, = 22:02—’; und ¢ > 0. Wir zeigen die
Existenz von N. € N mit |z, — y,| < € fiir alle n > N.. Hieraus folgt dann

. . .
lim z, = lim y, = €.
n—oo n—oo

Wegen der absoluten Konvergenz y,, — e* existiert zunachst ein N € N mit
5
k! 2
k=N+1
Mit dem binomischen Lehrsatz erhalten wir weiter

wm (1) =3 () -y e

_ o _ .
k! nk k! n
<1
und daher
n Zk k—1 l
mm = 5 =T (1- )]
k=0 " 1=0 )
Gi)r,l]
Also ist

fir alle n > N. Schliellich existiert ein N, € N mit
N k—1
| 2| [ l ] 5
2 I -5 ) <5
k=0 1=0

fiir alle n > N.. Damit ergibt sich |y, —z,| < 5§+ § =«. n
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Bemerkung I11.4.20. Eine Moglichkeit, den Grenzwert aus Satz 111.4.19 zu
interpretieren, stellt die kontinuierliche Verzinsung dar. Wir stellen uns z als
Zinssatz fiir ein Jahr vor und bezeichnen mit k,;; das Anfangskapital. Dann gilt
bei

e jahrlicher Berechnung der Zinsen: k:q(zle)u =kat - (1+ 2)

e halbjahriger Berechnung: kr(fe)u = kot - (1+ %)2

° %—jéihriger Berechnung: /{:%L = kaie - (1 4+ 2)".

Im Grenzwert (kontinuierliche Verzinsung) ergibt sich k2SS, = kgt - €*. [

Aufgaben zu Abschnitt 111.4

Aufgabe II1.4.1. Zeigen Sie, dass fiir z > 0 die Folge (1 + Z)" monoton
wachst. Warum liegt dies wegen Bemerkung I11.4.20 nahe? |

Aufgabe II1.4.2. (a) Fiir die geometrische Reihe )7 2™ gilt R =1.

(b) Fiir jedes k € N ist fiir die Reihe Yo7  n*2" der Konvergenzradius
R=1.

(c) Ist p:R — R eine Polynomfunktion, so ist der Konvergenzradius der
Reihe Y07 p(n)z" durch R =1 gegeben. n



