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I. Logik und Mengenlehre

Gegenstand der Analysis I ist die Menge R der reellen Zahlen und die Funktio-
nen f:R — R. Um mit diesen Begriffen systematisch und préazise umgehen zu
konnen, bendtigen wir eine Sprache. Die Sprache der Mathematik ist die Men-
genlehre. 'Wie man mit mathematischen Sachverhalten umgeht, lehrt uns die
Logik. Sie spielt die Rolle der Grammatik der Mathematik.

I.1 Quantoren und Aussagenlogik

Die Logik handelt von Aussagen, die nach gewissen Regeln aus bestimmten
Zeichen aufgebaut werden. Wir betrachten eine Aussage als wohlgeformt, wenn
sich ,, entscheiden* lasst, ob sie wahr oder falsch ist. Wohlgeformte Aussagen

sind beispielsweise

1) 0 ist eine ganze Zahl.

2) 24+2=5.

3) a+ a=2a gilt fir jede ganze Zahl a.
Keine wohlgeformte Aussage hingegen ist etwa

Na=x+o.

Vorsicht: Wir stellen uns hiermit auf einen naiven Standpunkt. Die Wahrheit
einer Aussage kann namlich von gewissen Grundannahmen abhangen, die man
Axiome nennt. Wenn im folgenden von Aussagen die Rede ist, sind damit immer
wohlgeformte Aussagen gemeint.

Definition I.1.1.  Seien p und ¢ Aussagen. Wir bilden:
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(i) Negation: —p (nicht p) ist genau dann wahr, wenn p falsch ist.

(ii) Konjunktion: p A q (p und q) ist genau dann wahr, wenn p und ¢ wahr
sind.

(iii) Disjunktion: pV q (p oder q) ist genau dann wahr, wenn p oder ¢ wahr
ist (dies ist kein ausschlieBliches ,, oder®).

(iv) Implikation: p = q (p impliziert q; aus p folgt ¢) ist definiert als (—p)Vgq.
Die Wahrheit dieser Aussage ist gleichbedeutend mit ,, Wenn p wahr ist,
dann ist auch ¢ wahr* (Nachweis!)

(v) Aquivalenz: p <= q (p ist quivalent zu q) genau dann, wenn beide wahr
oder beide falsch sind. [ |

Die Wahrheitswerte der oben definierten verkniipften Aussagen sind in der
folgenden Wahrheitstafel zusammengefasst:

p q —p pAg pVgq pP=q p=q
W W F W W W W
144 F F F 144 F F
F 1% 144 F 1% 1474 F
F F 144 F F 1474 1474

| ]

Die folgenden Merkregeln verifiziert man direkt durch Aufstellen der jewei-
ligen Wahrheitstafel.

| MERKREGELN FUR DEN UMGANG MIT LOGISCHEN OPERATOREN |

Bemerkung 1.1.2.

(a) Doppelte Verneinung bejaht: —(—p) <= p. Diese Aussage ist unabhingig
von p wahr. Solche Aussagen nennt man allgemeinguiltig.

(b) Negation vertauscht A und V: (de Morgansche Regeln):
~(pVq) == -pA-g und —(pAg) < pV g

(¢c) Wir schreiben W bzw. F fiir die Aussage, die immer wahr bzw. immer
falsch ist. Dann gilt fiir jede Aussage p:

pANF<—=F, pVF<—=p und pAW<—p pVW<—=W.

Dies sind also 4 allgemeingiiltige Aussagen.

(d) Logische Distributivgesetze: Fiir Aussagen p,q,r gelten:

pA(gVr)e (pAg)V(pAr) und pV(gAT) & (pVg A(pVr). =
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Bemerkung 1.1.3.  (Regeln fiir logisches Schliefien)
(1) Direkter Schluss:
A (p=q)=q

Ist p wahr und impliziert p die Aussage ¢ (d.h. folgt aus der Wahrheit von p die
Wahrheit der Aussage ¢), so ist ¢ wahr. Die Allgemeingiiltigkeit dieser Aussage
verifiziert man direkt anhand der Tabelle.
Beispiel: Es ist sehr instruktiv, sich diesen Schlufl an einem Beispiel klarzu-
machen:
p: Es ist Montag.
q: Es regnet heute.
p = q: Es regnet an jedem Montag.

Die Schlussweise besagt also: ,, Wenn heute Montag ist*“ und ,, Wenn es
jeden Montag regnet“, dann , regnet es heute“.
(2) (rgA(p=q)) = —»
Im Beispiel: ,, Wenn es heute nicht regnet und wenn es jeden Montag regnet,
dann ist heute nicht Montag. “
(3) Kontraposition:

(p=q) < (~¢ = —p).

Im Beispiel: ,, Es regent jeden Montag* <= ,, Wenn es nicht regnet, ist es nicht
Montag*“.

(4) Schlussketten: In der Notation logischer Schliisse verwenden wir zwei Typen
von Schlussketten: In einer Schlusskette des Typs

P1L == p2 <= ... <= Dp

verstehen wir das Zeichen <= als ein Symbol, das uns signalisiert, dass alle
Aussagen p; <= p2, p2 < p3 usw. wahr sind. Man sagt auch, dass die
Aussagen durch A quivalenzumformungen auseinander hervorgehen. Insbesondere
gilt dann p; <= p,,. Zum Beispiel folgt die Giiltigkeit von (3) unter Verwendung
der doppelten Verneinung (1.1.2(a)) aus folgender Kette von Aquivalenzen:

(p=q) <= (p)Vqg<=qV (-p) <= (—¢= ).

Entsprechend verwenden wir das Symbol =. In einer Schlusskette des
Typs
PL = P2 = ... = DPn

bedeutet es, dass alle Aussagen p; = po, p2 = p3 usw. wahr sind. Insbesondere
gilt dies dann fiir p; = p,, . [ ]

Bemerkung 1.1.4.  (Formale Struktur mathematischer Beweise) Typischer-
weise haben mathematische Satze die Gestalt:

p=49q.
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In einem Beweis geht es also um die Verifikation einer solchen Aussage. Es gibt
mehrere Moglichkeiten des Vorgehens:

(1) direkter Beweis: Man nimmt an, die Voraussetzung p sei wahr und schliefit
hieraus, dass ¢ wahr ist (siehe 1.1.1(iv)).

(2) Fiir den indirekten Beweis gibt es zwei Varianten, die auf den Aquivalenzen

(p=4q <= (~¢g=-p) <= -(pA—q)

beruhen.
(a) Man nimmt an, dass ¢ falsch ist und leitet daraus ab, dass p falsch ist.

(b) Die andere Variante besteht darin anzunehmen, dass p wahr ist und ¢
falsch und daraus einen Widerspruch herzuleiten. Hiermit ist die Wahrheit der
Aussage —(p A —q) bewiesen und damit p = q. n

Die Menge der naturlichen Zahlen sei mit
N:={1,2,3,...}

bezeichnet. (“:= bedeutet hier definierte Gleichheit, oben wird also die Menge
N definert.)

Wir betrachten ein erstes Beispiel fiir einen indirekten Beweis.

Satz 1.1.5. Ist n eine durch 4 teilbare natirliche Zahl, so ist n + 3 keine
Quadratzahl.

Beweis. (Indirekter Beweis) Wir nehmen an, n + 3 sei eine Quadratzahl, d.h.,
es gibt eine natiirliche Zahl k mit n + 3 = k2.

1. Fall: k ist gerade, d.h., es gibt eine natiirliche Zahl m mit k£ = 2m. Dann
ist k2 = 4m? durch 4 teilbar und folglich n = k? — 3 nicht durch 4 teilbar.

2. Fall: k ist ungerade, d.h., es gibt eine natiirliche Zahl m mit £k = 2m + 1.
Dann ist k? = 4m? +4m + 1, d.h. k? — 1 ist durch 4 teilbar, also n = k? — 3 =
(k? — 1) — 2 nicht. n

Definition 1.1.6.  (Quantoren)

(1) Der Allguantor: Sei J eine Menge (vgl. hierzu den néchsten Abschnitt) und
(pj)jes eine Familie von Aussagen, d.h., fiir jedes j € J ist p; eine Aussage.
Dann ist

(Vj € J)p;
die Aussage, die genau dann wahr ist, wenn p; fiir alle j € J wahr ist.
Beispiele:

(a) (Yn € N),n ist gerade“ ist falsch, da 3 nicht gerade ist.

—_———
Pn

(b) (Vn € N)n < n? ist wahr.
(2) Der Existenzquantor: Ist (p;)jes eine Familie von Aussagen, so ist

(35 € J)p;
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die Aussage, die genau dann wahr ist, wenn ein jo € J so existiert, dass pj,
wahr ist.

Beispiele:
(a) (In € N) , n ist gerade“ ist wahr.
(b) (In € N) ,, n ist Primzahl® ist ebenfalls wahr.

(3) Verschirfter Existenzquantor: Die Aussage
(3'j € J) Dj

bedeutet: Es existiert genau ein jo € J, so dass p;, wahr ist.

Beispiele:
(a) (In e N) , n ist gerade* ist falsch.
(b) (3'n € N) n3 = 27 ist wahr. n

Bemerkung 1.1.7.  (Merkregeln fiir den Umgang mit Quantoren)
(a) Die Entsprechungen der de Morganschen Regeln fiir Quantoren sind

ﬁ((w e J)pj> e (FjeJ)-p; und ﬂ<(Elj c J)pj) = (VjeJ)p,.

(b) Man darf Existenz- und Allquantor im allgemeinen nicht vertauschen:

SVnEN)(EIkEN)ngk = (EIkEN)(VnGN)ngli.

s
-~ -~

w F

1.2 Mengenlehre

Dem Begrift der Menge stellen wir uns naiv gegentiber, d.h., wir stellen uns auf
den Standpunkt, dass wir eine Menge kennen, wenn uns gesagt wird, welche
Elemente sie enthalt. Wie kann das aussehen?

Ist M eine Menge, so schreiben wir

reM

fiir die Aussage, die genau dann wahr ist, wenn x Element der Menge M ist,
und

r¢ M:< —-(xeM).

Hierbei verwenden wir das Symbol : < fiir definierte Aquivalenz. Durch obige
Zeile wird die Bedeutung des Symbols ¢ definiert.
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Definition 1.2.1.  (Beschreibung von Mengen)
(1) (Aufzdhlung der Elemente) Eine Menge kann durch Aufzéhlung ihrer
Elemente beschrieben werden:
M = {4,6,%}, N = {+,—,8}.
N ={1,2,3,...} — Die Menge der natiirlichen Zahlen
No = {0,1,2,3,...}
7 =4{0,1,-1,2,-2,3,-3,...} — Die Menge der ganzen Zahlen
Beachte: {1,2,3,2} = {1,2,3}.
Eine andere Moglichkeit besteht in der Beschreibung durch andere Mengen:
Q= {g:p € Z,q € N} — Die Menge der rationalen Zahlen

(2) (Aussonderung) Die Elemente einer Menge konnen durch eine Aus-
sageform spezifiziert werden: Zu jedem Element x einer Menge M sei uns eine
Aussage p(x) gegeben. Wir nennen das Symbol p(x) dann eine Aussageform
und z die freie Variable in p(x). Wir kénnen hiermit die Menge

N:={x e M:p(x)}:= {x € M:p(zx) ist wahr}
bilden. Sie enthélt genau die Elemente z von M, fiir die die Aussage p(x) wahr

ist. Genau wie bei der Definition der Quantoren, kann man (p(z)).cps auch als
eine Familie von Aussagen auffassen. [ ]

Beispiele:
a) Die Menge der geraden Zahlen
G={neN:(ImeN)n=2m} ={n € N:n ist gerade}

Hier ist p(n) die Aussage ,, (3m € N)n = 2m “ bzw. , n ist gerade*.
b) Die Menge aller Primzahlen

P = {n € N:n ist Primzahl}.
Hier ist p(n) die Aussage ,, n ist Primzahl“. [

Bemerkung I1.2.2. Die Einschréankung = € M in Definition 1.2.1(2) ist
wesentlich, da sie unerlaubte Konstruktionen wie die folgende ausschlief3t:

R:={z:x ¢ x} — die sogenannte Russelsche Unmenge.

Diese Definition fithrt zu einem Widerspruch (der Russelschen Antinomie!),
wenn man fragt, ob die Menge R selbst Element von R ist:

e Ist R € R, so folgt aus der definierenden Eigenschaft der Menge R, dass
R ¢ R ist — Widerspruch; und

I Bertrand Russel (1872-1969), englischer Mathematiker, Logiker und Philosoph.
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e ist R ¢ R, so gilt die definierende Eigenschaft der Menge R fiir R, so dass
R € R gilt — Widerspruch!
Diese Art von Konstruktion weist auf Probleme hin, die man erhélt, wenn
man Mengen von Mengen betrachtet. Insbesondere gilt:

Es gibt keine ,Menge aller Mengen “! [ ]

Definition 1.2.3. (1) A C B (A ist Teilmenge von B) bedeutet x € A =
r € DB.

(2) A= B:< ((z € A) < (z € B)), d.h., zwei Mengen sind genau dann
gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten. Man beachte

A=B <= (ACB)A(BC A).

(3) @: Die leere Menge. Sie enthélt keine Elemente; die Aussage x € ) ist
immer falsch bzw. v € 0 <= F. n

In der folgenden Definition stellen wir zusammen, wie wir aus Mengen
neue Mengen konstruieren diirfen. Dass hierbei Vorsicht geboten ist, zeigt die
Russelsche Antinomie.

Definition 1.2.4.  (Konstruktion neuer Mengen) Seien X und Y Mengen.
(i) Das Komplement von Y in X beschreiben wir durch Aussonderung:

X\Yi={zreX:z¢Y}
(ii) Die Vereinigung zweier Mengen
XUY:={zmzrxeXVrxeY}

lasst sich nicht durch Aussonderung beschreiben.
(iii) Den Durchschnitt zweier Mengen beschreiben wir wieder durch Aus-

sonderung;:
XNY:={zeXzeY}={nrxeXNzeY}

(iv) Beliebige Durchschnitte und Vereinigungen: Ist {A;:j € J} eine
Menge von Mengen, so definieren wir

U Aji={z:(3jeJ)z e A;}

JjeJ

Dann ist z € U,;c; 45 & (Fj € J) x € A;j. Ist J = O, so ist diese Aussage
immer falsch und daher |J;.; A; = ©. Analog definieren wir fiir eine nichtleere
(Index-)Menge J:

m Ajir={z:(Vj e J) z e A}

JjedJ



8 I. Logik und Mengenlehre 12. April 2007

Fiir endliche Mengen J = {1,2,3,...,n} schreibt man auch

=

A;=JA4,=A04U...uA4,
1 Jjed

<.
I

bzw.

=y

Aj = ﬂAj:AlmAzm...mAn.
1 jeJ

J

(v) Die Produktmenge: Fir z € X und y € Y nennt man eine geordnete
Auflistung (x,y) ein Paar. Die Menge

XxY:i={(z,y)rz e XNyeY}

heifit Produktmenge (kartesisches Produkt) von X und Y.

Folgende Konstruktion ist etwas allgemeiner. Sind Ay, ..., A, Mengen und
ay € Ay, ...,a, € A,, so heiBit die geordnete Liste (a1, as,...,a,) ein n-Tupel
(2-Tupel sind Paare; 3-Tupel werden Tripel genannt). Man definiert dann

Ay x...xAn::{(al,...,an):al EAl/\.../\CLnEAn}.
Fiur Ay = Ay = ... = A,, schreibt man auch

A=A x ... x A, =Ax...xA.
———

n Faktoren

Beispiele:
a) Z3:={(n,m,k):n,m,k, € Z}
b) Die Mengen A:= {%,0} und B:= {e,1} liefern

A x B ={(%,0),(x1), (o), (o, 1)}.

(vi) Die Potenzmenge: Ist A eine Menge, so heifit
P(A):={B:BC A}

die Potenzmenge von A. Sie enthéilt alle Teilmengen von A.
Beispiel: Fir A = {0,1} ist P(A) = {0,{0},{1},{0,1}}.
Beachte: Fiir jede Menge A gilt @ C A. [
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1.3 Funktionen

Seien X und Y Mengen. Eine naive Definition einer Funktion bzw. Abbildung
f: X — Y konnte beispielsweise so aussehen: ., Eine Funktion f: X — Y ist
eine Vorschrift, die jedem Element von X genau ein Element von Y zuordnet “.
Hierbei haben wir zuerst zu klaren, was man unter einer ,, Vorschrift “ versteht.

Definition 1.3.1. Es seien X und Y Mengen. Eine Funktion (Abbildung) f
ist ein Tripel (X,Y,I'f), bestehend aus den Mengen X, Y und einer Teilmenge
'y C X xY, fir die gilt:

(Ve e X)Jy€Y) (z,y) € I'y.

Bezeichnungen:

1) Ist (z,y) € I'y, so heifit f(z) := y Funktionswert an der Stelle x; man
schreibt auch z +— f(z), womit suggeriert wird, dass dem Element =z € X
das Element f(x) aus Y zugeordnet wird.

2) X heifit Definitionsbereich.
3) Y heifit Werte- oder Bildbereich.

4) Ty heifit Graph der Funktion.

Zwei Funktionen sind also genau dann gleich, wenn ihre Definitionsbereiche,
Wertebereiche und Graphen iibereinstimmen.

5) Man schreibt f: X — Y fiir Funktionen der Gestalt (X,Y,I'f), d.h. mit
Definitionsbereich X und Bildbereich Y .

6) Die Menge f(X):={yeY:(3x € X)y = f(x)} heiit Bild von f.
Fiir eine Teilmenge A C X heifit

fAy={yeY:(Fz € A)y= f(z)}

das Bild von A unter f.
Fir B CY heifit
[ (B):={z € X: f(z) € B}
das Urbild von B.
Fir B = {y} CY schreiben wir kiirzer f=1(y):= f~1({y}). n

Beispiel 1.3.2. Sei X =Y =Q.
(a) f(z) =2%+5 hat den Graphen I'y = {(x,y) € Q*y = 2% + 5}.
(b) f(x) =« +1 hat den Graphen I'y = {(z,y):y = v + 1}.
(c) Es gibt keine Funktion f:Q — @, deren Graph die Menge I' = {(z,y) €
Q?:9y? = x} ist (Skizze!).
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(d) Funktionen miissen nicht immer auf Zahlenmengen definiert sein; eine
durchaus sinnvolle Funktion ist etwa:

f:{Menschen} — Ny, x+— Alter von z. n
Definition 1.3.3. (1) Die identische Funktion auf der Menge X :
ldX == (Xa X7 Fidx)7

wobei der Graph T'ig, = {(z,y) € X x X:x = y} die Diagonale ist. Wir haben
also idx (z) = z fir alle x € X .

(2) Die konstante Funktion/Abbildung auf yo € Y ist durch f: X —
Y, f(x) = yo fiir alle x € X definiert. Ihr Graph ist die Menge I'y = {(z,y0):z €
X} (Skizze!).

(3) Eine Moglichkeit, aus einer schon vorhandenen Funktion eine neue
zu gewinnen, ist die Restriktion oder FEinschrdnkung einer Funktion auf eine
Teilmenge ihres Definitionsbereichs: Ist f: X — Y eine Funktion und A C X,
so wird durch

f|A:A_>Y> fo('iU)
die Finschrinkung von f auf A definiert. Der Graph dieser Funktion ist
Fpa=Trn(AxY)={(z,y) e AxY:y= f(x)} CTy. n
Bei einer Funktion f: X — Y wird jedem = € X genau ein f(x) €

Y zugeordnet. Fiir ein y € Y kann es aber mehrere Urbilder geben. Man
unterscheidet daher mehrere Typen von Funktionen:

Definition 1.3.4. Eine Funktion f: X — Y heif}t
(a) injektiv, wenn jedes y € Y hochstens ein Urbild hat, d.h.

Ve e X)(Vo' € X) f(z) = f(2') = v =2/
(b) surjektiv, wenn jedes y € Y mindestens ein Urbild hat, d.h.

(Vy € Y)(3r € X)y = f(x),

dh. f(X)=Y.
(c) bijektiv, wenn jedes y € Y genau ein Urbild hat, d.h. wenn f injektiv und
surjektiv ist. [ ]

Die Surjektivitdt von f besagt, dass die Gleichung f(x) = y fiir jedes
y € Y losbar ist, wohingegen die Injektivitat die Eindeutigkeit der Losung
bedeutet (sofern sie existiert).
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Beispiel 1.3.5.

(a) Die Funktion

ffN—=Nn—n+1
ist injektiv, aber nicht surjektiv.

(b) Die Funktion
n—1, fallsn>2
1, falls n =1

ist surjektiv, aber nicht injektiv (denn f(2) = f(1) =1).

(c) Die Funktion

f:N—>N,nl—>{

f:7 — Z,n— n?

ist weder injektiv noch surjektiv. [ ]

Umkehrfunktionen

Sind X und Y zwei Mengen und ist R C X x Y, so setzen wir
R Yt={(y,z) €Y x X:(x,9) € R}.
Eine Teilmenge R C X x Y nennt man eine Relation (zwischen X und Y').

Satz 1.3.6. Fur eine Funktion f: X —'Y sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

(1) f ist bijektiv.
(2) Die Relation (U'f)~* CY x X ¢ der Graph einer Funktion g:Y — X, d.h.
das Tripel (Y, X, (Ty)"") ist eine Funktion.

Beweis. Das Tripel (Y, X, (I'f)"!) ist genau dann eine Funktion, wenn es zu
jedem y € Y genau ein x € X mit (y,z) € (I'y)~! gibt. Dies ist nach der
Definition von (I'y)~! genau dann der Fall, wenn es zu jedem y € Y genau ein
x € X mit (x,y) € 'y gibt. Dies wiederum ist dquivalent zur Existenz genau
eines x € X mit y = f(x) fiir jedes y € Y, was heifit, dass f bijektiv ist. |

Definition 1.3.7. Erfillt f: X — Y die Bedingungen von Satz 1.3.6, so
schreiben wir f~1:= (Y, X, (T'f)™1) (bzw. f~%Y — X)) fiir die Funktion mit
dem Graphen T'y-1 = (I'y)~'. Sie heiBt Umkehrfunktion von f.

Fir € X und y € Y ist (z,y) € I'y édquivalent zu f(r) = y und
f~Y(y) = x. Insbesondere gilt

fFHf@) =2 wd f(f7'y) =y

Beachte: Fiir jede Funktion f: X — Y und jede Teilmenge B C Y ist die
Urbildmenge f~!(B) immer definiert; ob f bijektiv ist oder nicht. In diesem
Sinne verwenden wir das Symbol f~! also auch, wenn keine Umkehrfunktion zu
f existiert. ]
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Beispiel 1.3.8. Fiir die Funktion f:Q — Q, f(x) = 3z +2 ist die Umkehrfunk-

tion f~' gegeben durch f~!':Q — Q, f~!(y) = = n

Definition 1.3.9. Sind f: X — Y und ¢:Y — Z Funktionen, so wird durch

gofi X —Z x—g(f(x))

eine Funktion definiert (Nachweis!). Sie heifit die Komposition (Verknipfung)
der Funktionen f und g. [

Bemerkung 1.3.10. (a) Ist eine Funktion f: X — Y bijektiv, so gilt
foft=idy und flof=idx.

Das folgt sofort aus den beiden Formeln in Definition 1.3.7.
(b) Fiir

ffQ—-Q, z—3z+1 ud ¢gQ—Q, z—z?-1

ist
gof:Q—-Q, z+— 3z+1)2—-1=092%+62

und
fogQ—Q, z+—3x*-1)+1=32%-2.

Insbesondere erkennt man an diesem Beispiel, dass fiir zwei Funktionen f, g: Q —
Q im allgemeinen fog+# go f gilt. |

Aufgabe 1.3.1. (a) Sind f: X — Y und ¢:Y — Z injektive (surjektive)
Funktionen, so ist auch deren Komposition go f: X — Z injektiv (surjektiv).
(b) Ist f: X — @ eine Funktion, so ist X = @.
(c) Fiir jede Menge Y ist f = (0,Y, ) eine Funktion. Ihr Graph I'; ist
die leere Menge. Man beachte, dass auch die Menge @ x Y leer ist. [ |

Aufgabe 1.3.2. Seien X und Y Mengen sowie f: X — Y eine Funktion und
fPY) = PX), Aw fTHA)
die Funktion, die jeder Teilmenge von Y ihr Urbild in X zuordnet. Zeigen Sie:

(1) f ist genau dann injektiv, wenn f* surjektiv ist.
(2) f ist genau dann surjektiv, wenn f* injektiv ist. [ ]
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Aufgabe 1.3.3. (a) Zeige: Sei X eine nichtleere Menge. Eine Funktion f: X —
Y ist genau dann injektiv, wenn eine Funktion ¢g: Y — X so existiert, dass

go f=idyx.

(b) Zeige: Eine Funktion f: X — Y ist genau dann surjektiv, wenn eine
Funktion ¢g:Y — X existiert, so dass

fog=idy.

(c) Zeige: Eine Funktion f: X — Y ist genau dann bijektiv, wenn eine
Funktion ¢g: Y — X existiert, so dass

fog:idy und gof:idX. |

Aufgabe 1.3.4. (Komposition von Funktionen ist assoziativ) Zeige: Sind
f:X =Y, gY — Z und h: Z — U Funktionen, so gilt

(hog)of=ho(gof) u

Maichtigkeit von Mengen

Definition 1.3.11.  (a) Zwei Mengen X und Y heiflen gleichmdchtig, wenn
es eine bijektive Funktion F: X — Y gibt. Zwei Mengen X und Y sind also
genau dann gleichméachtig, wenn es moglich ist, jedem Element z € X genau
ein Element y € Y derart zuzuordnen, dass jedes Element von Y genau einem
Element von = zugeordnet ist. Man stellt sich vor, dass die beiden Mengen X
und Y dann ,, gleichviele“ Elemente enthalten, wieviele es auch sein mogen.

(b) Eine Menge X heifit endlich, wenn sie leer ist oder ein n € N existiert,
so dass X gleichméchtigiszu {1,...,n}, d.h., es existiert eine bijektive Funktion

f:4{1,2,...,n} — X.

Fiir z; := f(i) ist dann X = {x1,...,2,}. In diesem Fall schreiben wir | X|=n
und nennen diese Zahl die Kardinalitit (Mdchtigkeit) von X .

Um einzusehen, dass die Definition der Kardinalitdt sinnvoll ist, hat man
zu zeigen, dass n durch die Menge X eindeutig bestimmt ist, also dass aus der
Existenz von Bijektionen

{1,2,...,n} - X = {1,2,...,m}

schon n = m folgt (Nachweis als Ubung! Hinweis: Man argumentiere, dass
n <m und m < n gelten).

(c) Eine Menge X heifit abzdhlbar, wenn sie leer ist, oder es eine surjektive
Funktion f:N — X gibt, d.h. wenn man die Elemente von X ,, abzahlen“ kann:
X ={f(1), f(2),...} bzw. X = {x1,x9,23,...}. Wenn X nicht abzdhlbar ist,
so nennen wir X uberabzdhlbar. ]
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Bemerkung 1.3.12. (a) Ist X eine abzdhlbare Menge und f: X — Y eine
surjektive Funktion, so ist auch Y abzéhlbar. (Ist ¢:N — X surjektiv, so ist
fog:N—Y surjektiv. (Aufg. 1.3.1(a)))

(b) Jede endliche Menge ist abzéhlbar (Nachweis!).

(c) Jede unendliche abzéhlbare Menge ist gleichméchtig zu N. Hierzu muss
man zeigen, dass aus der Existenz einer surjektiven Funktion f:N — M die einer
bijektiven Funktion g:N — M folgt. Hierzu definiert man

h(n) := min{m € N: |{f(1),..., f(m)}| = n}.

Dann ist h(n) > n fiir alle n» € N und man kann zeigen, dass h:N — N eine
injektive Funktion ist, fiir die g := foh : N — M bijektiv ist. (Details als
Ubung!) u

Satz 1.3.13. Die Mengen N und N x N sind gleichmdchtig.

Beweis. Wir definieren eine Funktion f:N x N — N durch

(p+qg—1(p+q—2)
2

f(p,q) = + p.

Diese Funktion ist bijektiv (Nachweis als Ubung; hierbei ist eine Skizze hilfreich).
n

Folgerung 1.3.14. Jede abzdhlbare Vereinigung abzahlbarer Mengen ist ab-

zihlbar, d.h. ist M = J,,cy My und sind alle Mengen M,, abzihlbar, so auch M .

Beweis. Seien die Mengen M,, fiir jedes n € N abzahlbar, d.h., wir konnen sie
beschreiben als M,, = {x,1,2n,2,...}. Dann existiert fiir die Menge

U M, = {zpm: (n,m) € N x N}

neN

eine surjektive Funktion NxN — (), .y My, (n,m) +— Ty 1, sie ist also abzahlbar
(Bemerkung 1.3.12(a)). u

Folgerung 1.3.15.  Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.

Beweis. Da die Menge Z abzahlbar ist, ist fiir jedes n € N die Menge %Z =
{E:p € Z} abzéhlbar. Wegen

o=/ .z

neN

folgt die Abzahlbarkeit von Q daher aus Folgerung 1.3.14. |
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Satz 1.3.16. (Cantor!-Russel) Sei X eine Menge. Dann existiert keine sur-
jektive Funktion f: X — P(X), insbesondere auch keine bijektive.

Beweis. Sei f: X — P(X) eine Funktion. Wir zeigen, dass f nicht surjektiv
ist, indem wir zeigen, dass die Menge A:= {x € X:2 ¢ f(z)} nicht in f(X)
liegt. Wir fiihren einen indirekten Beweis; dazu nehmen wir an, dass A = f(y)
fiir ein y € X gilt.

1. Fall: y € A. Dann ist y ¢ f(y) = A; Widerspruch!

2. Fall: y ¢ A. Dann ist y € f(y) = A; Widerspruch!

Die Annahme ist also falsch, d. h. es gilt A ¢ f(X) und daher ist f nicht

surjektiv. [ ]

Eine wichtige Folgerung aus Satz 1.3.16 ist, dass es keine grofite Menge
gibt, denn fiir jede Menge X ist die Potenzmenge P(X) echt grofler.

Folgerung 1.3.17.  Die Menge P(N) aller Teilmengen der natirlichen Zahlen
ist nicht abzahlbar. n

I.4. Das Prinzip der vollstandigen Induktion

In diesem Abschnitt werden wir die natiirlichen Zahlen etwas genauer betrach-
ten. Hierbei werden wir das zentrale Beweisprinzip der vollstandigen Induktion
kennenlernen.

Wir stellen uns hier auf den Standpunkt, dass wir die natdirlichen Zahlen

N={1,2,3,...} bzw. No={0,1,2,3,...},

die ganzen Zahlen
Z={0,£1,42,43,...}

und die rationalen Zahlen (Briiche)
_{P.
e={%pezqen}
q
kennen. Wir haben damit folgende Inklusionen von Mengen:
NCZCQ.

Am Anfang unserer Uberlegungen steht das:

| Wohlordnungsprinzip /Induktionsprinzip |

| JEDE NICHTLEERE TEILMENGE M C N BESITZT EIN KLEINSTES ELEMENT.

1 Georg Cantor (1845-1918), deutscher Math. in Halle, Begriinder der Mengenlehre; be-
suchte 1859-1862 die Hohere Gewerbeschule in Darmstadt, studierte in Berlin.
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Wir werden dieses Prinzip als ein Axiom iiber die Menge N der natiirlichen
Zahlen betrachten. Man sollte sich an dieser Stelle noch einmal bewusst machen,
dass wir nicht axiomatisch prazisiert haben, was die natiirlichen Zahlen sind,
sondern von einer naiven Vorstellung der Menge N mit ihren arithmetischen Ope-
rationen ausgehen. Préizisiert man die Eigenschaften von (N, +,:) axiomatisch
(Peano-Axiome? ), so ist das Wohlordnungsprinzip letztendlich in die Axiomatik
eingebaut.

Aus dem Wohlordnungsprinzip leiten wir sogleich eine wichtige Folgerung
ab:

| DAS BEWEISPRINZIP DER VOLLSTANDIGEN INDUKTION |

Satz 1.4.1. Sei (pn)nen eine Folge von Aussagen. Gilt
(A) p1 und
(S) pn = Pn+1 fir alle n € N,

so gilt: (Vn € N) p,,.

Beweis. (Indirekter Beweis) Wir betrachten die Menge M := {n € N:—p,}.
Ist M nicht leer, so besitzt M nach dem Wohlordnungsprinzip ein kleinstes
Element m. Wegen (A) ist m # 1. Daher ist m — 1 eine natiirliche Zahl
mit m — 1 ¢ M, d.h., p,_1 ist wahr. Wegen (S) ist dann auch p,, wahr; ein
Widerspruch. [ ]

Mochte man fiir jede natiirliche Zahl n eine Aussage p, beweisen, so kann
man also wie folgt vorgehen:
Induktionsanfang (A) Zeige die Aussage p; .
Induktionsschritt (S) Zeige: (Vn € N) p, = pny1, d.h., aus der Induktionsan-
nahme p, wird die Aussage p,+1 hergeleitet.

Anschaulich:
Pr = P2 = p3 = P =

w W w w

(Dominoprinzip!)
Man kann das Induktionsprinzip auch verwenden, um mathematische Objekte
rekursiv zu definieren.

Definition I1.4.2. Ist n € N und sind z1,...,x, € Q, so setzen wir
r14+zo+...+xn=(1+x2+...+xp_1)+tx, firn>1

dass man hiermit jede mogliche Anzahl von Summanden erfasst, folgt sofort aus
dem Induktionsprinzip. Weiter definiert man

n
g T = E Tji=x1+T2+ ...+ 2,
j=1 je{1,2,...,n}

1 Guiseppe Peano (1858-1932), italienischer Mathematiker in Torino, formulierte 1892 das

Peanosche Axiomensystem fiir die natiirlichen Zahlen.
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und
0

ij ::ij =0

Jj=1 JED

(die leere Summe).
Analog definiert man Mehrfachprodukte

Ty X oo Ty = (T1 - To ... Xp_q) T, firn>1

und weiter

n
Hl‘jI: H Tj i =T1 T2 ... Tnp.
j=1

je{1,2,...,n}

Hier setzen wir

0
Hacj = H xz; =1 (das leere Produkt).
J=1 J€ED

Speziell definieren wir fiir n € Ny die n-te Potenz von x durch

x" :H:C::c---x::c” e, ali=2,2% =1
. SN——
Jj=1 n mal

1
"

Ist z #0 und n € Z, n <0, so setzen wir x" :=

17

Wir schauen uns jetzt an einigen Beispielen an, wie das Induktionsprinzip

fiir Beweise verwendet werden kann.

Satz 1.4.3. (a) Firalle n e N gilt > 7 _ k= ”(";1) .
(b) Fiir alle n,m € N und q € Q gilt ¢™q" = ¢"*™.
(¢c) Fir alle n,m € N und g € Q gilt (¢™)" =¢"™.
Beweis. (a) (A) (n=1) lele E=1= # ist richtig.

(S) Es gelte > 7 _ k= w Dann ist

n+1
k=1

(b) (A) (n=1) qmq' = g™ " folgt fiir alle m € N aus der Definition.
(S) Es gelte ¢™q" ! = g™t (=1 fiir alle m € N. Dann ist

n—1 m n—1

q"q" = q" (") = (¢ g = ¢ T g = g DAL — g,

(c) (A) (n=1) (¢g™)! = ¢™ gilt trivialerweise.

k=Y k+m+1) ="t nt1=(n+1)(2+1) = (n+1)2E2.
k=1
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(S) Es gelte (¢™)"~! = ¢(»=1™ fiir alle m € N. Dann ist wegen (b)

(qm)n — (qm)n—l m _ (n—=1)m_ _m

" =q q 2 q(n—l)m+m — g -

q
Man beachte, dass der Induktionsanfang (A) sehr wesentlich ist, denn z.B.
lasst sich fiir die Aussagen

- n
n . k= — 1
P ;21 2(n—|— )+5

zeigen, dass p, = pp41 fur alle n € N gilt. Der Induktionsschluss wie im
Beweis von Satz [.4.3(a) ldsst sich also problemlos durchfiihren, obwohl keine der
Aussagen p,, wahr ist.

Mit der Formel aus Satz 1.4.3(a) verbindet sich eine berithmte Anekdote
um Carl Friedrich Gauf$'. Dieser bekam im Alter von sieben Jahren von seinem
Lehrer die Aufgabe gestellt, alle Zahlen von 1 bis 100 aufzusummieren. Carl
Friedrich fing dies etwas anders an als seine Klassenkameraden, und zwar so:

1 + 2 4+ 3 + e + 50 +
100 + 99 + 98 + ... + 52 + 51
= 101 + 101 + 101 + e 4+ 101 = 101-50 = 5050

Dieser Ansatz steckt auch implizit in der soeben bewiesenen Formel:

100
>k =101- 13 = 5050.
k=1

Satz 1.4.4. Seien M und N nichtleere Mengen mit n Elementen, also |M| =
IN| =n. Dann existieren genau

nl:=1-2-3---n (n-Fokultdt)

byektive Funktionen von M nach N .

Beweis. (Induktion nach n).

(A) n=1: Dann gilt |M| = |N| =1 und es gibt genau eine Bijektion.

(S) Sei M = {z1,...,xp41} und N = {y1,...,Ynt+1}, wobei alle x; bzw. y
jeweils paarweise verschieden seien. Ist f:M — N eine Bijektion, so gibt
es fir f(zn4+1) genau n + 1 Moglichkeiten. Ist f(x,41) gegeben, so ist die
eingeschrankte Funktion

flier,zny = N\AS(@ng1)}

eine Bijektion. Hierfiir gibt es nach Induktionsannahme n! Moglichkeiten, da
Hz1,...,2zn}| = n und [N\ {f(zn+1)} = n gilt. Insgesamt ergeben sich so
(n+1)-n!=(n+1)! Moglichkeiten. u

1 Carl Friedrich GauB (1777-1855), Mathematiker und Physiker in Gottingen, leistete

entscheidende Beitrédge in vielen Bereichen der Mathematik.
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Bemerkung 1.4.5. (a) Eine Bijektion f: M — M der Menge M auf sich
nennt man eine Permutation. Es gibt also n! Permutationen einer n-elementigen
Menge.

(b) Fiir den Spezialfall M = {1,2,...,n} ist eine Bijektion f:M — N
eine Aufzdhlung der Menge N als N = {f(1),..., f(n)}. Es gibt nach Satz [.4.4
also genau n! verschieden Anordnungen der Menge N . Konkret kann man dies
folgendermaflen interpretieren: Hat man eine Menge N von n Biichern, so gibt
es n! Moglichkeiten, diese Biicher in einem Regal nebeneinander aufzustellen.

(c) Der Satz 1.4.4 bleibt fir M = N = () richtig, wenn wir

ol:=1

setzen. [

Definition 1.4.6. Fiir a« € Q und n € N definieren wir die Binomialkoef-

fizienten
(a) _ala—1)-(a—n+1) (a) 1
n)’ n! ’ o)
Ist o € Ny, so ist
(O‘):{#in)! fir0<n<a
n 0 fir n > «,

a! _afa—=1)---(a=n+1) (a=n)---2-1

denn

nl(a —n)! n! (a—mn)---2-1
ala=1)---(a—n+1)
n!

Satz 1.4.7. (Additionstheorem fiir Binomialkoeffizienten) Fir o € Q und
n €N gilt
()= G+ ()
= + ,
n n—1 n

(a—l)+(a—1) _@-D-a-1-(m-D+1)  (a-1)--(a—n)

Beweis.

n—1 n (n—1)! n!
:(a—l)---(a—n—I—l) (a—=1)---(x—n)
(n—1)! n!
:(a—l)(.ﬁ-_(o;)—!n—l—l)(l_l_a;n)
_ (@a=1)--(a—n+1) «
(n—1)! n
ala—=1)---(a—n+1) e
- n! :<n)
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Eine leicht eingangige Moglichkeit, sich kleine Werte der Binomialkoef-
fizienten schnell zu besorgen, stellt das Pascalsche Dreieck dar. In ihm ergeben
sich die Eintrage nach der gerade bewiesenen Formel als Summe der diagonal
dariiberstehenden:

7 (1)
1 s (3)
1 1 /
1 2 1
13 3 1
146 1 1
15 10 10 5 1

Man sieht, wie die Binomialkoeffizienten angeordnet sind:

n—1 n—1

(:"1) ("s")

N+ S
(x)
Satz 1.4.8. FEine Menge M mit m FElementen hat (7:) Teilmengen mit n
FElementen. Insbesondere ist (ZL) € Ny fur alle m,n € Ny.
Beweis. (Durch Induktion nach m).
(A) Ist m = 0, so ist
1, falls n =0;

m _—
n) 10, sonst.

Die Behauptung ist also richtig, da M = ) nur eine Teilmenge mit 0 Elementen
besitzt.

(S) Wir nehmen nun an, dass die Behauptung fiir Mengen mit m Elementen
gilt (Induktionsannahme). Sei jetzt |[M| = m + 1 und zg € M. Dann ist
M ={zo} U(M\ {zo}) und |M \ {xo}| = m. Fiir eine n-elementige Teilmenge
N C M gibt es zwei Falle:

(1) 2o € N. Dannist NN (M \{zo}) eine (n—1)-elementige Teilmenge. Nach

Induktionsannahme gibt es hierfiir (n”jl) Moglichkeiten.

(2) 2o ¢ N. Dann ist N C M \ {zo}. Hierfiir gibt es (") Moglichkeiten.

Insgesamt gibt es also

L)) =0
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Moglichkeiten. [ ]

Man kann den gerade bewiesenen Sachverhalt auch kombinatorisch interpretieren:
Man betrachtet die verschiedenen Moglichkeiten, die Elemente einer Menge
M = {xi,...,z,} anzuordnen. Das geht auf m! Weisen. Ist die Menge
der ersten n Elemente N := {x1,...,z,} festgelegt, so gibt es nl(m — n)!
Moglichkeiten der Anordnung, die auf die vorgegebene Menge N fiihrt. Ins-

gesamt ergeben sich also
m\ m!
n)  nl(m-—n)

Moglichkeiten, n Elemente aus M herauszunehmen, da jeweils n!(m—n)! Anord-
nungen die gleiche Teilmenge N liefern.

Satz 1.4.9. (Binomischer Lehrsatz) Fir x,y € Q und n € Ny gilt

(z+y)" = i (Z) AR

k=0

Beweis. (durch vollstdndige Induktion nach m) (A) Fir n = 0: (x +y)" =
1=30_, (Ma%° ist wahr. Fiir den Induktionsschluss (S) rechnen wir:

(z+y)"*!
=(z+y)(z+y)"
e (3 () )
k=0
_ —~ (n k+1 ., n—k — (1 ntl—k
I EE DN WS
k=0 k=0
n—1 n
o n n+1_0 n k+1 n—=k n k n+1—k n 0, n+1
= (et + S ()t e D)t (f)ety
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Auch hier kann man eine kombinatorische Interpretation finden. In der Summe

(x+y)"=(@+y)(zr+y) - (xr+y) (n Faktoren)
=2+ 2"ty + ...

kommt der Term zFy" " genau (Z) -mal vor, da es genau (Z) Moglichkeiten

gibt, aus der n-elementigen Menge der Faktoren eine k-elementige auszuwahlen.

Aufgabe 1.4.1. Zeigen Sie: Fiir eine Selbstabbildung f: M — M einer endli-
chen Menge M sind folgende Aussagen aquivalent:

(1) f ist bijektiv.
(2) f ist injektiv.
(3) f ist surjektiv. |

Aufgabe 1.4.2. Sei M eine k-elementige Menge und N eine n-elementige
Menge. Zeigen Sie:
(1) Es gibt

k—1

H(n—j) =nn—-1)n—-2)---(n—k+1)

J=0

injektive Funktionen f: M — N. Was passiert fiir £k > n?
(2) Es gibt n* Funktionen f: M — N. [ ]
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II. Die reellen Zahlen

In diesem Kapitel wenden wir uns dem Hauptgegenstand der Analysis, der Menge
R der reellen Zahlen, zu. Wir stellen uns die reellen Zahlen als eine “kontinuier-
liche Zahlengerade” vor, mit der wir messen und Geometrie treiben wollen. Die
rationalen Zahlen sind dafiir nicht ausreichend, denn mit ihnen lésst sich nicht
einmal die Diagonale eines Einheitsquadrats messen, die bekanntlich die Lange
V2 besitzt, und diese Zahl ist irrational. Wir werden im Verlauf der Vorlesung
noch viele Griinde dafiir kennenlernen, dass die reellen Zahlen einen minimalen
Zahlbereich bilden, der den Anforderungen der Analysis gerecht wird. Es gibt
durchaus gréflere Zahlbereiche, mit denen man Analysis treiben kann (Non-
standard Analysis), und andere Zahlbereiche (p-adische Zahlen), die zwar allen
metrischen Anforderungen geniigen, aber nicht zum Messen geeignet sind. Diese
Zahlbereiche sind Gegenstand der p-adischen Analysis bzw. der Algebra.

Was sind die reellen Zahlen und welche Struktur tragen sie? Um dies zu
verstehen, betrachten wir zunachst die bekannten Strukturen auf der Menge Q
der rationalen Zahlen.

Die Menge Q der rationalen Zahlen tragt mehrere Strukturen:

(1) Die Addition:
a c ad + bc
0xQ—-0Q (b’d) Y

(2) Die Multiplikation:

exQ-Q

a C) ac
f— f— — —
b’ d bd
(3) Eine dritte Struktur ist durch die Ordnungsrelation < auf Q gegeben:

%< <— bec—ad e N

Ql o

(beachte: b,d € N).

Gegenstand dieses Abschnitts sind diese drei Strukturen, ihre Eigenschaf-
ten, und wie man sie auf die reellen Zahlen iibertragen kann. Hierbei werden wir
der axiomatischen Methode folgen, d.h., wir werden Eigenschaften bzw. Rechen-
regeln als Aziome formulieren, die in dem Bereich, den wir jeweils betrachten,
gelten sollen. Dies fithrt uns zu vielen Strukturen, die in der Mathematik eine
zentrale Rolle spielen. Die reellen Zahlen samt der drei Strukturen (Addition,
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Multiplikation und Ordnung) werden schliellich durch eine Liste von Axiomen,
die sich auf diese Strukturen beziehen, (eindeutig) als vollstindig angeordneter
Korper charakterisiert.

I1.1 Axiome der Arithmetik

Axiome der Addition

Wir betrachten zuerst die Axiome der Addition bzw. den Begriff der abelschen
Gruppe.

Definition I1.1.1.  Ein Paar (G, *) aus einer Menge G und einer Funktion
G xG— G, (r,y)—T*y

heiflt Gruppe, wenn folgende Axiome erfullt sind:

(A) Assoziativgesetz: (Vx,y,z € G)x*x (y*xz) = (x *y) * 2.

(N) Neutrales Element:(Je € G)(Vx € G) xxe=exx = .

(I) Existenz eines Inversen: (Vx € G)(Jy € G)rxxy=y*xx =e.
Man sagt dann auch, dass die (bindre) Operation % auf G die Struktur einer
Gruppe definiert.

Gilt zusétzlich das

(K) Kommutativgesetz: (Vr,y € G)xxy =yx*x,

so spricht man von einer abelschen Gruppe. In diesem Fall schreiben wir in

der Regel + statt x fiir die Gruppenoperation und 0 statt e fiir das neutrale
Element, das man dann auch Nullelement nennt. [ ]

Beispiel 11.1.2. (a) Einfache Beispiele fiir abelsche Gruppen sind (Z,+) und
(Q, +). Warum ist (N, +) keine abelsche Gruppe? Welche Axiome sind verletzt?
Ein weiteres Beispiel ist (Q*,-), wobei Q™ :=Q\ {0} ist.

(b) Wir betrachten die zweielementige Menge F := {0, 1} mit der Addition
modulo 2:

0+0:=1+1:=0 wund O0+1:=1+0:=1.
Dann ist (F,+) eine abelsche Gruppe. n

Aus den 4 Axiomen (A),(N),(I) und (K) einer abelschen Gruppe lassen
sich weitere Eigenschaften ableiten, die wir uns nun anschauen. Man kann sich
iiberlegen, dass keines der 4 Axiome aus den drei anderen folgt. In diesem Sinn
bilden sie ein minimales System.
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Bemerkung I1.1.3.  Sei (A, +) eine abelsche Gruppe. Wir halten einige
Folgerungen aus den Axiomen fest:

(1) Eindeutigkeit des Nullelements: Sind 0 und 0’ Nullelemente von A, so gilt
0=0+0" =0 und folglich 0 =0’.
(2) Eindeutigkeit des Inversen: Sind y und ¥’ invers zu z, so gilt

) @

(A)
y=y+0=y+(x+y) = (

I N
y+m)+y/(:)0+y/(:)y/.

Da das Inverse des Elements x € A eindeutig bestimmt ist, ist es sinnvoll,
dieses Element mit —z zu bezeichnen. Weiter definieren wir

r—y:i=z+(-y).

(3) 0 = —0: Dies folgt wegen 0+ 0 =0 aus (2).
(4) Fiir alle z € A gilt —(—z) = = aufgrund der Symmetrie von (I).
(5) Fir alle z,y € A gilt —(z+vy) = -y —x:

@t +(y-2) CPat@t(—y-2)Cr+(w-y -2

Qx—l—(O—x)@)x z 2

0.

Aus (2) folgt somit —y —x = —(x 4+ y).
(6) (Subtraktion bei Gleichungen) Es gilt x +a=b< x =b—a:

» = Es gilt x@)x—i—O(Qm—I—(a—a) D (x4+a)—a=b—a.

» <= Aus x = b—a folgt x+a:(b—a)+a(i)b+(—a+a)Qb—I—O(E)b. L

Axiome der Multiplikation

Definition I1.1.4. Ist K eine Menge mit zwei Verkniipfungen (Abbildungen)
KxK—-K, (z,yymxz+y und KxK—K, (z,y)—z-vy,

so heifit K bzw. das Tripel (K, +,-) Kdrper, falls (K, +) eine abelsche Gruppe
ist und fiir die Multiplikation folgende Axiome gelten

(MA) Assoziativgesetz: (Vr,y,z € K)x-(y-z) = (x-y) -z
(MK) Kommutativgesetz: (Vx,y e K)x-y=y-x
(E) Einselement:(31 € K)(1#£0)A(Vz e K) z-1=1 -z =uz)
(MI) Euxistenz eines Inversen: (Vx € K\ {0})(Fye K)z-y=y -z =1.
Weiter seien Addition und Multiplikation verbunden durch das
(D) Distributivgesetz: (Vx,y,z € K)z-(y+z2)=x-y+x-z. n

Man lasst bei der Multiplikation aus Bequemlichkeitsgriinden iiblicherweise
den Punkt weg und schreibt xy anstatt x -y.
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Bemerkung I1.1.5.  Wir halten wieder einige Folgerungen aus den Korper-
axiomen fest:

(7)Esgilt 0.2 =0=x-0 fir alle x € K:

N)

m-Ozx-(O—i—O)g) (©)

r-0+2- 0= 2-0=2-0—2-0=0.

(8) Wir schreiben K* := K \ {0}. Dann ist (K*,-) eine abelsche Gruppe:
Zuerst miissen wir zeigen, dass die Multiplikation die Menge K* x K* nach
K* abbildet. Sind z,y € K* und 2’ bzw. vy’ jeweils multiplikative Inverse von
x bzw. y, so erhalten wir wie in (6) zunéchst

(zy) (y/m,)(M:A)m (y(ylxl)) (M:A)x ((yy’)m/) (hg)x (laf)/) (E)xm’(l\il)l_
Wegen (7) und 0 # 1 ist daher zy # 0. Also ist die Multiplikationsabbildung
‘:KXXKX%KX7 (x7y)p_)x.y

definiert, da fir z,y € K* das Produkt xy wieder in K* liegt. Die Axiome
(MA), (MK) und (E) liefern Assoziativitdt, Kommutativitdt und das neutrale
Element (Nullelement), das in diesem Fall das Element 1 ist. Zur Existenz des
Inversen: Ist z € K* und y € K mit xy = 1, so ist y # 0 wegen (7), da sonst
l=x-y=2x-0=0 gelten wiirde. Damit ist y € K*, d.h., in K* ist die
Existenz eines Inversen gesichert.

Aus (1) bis (6) folgt jetzt: (9) Eindeutigkeit des Einselements (wegen (1)).
(10) Eindeutigkeit des multiplikativen Inversen. Man bezeichnet das multiplika-
tive Inverse von = # 0 mit ! oder % Weiter definieren wir fiir y # 0

ad = xy_l.
Y

(11) 1 =171 (wegen (3)).

(12) Fiir alle = # 0 gilt (x7 1)t =2 (wegen (4)).

(13) Fiir z,y € K* ist (xy)~! = y~l2~!: Das haben wir schon unter (8) gezeigt.

Es folgt aber auch mit (8) aus (5).

(14) Fiir a #0 gilt za =b < v =2

a

» = Aus za = b folgt % =ba" ! = (xa)a_l(M:A)gg(aa—l)(l\iI) (E) 5

rl=x,also x =2
a

,<“ Aus z = 2 folgt umgekehrt za = (bail)a(M:A)b(afla)(l\g)bl(E)b, also

xa =b.
(15) Fir alle z,y € K gilt (—z)y = —(zy):

) ™
y =

zy+ (—2)y = (z+(-2))y = 0- 0,

also (—z)y = —(zy).
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(16) Fir alle z,y € K gilt (—z) - (—y) =« -y: Wegen (15) gilt

o) ()2 = @ (~9) " —((~p) ) D — () Dyr T 2y, m

Aufgabe I1.1.1. Sei K ein Koérper und
L:=K?*={(a,b):a,be K}.
Auf L definieren wir Addition und Multiplikation durch
(a,b) + (¢,d) :=(a+c¢,b+d), und (a,b)-(c,d):= (ac—bd,bc+ ad).
Weiter definieren wir eine Funktion
N:L - K, (a,b)— a®+0°

Zeigen Sie:
(1) N(xy) = N(z)N(y) fir x,y € L.
(2) (L,+) ist eine abelsche Gruppe.
(3) Fir z = (a,b) mit N(x) # 0 ist

ein multiplikatives Inverses von z, d.h. za~ ! =2z lo = 1.

(4) (L,+,-) ist genau dann ein Korper, wenn N (x) # 0 fiir alle z # (0,0) in
L gilt.

(5) (L,+,-) ist genau dann ein Korper, wenn a? # —1 fiir alle a € K gilt,
d.h. wenn —1 in K kein Quadrat ist. [ ]

Aufgabe I1.1.2. Wir betrachten die vier Axiome (A), (N), (I) und (K) fiir
abelsche Gruppen. Finde Paare (M, %), wobei * eine Funktion M x M —
M, (z,y) — x *y ist, die jeweils folgenden Bedingungen gentigen:
(1) (A)7 (N)v (I)a - (K)
@ (A), (N), (K), - (D).
() (N), (K), (1), = (A).

In diesem Sinn sind diese Bedingungen voneinander unabhéngig, aber
natiirlich macht (I) nur Sinn, wenn (N) erfillt ist. u



28 I1. Die reellen Zahlen 12. April 2007

I1.2 Anordnung

Nachdem wir die Axiome fiir Addition und Multiplikation kennengelernt haben,
wenden wir uns nun Anordnungen auf Koérpern zu. Hierbei haben wir zu klaren,
in welchem Sinne diese Anordnungen mit Addition und Multiplikation vertraglich
sein sollen.

Definition I1.2.1.  Ein Paar (K, K,) aus einem Kérper K und einer Teil-
menge K, heift angeordneter Korper, wenn folgende Axiome gelten:

(O1) Fir alle z € K gilt genau eine der Aussagen

reK,, —xreK; oder z=0.

(0O2) Fir alle z,y € K4 ist v +y € K.

(03) Fir alle z,y € K ist x -y € K.

Die Elemente in K, heiflen positiv. Wir schreiben fiir x € K, auch = > 0.
Weiter definieren wir folgende Relationen auf K':

o >y & x—y>0,

c x>y o @>yVi=y),

e r <y & y>xund

o <y & y>z. [

Denkt man daran, dass K eingentlich nur die Menge ist, die dem Korper
(K, +,-) unterliegt, so sollte man ausfiihrlicher einen angeordneten Korper aus-
fithrlicher als Quadrupel (K, +,-, K1) schreiben. Ein solcher Bezeichnungsmiss-
brauch ist oft bequem und daher in der Mathematik sehr gebrauchlich.

Beispiel I1.2.2. Fir Q. := {z € Q:z > 0} ist das Paar (Q, Q) ein angeord-
neter Korper (Nachweis!). u

Von nun an steht K bzw. (K, K;) immer fiir einen angeordneten Korper.

Satz I1.2.3. (Anordnungseigenschaften)
(Ver)  Vergleichbarkeit: Es gilt genau eine der Aussagen

r<y, x=y oder x>u.

(Tr) Transitivitat der Ordnung: Gilt x <y und y < z, so auch x < z.
(Ad)  Vertrdglichkeit mit der Addition:

<y Nz<w)=zr+2z<y+w.
(Mul) 4 Vertraglichkeit mit der Multiplikation:

(x<y)A(z>0)=zzx < zy.
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(Neg) Ist x <y, soist —x > —y.

Man erhalt die gleichen Regeln fiir < und > statt < und > mit Ausnahme
von (Ver); diese wird zu
(Verg) FEs qilt x <y oder y > x; gilt beides, so folgt daraus x =1y.
Beweis. (Ver) wird durch Einsetzen der Definitionen zu y — z > 0 oder
y—x =0 oder y —x < 0; dies ist gerade (O1).
(Tr): Aus y—2 > 0 und z—y > 0 folgt wegen (02) z—x = (2—y)+(y—z) > 0,
also = < z.
(Ad): Wir haben y+w—(z+2)=(y—2) + (w—2) > 0.
(Mul);: Aus y — 2z > 0 und z > 0 folgt wegen (O3) z(y — z) = zy — zz > 0,
also zzx < zy.
(Neg) folgt aus (Ad) Ist = < y, d.h. y — 2 > 0, so ist auch (—z) — (—y) =
—r4+y=y—x>0,also —x > —y.
(Verg) ist klar. u

-y — 0 x Y
Satz I1.2.4. (Multiplikative Regeln) Es gelten fir alle x,y,z € K :
i) z<y,z2<0 = zz>2zy.
(ii) Fiir 0# z € K ist 2> > 0. Insbesondere ist 1 > 0.
(iii) 2 >0=2"1>0.
(iv) 2y >0= (z<y &5 >5).
Beweis. (i) Wegen (Neg) ist —z > 0, also (—z)x < (—z)y wegen (Mul) 1, d.h.
—zx < —zy, also zy < zx wegen (Neg).
(i) Ist @ > 0, so ist 2% > 0. Andernfalls ist —z < 0 und 2? = (—z)? > 0
wegen Bemerkung I1.1.5(16).
(iii) Wegen (z71)2 > 0 ist 27! = z(271)% > 0 wegen (03).
(iv) Multiplikation mit (zy)~! > 0 liefert

11
=< = n

r<yez (vy) ' <y-(zy)”
Bemerkung I1.2.5. Die Anordnung eines Korpers K hat auch arithmetische
Konsequenzen. Insbesondere lasst sich nicht jeder Korper anordnen:

Wegen 1 > 0 und (Neg) ist —1 < 0. Also ist z? # —1fiir alle z € K
und somit —1 kein Quadrat in K . Hieraus schlieBen wir insbesondere, dass die
Konstruktion aus Aufgabe II.1 fiir jeden angeordneten Korper K einen Korper
L liefert, dessen zugrundeliegende Menge K? ist. [ ]

Fir n € Ny und x € K setzen wir

nr .= Z r=x+...+x.
36{1,2,..4,n} n mal

Fiir n € Z mit n < 0 setzen wir nx := —(—nz).
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Bemerkung I1.2.6.  (Einbettung von Q in angeordnete Korper) Ist K ein
angeordneter Kérper und n € N, soist n-1=14...4 1 (n mal) positiv und
daher nie 0. Weiter gilt (nm)-1=(n-1)(m-1) (n4+m)-1=n-1+n-1 fir
alle n,m € Z (Nachweis durch vollstdndige Induktion fiir n € N;m € Z und
dann Beriicksichtigung der Vorzeichen!). Sind a,c € Z und b,d € N mit ¢ = 5,
d.h. ad = be, soist (a-1)(d-1) = (ad) -1 = (bc)-1 = (b-1)(c-1) und daher
(@-1)-(b-1)"t =(c-1)-(d-1)". Wir erhalten daher eine Funktion

PQ— K, (1) ()7
denn die rechte Seite hdangt nicht von der Darstellung des Bruches ¢ ab. Man
rechnet leicht nach, dass

(2.1) olx+y) =p(@)+e(y), ey =9e@)e(y) firryeQ

gelten. Ist (%) =0, soist a-1 = 0 und daher a = 0, denn fiir @ > 0 ist a-1 >0
und fiir a < 0 ist —(a-1) = (—a) -1 > 0. Hieraus schliefen wir, dass ¢ injektiv
ist, denn aus (%) = ¢(2) folgt 0 = (% — <) = p(2L2) und daher ad = be,
d.h. ¢ = 4. Eine injektive Funktion ¢:Q — K fiir die (2.1) gilt, nennt man eine
Korpereinbettung oder einen Homomorphismus von Korpern. Wir haben also
den Korper Q durch ¢ in K eingebettet und diirfen ihn uns in diesem Sinn als
einen Unterkorper von K vorstellen, d.h. als eine Teilmenge von K, die unter

Addition und Multiplikation abgeschlossen ist und diesbeziiglich einen Koérper

bildet. In diesem Sinn schreiben wir auch kurz ¢ fiir Z’—i
Obige Argumente zeigen also, dass jeder angeordenete Korper K den
Korper Q der rationalen Zahlen als Unterkorper enthalt. [ |

Definition I1.2.7.  Wir wollen einige der in diesem Paragraphen eingefiihrten
Operationen und Relationen auf Mengen erweitern.

(a) Zu diesem Zweck definieren wir fiir Mengen M, N C K und Zahlen
re K:
(1) M+ N:={m+n:mée M,nec N}
(2) M-N:={m-nmeMneN}und —M :=(-1)-M ={-m:m e M}.
B)z<M: & (VYmeM)z<m
(4) x>M, x <M und x > M (analog)

FEinige Eigenschaften der Addition und Multiplikation von Elementen von
K iibertragen sich auf die entsprechenden Operationen fiir Mengen; so gilt
beispielsweise

M+N=N+M ud (M+N)+U=M+(N+TU).

Enthalt M mehr als ein Element, so gibt es keine Menge N, fiir die M+ N = {0}
gilt (Nachweis!).

(b) Ein z € K mit x < M heifit untere Schranke von M und ein z € K
mit M < x obere Schranke von M (vgl. Definition I1.2.11). Die Menge M heifit
nach oben bzw. nach unten beschrankt, falls M eine obere bzw. untere Schranke
hat. Ist M nach oben und nach unten beschrankt, so heifit M beschrankt. [ ]
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Maximum und Minimum

In diesem Abschnitt sei K ein angeordneter Korper.

Definition 11.2.8. Sei M C K. Ein Element x € M heifit Maximum, wenn
M < zx gilt. Sind z,y € M Maxima, so gilt z <y < x, also x = y. In diesem
Sinn sind Maxima eindeutig bestimmt. Wir schreiben daher

x = max(M),
wenn = ein Maximum der Menge M ist. Analog bezeichnet man ein Element
y € M als Minimum, wenn y < M ist und schreibt y = min(M). [ ]
x firx >y

Beispiel 11.2.9. (a) Sind z,y € K, so gilt max{z,y} = Y fir x <y,

Insbesondere existiert das Maximum jeder zweielementigen Teilmenge von K.
(b) Nicht jede Teilmenge von K mit einer oberen Schranke besitzt ein
Maximum. Wir betrachten hierzu die Menge

M :={x € K:x < 0}.

Fir jedes x € M ist 2r < x <0, also # < § < 0. Wir schlieflen hieraus, dass
M kein Maximum besitzt, obwohl 0 eine obere Schranke ist. [ ]

Satz 11.2.10. Seien M, N C K Teilmengen fiir die max M und max N exi-
stieren. Dann gilt:

(1) M C N = max(M) < max(N)
2) max(M + N) = max(M) + max(N)

(2)

(3) M,N > 0= max(M - N)=max(M) - max(N).

(4) max(M U N) = max{max(M ), max(N)}.

(5) min(M) = —max(—M), falls max(—M) ezistiert.

(6) min(M U N) = min{min(M), min(N)}, falls min(M) und min(N) ez-

1stieren.

Beweis. (1) Wegen M < max(N) ist auch max(M) < max(N).

(2) Sei m := max(M) und n := max(N). Fiir a € M und b € N ist dann
a<mund b <n,alsoa+b<m+n,dh. M+N <m+n. Aus m+n e M+ N
folgt somit m + n = max(M + N).

(3) Analog zu (2).

(4) Seien wieder m := max(M) und n := max(N). Dann ist max{m,n} €
M UN und fir a € M,b € N gilt a,b < max{m,n}; daher ist

max{m,n} = max(M U N).
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(5) Es gilt —max(—M) € —(—M) = M. Zu zeigen ist noch
—max(—M) < M.

Sei also n € M. Dann ist —n € —M, also max(—M) > —n. Also ist
—max(—M) <n.
(6) zeigt man analog zu (4). n

Satz I1.2.11. Jede endliche Teilmenge M C K besitzt ein Maximum.

Beweis. Wir beweisen diese Behauptung iiber vollstdndige Induktion nach der
Anzahl n der Elemente von M .

(A) Induktionsanfang: |M|=1,d.h. M = {z}. Dann ist max M = z.

(S) Induktionsannahme: Die Behauptung gelte fiir Mengen N mit n Elementen
und M habe n+ 1 Elemente. Dann ist M # () und folglich gibt es ein x € M .
Sei M' := M \{z}. Dann ist |[M’'| = n, so dass nach der Induktionsannahme das
Maximum max(M’) existiert. Dann existiert auch max(M) = max(M'U{zx}) =
max{max(M'),z} (Satz 11.2.10(4)). n

Wendet man Satz 11.2.11 auf die endliche Menge —M an, so sieht man
natiirlich auch, dass jede endliche Menge M ein Minimum besitzt
(Satz I1.2.10(5)). Im folgenden schreiben wir daher

max(z1,...,T,) = max{xy,..., Ty}, min(xy,...,o,) = max{xy,..., T, }.

Satz I1.2.12. (Bernoullische! Ungleichung) Fiir z € K mit = > —1 und
neN gilt
l4+ner<(1+4+x)".
Beweis. Wir zeigen die Behauptung tiber Induktion nach n.
(A)Fir n=1gilt 1+z=(1+2z)'.
(S)
A4+z)" ™ =1 +2)1+z)"

Ann.

> (14 2)(1+nx) wegen 1 +x >0
=14+z+nz+nz? =1+ (n+1)z+ n?
>1+(n+1)x.

Fir z > 0 erhalten wir direkter

(1+x)”:Z(Z>xk:1+<T)x+ (Z>x2+...—|—x”21—|—(?)le—i—nx.

k=0

Aufgabe 11.2.1. (a) Zeigen Sie die Ungleichung vom arithmetischen Mittel:
Fiir Elemente z,y eines angeordneten Korpers K gilt
+y

x
r<y = x<T<y.

1 Jacob Bernoulli (1654-1705), Schweizer Mathematiker und Physiker in Basel.
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Hinweis: Zeige, dass fiir 2 := 1+ 1 die Beziehung 1 > % > 0 gilt.
(b) Fiir 0 < z < y und alle k € N gilt 0 < z¥ < y*. Hinweis: Vollstindige
Induktion. [ ]

Aufgabe I1.2.2. (a) Zeigen Sie: Fir n € N und a,b € K mit a > 0 und
a+b>0 gilt (a+b)"™>a™+ na™1b.
(b) Aus a,b >0 und n € N folgt (a+b)" > a™ + b"™. [

Das Vollstandigkeitsaxiom

Das folgenden Konzept liefert einen Ersatz fiir fehlende Maxima und Minima von
Mengen.

Definition I1.2.13.  (a) Fiir eine nach oben beschrénkte Teilmenge M C K
definieren wir ihr Supremum (obere Grenze, kleinste obere Schranke)

sup(M) := min{z: M < z},

falls es existiert. Fiir nach unten beschrankte Teilmengen M C K definieren wir
ihr Infimum (untere Grenze, gréfite untere Schranke)

inf(M) := max{zx:z < M},

falls es existiert.

Existiert max(M) und ist M < z, so ist auch max(M) < z und daher
sup(M) = max(M), d.h., das Maximum einer Menge ist eine kleinste obere
Schranke, falls es existiert.

(b) Eine Menge, die keine obere Schranke besitzt, heifit nach oben unbe-
schrankt; wir schreiben dann sup(M) := co. Analog setzt man inf(M) := —oc0,
wenn M nach unten unbeschrankt ist. Fiir die leere Menge setzt man

sup(@) = —oco  und  inf(Q) = o
(jedes Element ist obere und untere Schranke von ). |

Lemma I1.2.14. ! Sei @ # M C K nach oben beschrinkt und s € K. Dann
ist s = sup(M) genau dann, wenn

M<s und (MVe>0)(FmeM) m>s—e.

L Zur Terminologie: Mathematische Sachverhalte werden typischerweise in S&tzen for-
muliert. Sé&tze, die vorbereitender Natur sind, werden Lemma genannt. Das Wort Lemma
(Pural: Lemmata) ist griechisch und bedeuetet Horn (weist in eine Richtung; vgl. Dilemma).
Dagegen heiflen Sétze, die mehr oder minder Konsequenzen eines vorausgegangenen Satzes

sind, oft Folgerung oder Korollar. Besonders wichtige Satze heiflen Theorem.
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Beweis. =-: Sei zunéchst s = sup(M). Dann gilt trivialerweise M < s. Ist
e > 0, so ist s — ¢ keine obere Schranke von M. Also existiert ein m € M mit
m>s—e.

«: Erfillt s die angegebenen Bedingungen, so ist s eine obere Schranke
von M und fiir kein € > 0 ist s — ¢ eine obere Schranke. Ist xz < s, so ist
e:=s—x und x = s — ¢, also ist x keine obere Schranke von M . Folglich ist s
die kleinste obere Schranke von M, d.h. s =sup(M). n

Aufgabe I1.2.3. Verallgemeinern Sie Satz [1.2.10, indem Sie die entsprechen-
den Aussagen fiir Suprema bzw. Infima zeigen. Z.B. gilt

sup(M + N) = sup(M) + sup(N),
falls alle Suprema existieren. [ ]

Definition II.2.15. (Vollsténdigkeitsaxiom) Ein angeordneter Korper
(K, +,-, Ky) heifit (ordnungs-)vollstindig oder vollstindig angeordnet, wenn fiir
jede nichtleere nach oben beschriankte Menge M C K das Supremum existiert.m

Definition I1.2.16. Eine Teilmenge I C K heif3t Intervall, wenn
z,2€l, z<y<z = yel

gilt, d.h., mit zwei Elementen x und z enthalt I auch alle Elemente dazwischen.
Fiir a,b € K erhalt man spezielle Beispiele von Intervallen wie folgt:

[a,b:={x € K:a < x <b} (abgeschlossenenes Intervall)

[a,b]:={x € K:a <x < b} (rechtsoffenes Intervall)

Ja,b):={x € K:a < x <b} (linksoffenes Intervall)

la,b:={x € K:a < x < b} (offenes Intervall).
Die Intervalleigenschaft dieser Mengen ergibt sich sofort aus der Transitivitat
der Ordnung (Satz I1.2.3). Man beachte, dass diese Intervalle fiir b < a alle leer
sind. Fiir b = a ist lediglich das abgeschlossene Intervall [a,b] = {a} nicht leer.
Weitere Beispiele fiir Intervalle sind

la,00;={r € K:a < z}.

[a,00[:={zx € K:a < z}.

| —00,b]:={x € K:z <b}.

] —o0,b[:={x € K:x < b}. u

Bemerkung I1.2.17.  Sei a < b in K. Alle Intervalle [a,b], [a,b[, ]a,b], ]a,b|
sind durch b nach oben beschrankt, d.h., b ist eine obere Schranke. Weiter ist

max([a, b]) = max(]a,b]) = b,

aber max([a,b[) und max(]a,b[) existieren nicht. In der Tat haben wir fiir
x €]a, b wegen der Ungleichung vom arithmetischen Mittel:

r+b
2

x < < b,
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so dass kein Element maximal ist. Allerdings ist
sup([a, b[) = sup(Ja, b[) = b,
denn b ist die kleinste obere Schranke dieser Intervalle. Analog gilt
min([a, b]) = min([a, b]) = a = inf(]a, b]) = inf(]a, b[). n

Im weiteren werden wir einige Eigenschaften vollstdndig angeordneter Kor-
per studieren. In folgenden steht K daher immer fiir einen vollstandig angeord-
neten Korper.

Bemerkung I1.2.18.  (a) Ist die nichtleere Menge M nach unten beschrankt,
so existiert inf(M): Ist M nach unten beschrénkt, so ist —M nach oben
beschrankt und x < M ist adquivalent zu —M < —z. Wegen dem Vollstan-
digkeitsaxiom existiert sup(—M ). Die Behauptung folgt nun aus

—sup(—M) = —min{a:a > ~M}"Z " max{—ara > —M}

= max{b:b < M} = inf(M).

(b) Wir erinnern uns daran, dass wir Z mit der Teilmenge Z -1 C K
identifizieren (Bemerkung I1.2.6). Ist eine nichtleere Teilmenge M C Z nach
oben bzw. nach unten beschrankt, so besitzt sie ein Maximum bzw. ein Minimum:
Zunéchst existiert m := sup(M). GeméB Lemma I1.2.14 existiert ein x € M
mit £ >m —1. Fir y € M ist nun y < m < z + 1 und daher y < x, wegen
x,y € Z. Somit ist * = max(M) = m. Analog zeigt man, dass eine nach unten
beschrankte Teilmenge von Z ein Minimum besitzt. [ ]

| SATZ VON ARCHIMEDES |

Satz 11.2.19. Ist K ein vollstandig angeordneter Korper und a,b,e€ K mit
b >0, so existiert ein n € N mit nb > a.

Beweis. Sei M := {nb:n € N}. Wir fiithren einen indirekten Beweis. Ist die
Behauptung falsch, so ist M < a, die Menge M hat also nach dem Vollstan-
digkeitsaxiom ein Supremum s = sup(M). Wegen Lemma II1.2.14 existiert ein
n € N mit nb > s —0b. Dann ist (n+ 1)b > s, was der Annahme widerspricht. m

Einen Korper, in dem der Satz von Archimedes gilt, nennt man archime-
disch geordnet, z.B. ist der geordnete Korper (Q, Q) archimedisch geordnet.
Obiger Satz wird oft ,, Axiom des Archimedes* genannt, da er als Axiom in der
Geometrie der Griechen eine zentrale Rolle spielte. Bei uns folgt er aus dem
Vollstandigkeitsaxiom. Denkt man sich a und b als die Lange von Strecken-
stiicken, so besagt er, dass man durch Aneinanderlegen einer ausreichend groflen
Zahl von Strecken der Lange b eine Strecke erhalt, die langer als a ist. Da sich
die Griechen positive Zahlen als etwas vorstellten, womit man Strecken messen
kann, ist das Archimedische Axiom eine sehr natiirliche Anforderung an diese
» Meflzahlen“. Man kann zeigen, dass vollstadndig angeordnete Korper in einem
gewissen Sinn maximal archimedisch angeordnet sind. Man kann sich das so
vorstellen, dass sie die grofitmoglichen Korper sind, deren positive Elemente
Streckenlangen entsprechen.
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Folgerung I1.2.20. Ist a < b, so enthdlt das Intervall |a,b| eine rationale
Zahl (vgl. Bemerkung I11.2.6).

Beweis. Wegen b —a > 0 existiert nach Archimedes (Satz 11.2.19) eine na-
tirliche Zahl n € N mit n(b —a) > 1, also % < b —a. Weiter existiert
m := max{r € Z:x < na} nach Bemerkung I.2.18(b). Dann ist ™ < a und

mT’Ll > a, wegen der Maximalitdt von m. Andrerseits ist

m+1 m 1
=—+4+—-—<a+(b—-—a)=0D
n n o n

und somit a < mTH < b. Da offensichtlich mT“ € Q gilt, haben wir die
Behauptung gezeigt. [ ]

Wir kommen nun zur Existenz von Wurzeln aus positiven Elementen eines
vollstandig angeordneten Korpers K .

Satz 1I.2.21. (Existenz k-ter Wurzeln) Sei K ein vollstindig angeordneter
Kérper. Fiir jedes k € N und a > 0 existiert genau ein b >0 mit b* =a.

Beweis. Der Fall a = 0 ist trivial (Nachweis!). Wir diirfen daher a > 0
annehmen.

Eindeutigkeit: Fiir 0 < b < ¢ gilt nach Aufgabe 11.2.1(b) die Beziehung
bk < cF. Also existiert hochstens ein b > 0 mit b* = a.

Existenz: Wir betrachten die Menge

M = {z € [0,00[: 2" < a}.
Dann ist 0 € M und daher M # @. Fiir y := max(1,a) und z > y gilt
" >yF>y>a

(vgl. Aufgabe 11.2.1(b)). Also ist M < y, d.h., M ist nach oben beschrankt.
Wegen dem Vollstandigkeitsaxiom existiert daher

b :=sup M.

Wie zeigen b¥ = a. Sei dazu

C::k'max{(§>bk_j:j:1,...,k}.

Aus dem Binomischen Lehrsatz folgt dann fiir 0 < h < 1:
(b+h)F =b" + Xk: (k)bkﬂ'hj < bkt zk: Loni <vh 4 he
J=1 J N J=1 k N
und entsprechend

k
(b—h)F ="+ (j) GV AR (k) WbF=I > bF — hC.
j=1

=1 N

=
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Ist b* < @, so setzen wir h := % min (1, “‘Cbk). Fir dieses h erhalten wir

2
mit obiger Abschétzung

(b4+h)F <" +hC <V +a—-bF=aq,

im Widerspruch zur Definition von b, denn b+ h > b. Gilt b* > a, so erhalten

wir fiir 0 < h < min (1, bkg a) entsprechend

(b—h)k > —hC > +a—bF =q,

im Widerspruch zur Definition von b. Da die Annahme b* # a zu einem
Widerspruch fiihrt, ist daher b* = ¢ und somit die Existenz eines b > 0 mit
b* = a gezeigt. |

Definition I1.2.22. Ist ¢ € K mit a > 0 und k € N, so schreiben wir a
fiir die k-te Wurzel aus a. Fir § € Q mit g € N und a > 0 setzen wir

ai = aP = (Ya)’» und 07:=0 fiir p> 0. u

Aufgabe I1.2.4. Zeigen Sie:

(a) Fir 0 <z <y in K und g € Q4 gilt 27 < y?.

(b) Fir 0 < z,y in K und ¢ € Q4 gilt (zy)? = 2%?. Hinweis: Man
betrachte zuerst den Fall ¢ € N bzw. Z und dann den Fall ¢ = %, k € N.
Schliellich setze man beides zusammen. [ |

Aufgabe I1.2.5. Zeigen Sie: Der angeordnete Korper Q ist nicht vollstandig.
Hierzu betrachte man die Menge

M:={recQ0<zr*<2}

und zeige wie im Beweis von Satz I1.2.11, dass M beschrankt ist. Welche
Eigenschaft hdtte s = sup(M), wenn solch ein Element in QQ existieren wiirde’m

Die rellen Zahlen

Fiir die Zwecke der Analysis ist es sekundéar, wie man die reellen Zahlen
konstruiert, denn hierzu gibt es viele Methoden, die alle zum gleichen Ziel fithren.
Wir miissen von den reellen Zahlen nur ihre arithmetischen und die Ordnungs-
eigenschaften kennen. Wie wir sogleich prazisieren werden, sind all diese Eigen-
schaften vollstandig dadurch bestimmt, dass die reellen Zahlen einen vollstandig
angeordneten Korper bilden, d.h. je zwei vollstandig angeordnete Korper lassen
sich nicht durch Eigenschaften der Ordnung oder ihrer Arithmetik unterscheiden.
Man spricht dann von somorphen angeordneten Koérpern.
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Definition I1.2.23.  Seien (K, K.) und (L, Ly) angeordnete Korper. Eine
Abbildung f : K — L hei3t Homomorphismus von angeordneten Kdérpern, wenn
die Bedingungen

(a) (Va,y € K) f(z+y) = f(z)+ f(y)

(b) (Vo,y € K) f(zy) = f(z)- f(y)

() f(Ky)C Ly
gelten. Die Abbildung f heifit Isomorphismus von angeordneten Korpern, wenn

f zusatzlich bijektiv ist. Existiert solch ein Isomorphismus, so nennen wir
(K,Ky) und (L, Ly) isomorph. u

Man sollte sich dies so vorstellen, dass sich isomorphe angeordnete Korper
nur durch die Bezeichnung ihrer Elemente unterscheiden, und dass sie durch die
Umbenennung ihrer Elemente, die durch einen Isomorphismus realisiert wird,
auseinander hervorgehen. In diesem Sinne stellen wir uns isomorphe angeordnete
Korper als im wesentlichen gleiche mathematische Objekte vor.

Theorem 11.2.24. (Eindeutigkeitssatz) Zwei vollstindig angeordnete Korper
sind zueinander isomorph.

Beweis. Fiir einen schonen, gut lesbaren Beweis verweisen wir auf das schone
Buch von B. Artmann, , Der Zahlbegriff*.

Wir schildern hier nur kurz die Grundidee des Beweises. Seien K und
L vollstandig angeordneter Korper. Fiir eine nach oben beschrankte Teilmenge
M C K schreiben wir supy M fiir deren Supremum und analog sup; M fiir eine
Teilmenge M von L. Wir haben schon gesehen, dass wir Q als Unterkorper
von K und L auffassen kénnen (Bemerkung I1.2.6). Wir betrachten nun die
Abbildung
&K — L, ®(z):=sup;.{qgeQq<uz}.

Hierbei existiert ®(x), da N in L unbeschrankt ist, und die Existenz eines
q € Q mit ¢ < x erhalten wir aus Folgerung I1.2.20, die zeigt, dass das Intervall
Jx — 1,2[C K eine rationale Zahl enthélt.

Sind z,y € K mit z < y, so enthdlt das Intervall |z,y[ ebenfalls eine
rationale Zahl. Also ist ®(z) # ®(y), d.h., ¢ ist injektiv.

Wir zeigen noch, dass ® surjektiv ist. Sei dazu s € L und

x:=supg{q € Q:q < s}.

Wir zeigen s = ®(x). In der Tat ist {qg € Q:q < s} = {q € Q:q¢ < x}, so dass
die Behauptung aus

®(z) =sup {g € Qg <a}=sup {geQq<s}t=s

folgt. Die letzte Gleichheit ist wieder eine Konsequenz aus Folgerung 11.2.20.
Wir haben damit eingesehen, dass ®: K — L bijektiv ist.

Jetzt hat man sich nur noch davon zu iiberzeugen, dass ¢ Addition, Mul-
tiplikation und Ordnung respektiert. Das ist wieder etwas technisch und wir
verweisen auf das Artmannsche Buch. [ |
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Mit dem Eindeutigkeitssatz wird klar, dass es bis auf Isomorphie héchstens
einen vollstdndig angeordneten Korper gibt. Daher ist das folgende Axiom
sinnvoll.

| Axiomatische Beschreibung der reellen Zahlen |

| (R,+,-,R;) IST EIN VOLLSTANDIG ANGEORDNETEN KORPER |

Damit ist sehr préazise zusammengefasst, als was wir die reellen Zahlen
verstehen wollen. Die Gesamtheit der Axiome eines vollstdndig angeordneten
Korpers bilden die Regeln, die wir beim Umgang mit reellen Zahlen einhalten
miissen. Ausgehend von dieser axiomatischen Fixierung werden wir nun darange-
hen, die reellen Zahlen zu studieren. Hierbei wird sich schnell herausstellen, dass
die Bilder, die man sich von den reellen Zahlen macht, ihre Eigenschaften sehr
gut wiedergeben.

Die komplexen Zahlen
Da die reellen Zahlen einen angeordneten Korper bilden, sind alle Quadrate
nichtnegativ und die Zahl —1 ist in R kein Quadrat. Insbesondere kénnen wir
die Konstruktion aus Aufgabe II.1 anwenden und erhalten einen Korper
C:=R*’=RxR
dessen Addition und Multiplikation wie folgt aussehen:
(a,b) + (¢,d) :=(a+¢c,b+d) und (a,b)-(c,d) := (ac —bd, bc + ad).

Wir nennen die Elemente von C komplexe Zahlen.

Der Nachweis der Korperaxiome ist eine elementare Verifikation (Auf-
gabe IL.1). Das Einselement ist 1 = (1,0). Wir schreiben

i:=(0,1).

Dann gilt i2 = (—1,0) = —1, d.h., in C ist —1 ein Quadrat.
Die reellen Zahlen finden wir in C leicht wieder, da

(a,0) + (¢,0) :== (a +¢,0), und (a,0)-(c,0):= (ac,0)
fiir alle a,c € R gilt, d.h., die Abbildung
p:R—C, z+~ (z,0)

ist eine Einbettung von Korpern. In diesem Sinne diirfen wir R als Unterkorper
von C auffassen, was wir von nun an tun werden.
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Jede komplexe Zahl (x,y) lasst sich in eindeutiger Weise schreiben als
(z,y) =2 +iy, x,y€eR.

Von nun an wollen wir uns komplexe Zahlen immer in dieser Form vorstellen.
Wir rechnen in dieser Darstellung wie folgt:

(a+1ib)+(c+id) = (a+c)+i(b+d) und (a+ib)(c+id) = (ac—bd)+i(bc+ad).

Definition I1.2.25. Fiir z = x + iy € C definieren wir:

(a) die konjugierte Zahl durch z := z — iy.

(b) den Betrag von z durch |z| := v/2Z = \/22 +42. Man beachte, dass
die Wurzel wegen x2 + 32 > 0 existiert.

(c) den Realteil von z: Rez := ZE= =

(d) den Imagindrteil von z: Imz := 5= = y. u

Lemma 11.2.26. Fur z,w € C gilt:
(i) zZw=z-w.
(i) Fiir z #0 ist 271 = ﬁ
(iii) |zw| = |z] - |w]|.
Beweis. (i) rechnet man sofort nach.
(ii) Wegen z # 0 ist |z| > 0, und die Behauptung ergibt sich aus (i) und
|2|? = 2z (vgl. Aufgabe I1.1).
(iii) ergibt sich direkt aus (i), da:

\zw\ = \/ZIU% = \/sz@ = Vz2ZVww = |Z‘ . |w’

(vgl. Aufgabe I1.2.3(b)). u




