Analysis I fiir M, LaG und Ph, SS 2007
Ubung 13, Lésungsskizze

Gruppeniibung
G 43 (Lokale Extrema).

Fiir die folgenden Funktionen bestimme die lokalen Extremwerte sowie deren Ty-
pen.

z* —8z% auf D = [—1,2]
(b) f(z) =223 — 222 4+ 3z + 1 auf D = |0, 5]
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f'(z) = 8z(2?® — 2).

Die Nullstellen von f' auf D sind 0 und /2. Wegen f"(z) = 242> — 16 gilt
f"(0) = =16 < 0 und f"(v/2) = 32 > 0. Also ist 0 ein globales Maximum
von f mit f(0) = 0 und v/2 ist ein globales Minimum von f mit f(y/2) = —8
(Skizze!). Desweiteren gilt f'(—1) < 0 sowie f'(2) > 0. Somit ist —1 ein
Randminimum und 2 ein Randmaximum.

(b)
f'(@) = (z=3)(z —1).
Die Nullstellen von f" auf D sind 1 und 3. Wegen f"(x) = 2x — 4 gilt f"(1) =
—2 < 0und f"(3) = 3 > 0. Also ist 1 ein Iokales Maximum von f mit f(1) = 23
und 3 ist ein globales Minimum von f mit f(3) = 1 (Skizze!). Desweiteren gilt
f(0) = 3 mit f(0) =1 sowie f'(5) = 8 mit f(5) =. Somit ist —1 ein globales

Randminimum und 2 ein globales Randmaximum.

G 44 (Extremwertaufgaben).

(a) Gegeben sei ein Quader mit den Kantenldngen a, b und ¢. Wie muss der Punkt
P gewahlt werden, damit der Polygonzug O PQ die kiirzeste auf der Oberfléche
des Quaders gelegene Verbindung von O und () darstellt?

(b) Welchen Weg muss der Rettungsschwimmer R einschlagen, um moglichst schnell
zu der in Not geratenen Strandschonheit E zu gelangen, wenn er fiinfmal so
schnell 1auft, wie er schwimmt? Gesucht ist eine Gleichung fiir die Winkel beim
Ubergang vom Land zum Wasser.
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(a) OP =+/a2 + 22 und PQ = +/(c — x)% + b2 fiirP— (a,0,x).
Definiere f(z) := 0Q = Va® + 22 + \/(c — x)? + b
Wir suchen das Minimum der Funktion f. Es gilt

T cC—X

Va2 + x2 B V(c— )2 + b2

f'(x) =

Es gilt f'(x) = 0 genau dann wenn xb = ac — ax (nachrechnen!), also genau
dann wenn ¥ = 25, Aus der letzten Zeile kann man schlieffen, dass bel x =

225 ein Vorze1chenwecbsel der ersten Ableitung von Minus nach Plus vorliegt.
Somit ist ¥ = 25 das gesuchte Minimum.

(b) Es gilt s =v -t (Weg gleich Geschwindigkeit mal Zeit).
Wir wissen vignd = 9 * Uwasser -
Die Landstrecke berechnet sich zu L = +/500? + x2, die Wasserstrecke berech-
net sich zu W = /(100 — z)2 + 5002.

Fiir die Gesamtzeit gilt T' = trong + twasser = vLL : vWW '
Fasse T' als Funktion von x auf. Dann gilt
Y 100 — x
T'(x) = _
L- VULand w- VW asser
Nun gilt T'(z) = 0 genau dann wenn vLind . % = vwalsser . 108(/—96‘
Setze sina = £ und sinf3 = £~
Dann gilt das sogenannte Brechungsgesetz zzzg = Q,UL% —5
Wasser

G 45 (Regeln von de I’Hospital).

Finde die folgenden Grenzwerte:

(a) lim, o =522; (b) lim, ., =552, ()hmx_@% (d) lim, o, 22 .

x !

= lim, o ®* = % = 0, da wir nach der ersten Regel von de

(a) hmxg)o 1
I’Hospital (Satz V.3.2) in Nenner und Zéhler zur Ableitung iibergehen kénnen, ohne

den Grenzwert zu édndern.

l—cosx
T

(b) Zweimalige Anwendung der ersten Regel von de I'Hospital liefert lim, .o Iopes —
lim smz = lim cosz __ cosO __ 1
(c) Zwe11ma]1ge Anwend?ng der efsten Regel von de I’Hospital liefert lim,, o 11 ZZSS; =
5 sin 3 cosg _ zcosO 1
llmI_)O 2smac 11m$_>0 4cos £E2 o 4cosO 4
1
(d) Nach der zweiten Regel von de I'Hospital ist lim, ..o 2 = lim, .o &

: 1
hmw_wo o0z 0.
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G 46 (Eine niitzliche glatte Funktion).

Zeige, dass die Funktion f: R — R,

e~ fir £ > 0:
fla) = { 0 fir z <0

beliebig oft differenzierbar ist, und f"1(0) = 0 fiir alle n € N gilt.

[Hinweis: Zeige per Induktion nach n € N, dass f eine C™-Funktion ist und es eine Polynomfunk-
tion p,: R — R gibt derart, dass fI"(z) = pn(%)e’% fiir alle > 0.]

Zunéchst beobachten wir, dass f stetig ist, und allgemeiner jede Funktion der Form
g(z) = p(2) - f(z) mit einer Polynomfunktion p: R — R vom Grade k € N. Es sind

namlich g|)—sc0) = 0 und gljo,oo[ stetig. Weiter ist lim, o g(x) = lim, »00 = 0 und

[ (y)

I = lm p(L)et = tim 2 i W _

lim g(z) = lim p(;)e Jim =27 Jim — :

wobei wir fiir das vorletzte Gleichheitszeichen k mal die de I’Hospitalsche Regel
angewandt haben und im letzten Schritt ausnutzen, dass p!*! eine konstante Funk-
tion ist. Da der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert existieren und beide
iibereinstimmen, ist g auch in 0 stetig und somit stetig.

Nun der Beweis per Induktion: n = 1: Es ist f'(z) = 0 fiir x < 0 und f'(z) = x%e_%
fiir x > 0. Nach dem Obigen ist die Funktion g: R — R, g(z) := 0 falls x < 0,
g(x) = w—ge’% falls x > 0 stetig. Nach Aufgabe V.2.1 ist f differenzierbar und

f' =g, also f eine C*-Funktion.

Sei nun f bereits als C"-Funktion erkannt, fI"/(z) = 0 fiir n < 0 und f"(z) =
pn(%)e_% fiir ¥ > 0. Dann ist f"*(z) =0 fiir v < 0 und

_1 n(i) _1 1
fr@) = —F()e s + e = pra(l)e
mit der Polynomfunktion p,1(z) := —xz?p! (z)+2*p,(x). Diese Funktion hat nach

den eingangs angestellten Uberlegungen wieder eine stetige Fortsetzung auf R (mit
0 — 0), und somit ist f eine C™*'-Funktion mit f"*1(0) = 0. Dies beendet den
induktiven Bewelis.
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Hausiibung

H49

H 50

(Wendepunkte).

Die Wendepunkte einer zweimal differenzierbaren Funktion f: D C R — R seien
definiert als die Nullstellen von f” an denen ein Vorzeichenwechsel vorliegt.

Die Van der Waalssche Zustandgleichung fiir reale Gase lautet
a
(p+ W)(V —b)=RT

Dabei bezeichnet p den Druck, V' das Volumen, T die absolute Temperatur, R die
allgemeine Gaskonstante und a, b Stoffkonstanten. Wir wollen p in Abhéngigkeit
von V' studieren, d.h. wir l6sen nach p auf und fassen V' als unabhéngige Variable
auf:

RT a
Der Index T deutet an, dass die Funktion fr von T abhéngt.

Das Gas a3t sich nur fiir Temperaturen 7', die unterhalb einer kritischen Tempe-
ratur T}, liegen, durch steigenden Druck verfliissigen. Fiir 7" > T} bleibt das Gas
auch unter beliebig hohem Druck gasférmig. Die kritische Temperatur 7}, ist ma-
thematisch dadurch bestimmt, dass die zugehérige Funktion p einen Wendepunkt
mit waagrechter Tangente besitzt. (s. Gerthsen, Physik, 5.6.4, zum physikalischen
Hintergrund). Der Wendepunkt V}, wird kritisches Volumen genannt, der zugehérige
Wert py, = fr, (Vi) kritischer Druck.

Bestimme T}, Vi, und py.
(Regeln von de I’Hospital).
Finde die folgenden Grenzwerte:

sinx .
et —17

limx_@

. Inz .. (Inx)? : .
lim, o oo sowie lim, o —— mit o, 3 > 0;

(o) g 285 =ty 2% = <50 = 1
b) 1i Inx __ li 1/x 1; 1 0. D (nz)? na Jé] Do
( ) 1My 0o o My 00 aro—1 — 1M, o e . a — — z_% , wobei

[0, 00[— R, y — y? stetig ist und hl—%f — 0 nach dem Vorigen, folgt lim,_, (h;—ﬁ)ﬁ =

0% = 0.

(c) limn o % Inz = lim,~ o ;’Tﬁ = lim,\ o _a;/ffl,l = lim,~ o —oc:lc*"‘ = lim,\ o % =0.
Alternativ konnte man y = % substituieren und somit den Limes auf Teil (b)

. . . . Inl . 1
zuriickfiihren: limg\ o 2% Inz = lim,_, = lim, o % =0.
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H51

(d) Beim hier zu untersuchenden Limes gehen Sie mit der Regel von de I’Hospital
baden, da diese bei mehrmaliger Anwendung die Sache nicht einfacher macht, son-
dern in jedem zweiten Schritt wieder auf den urspriinglichen Limes zurtickfiihrt.
Indem man den Bruch mit e”" erweitert, sieht man jedoch ganz direkt, dass

et — et 1— 6—2m

- - - - 1
er +e " 1+e2

fiir x — o0.

(Weitere niitzliche Funktionen). Es sei f: R — R wie in G48.

(a) Zeige, dass f monoton wichst und bestimme lim, ., f(x) und lim,_._, f(x).
Skizziere f grob.

(b) Zeige, dass die glatte Funktion g: R — R, g(z) := —f(1 — 2f(z)) monoton
wéchst. Zeige auerdem, dass reelle Zahlen r < R existieren, so dass g(x) = m
fir x < r und g(z) = M fiir x > R. Skizziere g grob.

(c) Bastle aus ¢ eine glatte Funktion h: R — R mit analogen Eigenschaften,
jedoch mit m =0 und M = 1.

(d) Skizziere eine glatte Funktion k: R — R mit den folgenden Eigenschaften: Es
existieren a < b < ¢ < d derart, dass k(x) = 0 gilt falls < a oder z > d,
k(x) = 1 ist fir alle z € [b,¢], die Einschrankung k|, 5 monoton wéchst und
k|(c,qg monoton féllt. Bastele mit Hilfe von A eine solche Funktion k.

Bem.: Man nennt eine solche Funktion k eine “Abschneidefunktion” oder auch “cut-off.”

(a) Wir wissen aus der Losung von Aufgabe G48, dass f'(x) = 0 fiir x < 0 sowie
fl(x) = %e‘i > 0 fiir x > 0. Also ist f'(x) > 0 fiir alle z € R und somit f
monoton wachsend. Da f(x) = 0 fiir x < 0, gilt f(z) — 0 fiir vt — —oo. Weiter
gilt f(z) = e« — € =1 fiir z — o0, da —2 — 0 und die Exponentialfunktion
stetig ist.

(b) Nach der Kettenregel ist
g(z) = =fA=2f(x)- (=2f(x)) = 2/’ (A1 =2f(x)) - f'(z) = 0,

da ja f'(y) > 0 fiir alley € R. Fiir x > 5 ist f(z) = x> %, somit 1 —2f(z) <0
und folglich g(x) = —f(1 — 2f(x)) = 0. Wir kénnen also M := 0 nehmen. Fiir
x < 0 ist weiter f(x) =0, somit g(x) = —f(1) = =% = m.

(c) h: R = R, h(x) :=e-g(x) 4+ 1 hat die gewiinschten Eigenschaften.

(d) Es sei h: R — R eine glatte, monoton wachsende Funktion derart, dass fiir
gewisse a,b € R mit a < b gilt: h(z) = 0 fiir x < a und h(z) = 1 fiir x > b. Dann
ist © +— h(20+ 1 — ) eine monoton fallende, glatte Funktion, die konstant 0 ist fiir
r>2b+1—a=:d(=b+1+(b—a)>b+1) und konstant 1 fiirx <b+1=:c.
Wir definieren

k(x) := h(z)-h(20+1—x).
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Fiir x < c ist k(x) = h(z); somit ist k|—s, monoton wachsend, k||_q = 0 und
Klpg = 1. Fiir x > ¢ (was > b ist) ist h(x) = 1, also k(x) = h(2b+ 1 — ) monoton
fallend fiir x > ¢ und k(z) = h(2b+ 1 —x) =0 fiir x > d.



