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12. Ubungsblatt zur
»Analysis I fiir M, LaG und Ph*

Aufgaben und L6ésungen

Gruppeniibung

Aufgabe G40 (Ableitungsregeln)
Bestimme mit Hilfe der Rechenregeln fiir das Differenzieren die Ableitungen folgender Funktionen:

(a) fo:R—=R:z~ 254322 —42

fe:R— Rz log(z? + 27 + 2)
f4:]0,+00[— R : & — log(2?3) — 23 log(x) + 12

)
)
)
e) fe:RHR:xHH%
)
)

Losung
(a) f/(x) =521+ 62
(b) fi(z) =exp (—32?) - (—5 - 22) = —wexp (—32?)
(©) f1(a) = zrpherg - (22 +2) = Aol
(d) fi(z) = b5-23022—23.-1=23. 22 _93.1 ¢
(¢) f1(2) = — b - 20 = — 12
(f) fi(z) =exp(z -loga)-loga = log(a) - a®
(8) fl(x) =exp(z-logx)- (1-logz+ - 1) =22 (logz +1)

Aufgabe G41 (Ableitung mit Differenzenquotient)
Gegeben seien folgende Funktionen:

_T
1+|z|

2¢+1 fallsxz >0
(x4 1)  sonst

(¢) g ' R— R:zx—ax- |z mitneN

(a) go :R— R:z

wmwweRmH{
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Zeige direkt mit der Definition V.1.2, dass die Funktionen an der Stelle 0 differenzierbar ist und
berechne die Ableitung an dieser Stelle.

Losung:

(a)

-

9a(0+h) = ga(0) T+

=

—
+
=l

—
sl B
=

(14 |h)h
1

(1 +[hl)
1

T @+ op

Also ist g, an der Stelle 0 differenzierbar und es gilt: g/, (0) = 1.
(b) Rechtsseitiger Grenzwert (h > 0,h — 0):

9%(O0+h)—g0) _ (2h+1)—(2-0+1)
h N h
o
h
= 2
— 92

Der rechtsseitige Grenzwert des Differenzenquotienten ist also 2.
Linksseitiger Grenzwert (h < 0,h — 0):

g(O+h) —gp(0) _ (h+1)*—(0+1)
h - h
_ h*+42h
N h
= h+2
—0+2=2

Der linksseitige Grenzwert des Differenzenquotienten ist also auch 2.
Also ist g, an der Stelle 0 differenzierbar und es gilt: g;(0) = 2.

()

00+ h) —ge(0) _ b {/fRl-0- /[0]
h h
he /T
h
- YW

— /10| =0

Also ist g. an der Stelle 0 differenzierbar und es gilt: ¢/.(0) = 0.
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Aufgabe G42 (Gleichméfige Konvergenz)

(a)
(b)
()

Zeige: Die Folge (fn),en mit fr : [0, +00[— R : ¢ — e'~" konvergiert punktweise, aber nicht
gleichméfig.

Zeige: Die Folge (gn),cy mit g : [0,+00[— R : t e~ (47 konvergiert gleichméiBig,
Bestimme von jedem g, die Supremumsnorm.

Zeige: Die Reihe Y 0 g5 konvergiert gleichméBig. Gib die Grenzfunktion explizit an.

Losung:

(a)

Zuerst zeigen wir die punktweise Konvergenz. Sei t € [0, 400 beliebig. Dann gilt:

fn(t) — et—n — et e = et . <1>n

e

Die Folge (%)n ist eine geometrische Folge mit Basis % < 1 und konvergiert gegen 0. Der

erste Term e! ist konstant beziiglich der Variablen n.
Somit konvergiert f,(t) punktweise gegen die konstante 0-Funktion.

Wire die Konvergenz gleichméfliig, dann wiirde fiir € := 1 ein NN, existieren, sodass fiir
alle n > N, x € [0,4+00] gelten wiirde, dass der Abstand zwischen f,(z) und 0 kleiner als
€ = 1 wéare. Dies ist aber nicht der Fall, da fiir den Spezialfall x = n immer gilt, dass
fn(n) = "™ = eV = 1. Es lisst sich also immer ein  finden, sodass der Abstand von f,, zur
0-Funktion an dieser Stelle nicht kleiner 1 ist.

Zuerst zeigen wir die punktweise Konvergenz. Sei ¢ € [0, +00| beliebig. Dann gilt:

gu(t) = e~ (M) — 7t — ot <1)

e

Die Folge (%)n ist eine geometrische Folge mit Basis % < 1 und konvergiert gegen 0. Der

erste Term e~! ist konstant beziiglich der Variablen n.
Somit konvergiert g,(t) punktweise gegen die konstante 0-Funktion.
Nun zeigen wir die gleichméfige Konvergenz, indem wir die Supremumsnorm ausrechnen:

lgnll = sup{gn(t) : ¢ € [0, +-00[}
= sup{e " .t € [0, 400[}

_ e(o+n>:<1> ,
e

Dies ist der Fall, weil ¢t — e~ () monoton fallend ist und somit sein Supremum am linken
Endpunkt £ = 0 annimmt.
Die Folge (gn),cy konvergiert gleichméBig gegen 0, weil die reelle Folge ||g,, — 0 = ||gnl| =
(%)n gegen 0 konvergiert.

Wir verwenden den Konvergenzsatz von Weierstrafl (Satz IV.2.11): Dieser besagt, dass eine
Reihe von beschrinkten Funktionen gleichméfliig konvergiert, falls die Reihe der Normen
konvergiert. Berechnen wir also:

iugnn =nfjl ()

Diese Reihe ist eine geometrische Reihe und konvergiert, weil ‘%’ = % < 1 ist.

Also diirfen wir Satz IV.2.11 anwenden und erhalten die gleichméfiige Konvergenz der Reihe
gegen eine Funktion G : [0, +oco[— R.
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Den Grenzwert kann man hier explizit ausrechnen:
Sei t € [0,4o00[. Dann ist

Hausiibung

Aufgabe H45 (Differenzenquotienten)
Zeige mit Definition V.1.2, dass die folgenden Funktionen nicht differenzierbar sind:

(@) fo:] —2,2[— R:tw |t +1]

() foi =220 Bt T
0 fallst=0
@ sl —22— R { o O

3 fallst>1
(d) fd.]—2,2[—>R.tr—>{ -

() ferR— R:x+— |z mit neN

Losung:
(a) Behauptung: f, :] —2,2[— R : ¢+ |t + 1| ist nicht differenzierbar an der Stelle ¢t = —1:
fa(=1+h) = fa(=1) [(=1+h) +1] = [(=1) +1]

h h
[

Dies ist gleich +1, wenn h > 0 und gleich —1, wenn A < 0. Somit existiert der Grenzwert
nicht und f, ist nicht an der Stelle t = —1 differenzierbar.

(b) Behauptung: fp ;| — 2,2[— R : t — /|t — 1] ist nicht differenzierbar an der Stelle ¢ = 1:

40— ) IO+ 1= -1]
h

h
VAL
h
Dieser Ausdruck divergiert, wenn A — 0, da @ = ﬁ — 00. Somit existiert der Grenz-

wert nicht und fp ist nicht an der Stelle ¢ = 1 differenzierbar.
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0 fallst=0
() fe:]—22[—R:t— { ﬁ sonst

erstrecht nicht differenzierbar.

ist nicht stetig an der Stelle t = 0 und somit

3 fallst>1
t sonst
t = 1: Rechtsseitiger Grenzwert des Differenzenquotienten(h > 0, h — 0):

(d) Behauptung: f;:]—2,2[— R:t+— { ist nicht differenzierbar an der Stelle

fa@+h) — fa(t) _ (1+h)°-1°
h B h
~ 1+43h+3R7+ R -1
- h
= 3+3h+h?
— 3

Der rechtsseitige Grenzwert des Differenzenquotienten ist also 3.
Linksseitiger Grenzwert (h < 0,h — 0):

fa+h)—fa1) _ (h+1)—-1
h h
=1
— 1

Der linksseitige Grenzwert des Differenzenquotienten ist also 1.
Die beiden einseitgen Grenzwerte stimmen also nicht iiberein und somit existiert der Grenz-
wert des Differenzenquotienten nicht. Also ist fy nicht an der Stelle ¢ = 1 differenzierbar.

(e) Behauptung: fo : R — R : z +— {/|z| mit n € N ist nicht differenzierbar an der Stelle ¢t = 0:

fe(0+h)_fe(0) _ W_W

h B h
VIh|
h
Dieser Ausdruck divergiert, wenn A — 0, da @‘ = p (11_ b — 00. Somit existiert der

Grenzwert nicht und f ist nicht an der Stelle t = 1 differenzierbar.

Aufgabe H46 (Konvergenzradius)
Bestimme den Konvergenzradius folgender Potenzreihe:

o0
n"
> 7
n!

n=0

Loésung: Sei z € C. Um zu sehen, ob die Reihe

konvergiert, wenden wir das Quotientenkriterium an:
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(nt )" 1

bn+1 o (n+1)!
by, T;;,l 2"

[(n+ 1)nFt . 2Ll
|(n+ 1)l nn. 27|
(n+1)"(n+1)-|z"z| - n!
(n+1)n!-nm-|z?
(n+1)"-|z[-
nn

1 n
= <1+> - 2]
n

— ezl

Wir wissen nun, dass die Reihe konvergiert, falls e - [z| < 1 ist und dass sie divergiert, wenn
e |z| > 1 ist. Das heifit: Fiir alle z € C mit |z| < 1 konvergiert die Reihe und fiir alle z € C mit
|z| > 1 divergiert die Reihe.

Also ist der Konvergenzradius %

Aufgabe H47 (Nicht explizit hinschreibbare Umkehrfunktion)
Sei f:R — R:x+ x4+ 2° — 3. Zeige, dass f bijektiv ist und dass f~! : R — R differenzierbar
ist. Was ist die Ableitung von f~! an der Stelle —3 ?

Losung: Die Funktionen z — z , 2 — 2° und z — —3 sind alle stetig und monoton wachsend,

folglich ist auch f stetig und monoton wachsend. Da die ersten beiden Summanden sogar streng
monoton wachsen, gilt dies auch fiir f. Also ist f streng monoton wachsend und damit injektiv.
Surjektivitdt: Da f stetig auf einem Intervall ist, muss das Bild auch ein Intervall sein. Fiir v — 400
geht auch f(z) — 400 und somit ist das Intervall nach oben unbeschrinkt. Fiir x — —oo gilt
analog, dass f(zr) — —oo. Somit ist das Intervall in beide Richtungen unbeschrinkt und muss
gleich R sein.

Also ist f surjektiv.

Folglich ist f bijektiv.

Weiterhin wissen wir, dass f differenzierbar ist: Die Ableitung ist f/'(z) = 1 + 5z* und immer
positiv, weil 24 > 0 fiir reelle Zahlen x gilt.

Wir kénnen somit Satz V.1.11 anwenden und wissen, dass auch f~! immer differenzierbar ist und
dass folgende Formel gilt:

—1v/ 1
(f ) (f(p)) = f’(p).
Wenn wir p := 0 einsetzen erhalten wir:
—1\/ _ 1
(f ) (f(O)) - f’(O)
3 = =1

Aufgabe H48 (Sekanten- und Tangentensteigung)
(a) Seia <cund f:[a,¢] — R:t s t2 Gib ein b €]a, c[ an mit
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1

(b) Tue das gleiche fiir f:[a,c] — R:t+— 2 mit 0 <a <c.

t

Losung:

(a) Die linke Seite der Gleichung lautet:

g oo (sl .

Aus f(t) = t? folgt f'(t) = 2t. Das heifit die rechte Seite der Gleichung wird einfach zu
2b

Wir miissen also die Gleichung
c+a=2b

nach b auflésen. Das Ergebnis ist dann einfach C‘FT“, das arithmetische Mittel der beiden
Endpunkte des Definitionsintervalls.

Die linke Seite der Gleichung lautet:

flO—fla) _c—a_ & _ 1

c—a c—a c—a ac’
Aus f(t) = 1 folgt f'(t) = —t%. Das heifit die rechte Seite der Gleichung wird somit zu

1
b2

Wir miissen also die Gleichung
1 1

ac b2
nach b aufloesen, d.h. wir miissen b> = ac nach b aufloesen. Da a und ¢ echt gréfer 0 sind
und b zwischen a und c liegen soll, heifit das fiir b, dass b auch positiv ist. Somit gilt:

b=+ac

(Dies nennt man auch das geometrische Mittel von a und c.)



