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8. Ubungsblatt zur
»Analysis I fiir M, LaG und Ph*

Aufgaben und Lésungen
Gruppeniibung

Aufgabe G24 (Geometrische Reihen)
Uberpriife, welche der folgenden Reihen konvergieren und berechne gegebenenfalls ihre Summe

(@) Yoo (3)"

(b) 302 (VB)"

¢) Yolo13- (5 +3)"
d) Yoo (27" + )
() 3020 ()"

o] 2\
(a) 2ato (3)" -
Dies ist eine geometrische Reihe mit Basis % Sie konvergiert, weil ‘%‘ = % < 1. Der Grenzwert
1

(b) 2020 (V3)".
Dies ist eine geometrische Reihe mit Basis V3. Sie divergiert, weil ‘\/3 ’ =v3>1.
(c) Xnio13- (3 +30)"
Den Faktor 13 kann man nach Satz I11.3.4 aus der Reihe ,,herausziehen”. Deshalb betrachten

wir zuerst die geometrische Reihe y > (% + %z)n mit Basis (% + %z) Sie konvergiert, weil

‘% + %z‘ =4/ (%)2 + (%)2 = ,/% = % < 1. Der Grenzwert der Ausgangsreihe ist dann gleich
oe] n o0 n
2 1 2 1 1
13- -4 =t = 13 -+t =13 ———=
2 <3+2Z> Z(3+21> 1—(

n=0 n=0 %—i_ %2)
L (5 +37)
= 13 ~ 13
53l (5—29) (5+27)
1,1 11
NP R UNISPY: ANELUT YT
ot 36
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(d) o (27" + gm)-
Wir betrachten die beiden Reihen Y 2 ;27" und > 7 ?jé—nn getrennt. Wenn wir zeigen konnen,
dass beide Reihen konvergieren, so konvergiert nach Satz I11.3.4 auch die Summe und wir
kénnen die Grenzwerte addieren.

Die Reihe Zoo 2 =3 (%)n ist eine geometrische Reihe mit Basis % und konvergiert

weil |3 =3 =2
2
Die Reihe 3, &4 = ZZO 03m =20 (2)" ist eine geometrische Reihe mit Faktor 3. Sie
konvergiert, WeilT ‘ = 9 < 1. Der Grenzwert ist 14 = %
9

Der Gesamtgrenzwert ist somit 2 + 5 = %.

() Tozo ()"
Die Folge ((%)10 n)

divergent.

= (L . 42n)nEN konvergiert nicht gegen 0. Somit ist die Reihe

Aufgabe G25 (eine Teleskop-Summe)
Fir n € N sei

ni=vn+1—+n.
Untersuche die Konvergenz der Folge (an), o und der Reihe >°°7 | a,. Hinweis: Was ist die n-te
Partialsumme der Reihe?

Losung: Wir schreiben die Folge (ay),,cy folgermafien um:

Vitl—yn  (Vn+1-yn)(Vn+1+y/n)
1 B (Vn+1+/n)

Vi1 - =

n+l-n 1
= —
Vntl+yn Vntl+yn
Die Folge (ay),,cy konvergiert also gegen 0.

Nun untersuchen wir die Konvergenz der Reihe Y >
der Reihe:

Qan

1 an: Wir betrachten die n-te Partialsumme

En: W—f) V2-VI4+V3-V2+ -+ Vnt1-vn=Vn+1-VL

k=1 k=1
Die Folge (Sp),,cy divergiert, also ist die Reihe )~ ° , a,, divergent.
Aufgabe G26 (Summe)

Zeige:
n—1 '
(Vm,n e Nym <n = Z 277 < 9=(m=1),
j=m
Losung:
n—1 ' n—m—1 n—m—1
T L YR A v
j=m k=0
— 27m 1 _ 27m .9 = 27m+1 — 27(”7,71)
1-1 '
2
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Aufgabe G27 (Cauchy-Folgen)
Sei (zn),cy eine Folge in einem metrischen Raum (X, d) mit der Eigenschaft, dass fiir alle n € N
gilt:
d(Tp, Tpy1) < 27

(a) Zeige fiir alle n € N: d(zp, Tpy0) < 27" 4 2-(FD),
(b) Zeige, dass fiir alle n € N, k € N die Abschétzung

d(wTM anrk:) < 27" + 27(n+1) 4+ .4 2*(n+k71)

gilt.
(c) Zeige, dass (x,),cy eine Cauchy-Folge in (X, d) ist. (Hinweis: Nutze Aufgabe (G26).)

Loésung;:

(a) In einem metrischen Raum gilt die Dreiecksungleichung. Diese wenden wir an auf die drei
Punkte x,, xp41 und x,40:

d(xn, Tnt2) < d(@n, Tnt1) + d(@Tpg1, Tnao) < 27" + 9~ (nt1)

(b) Beweis per Induktion iiber k. Fiir £k = 1 siehe Aufgabenteil (a).
Induktionsschritt von k auf k 4 1:

(@, T (et 1)) < ATy o) + @y T (op 1)) < 277427 0D o o= (nbk=) g o= (nh)

<2—(n+k)

(c) Seie > 0.Da die Folge (27™),, .y gegen 0 konvergiert, gibt es ein N € N mit 27 < e. Sei nun
n,m > N. Dann ist ohne Beschréinkung der Allgemeinheit m < n. (Ansonsten benennen wir
m und 7 um.) Wir miissen nun zeigen, dass d(x,,x,) < € ist. Fiir m = n ist der Abstand
0, das ist kleiner €. Sei also nun m < n. Dann schreiben wir n = m + k mit £ € N und

berechnen:
m+k—1 A
ATy Trpg) < 27727 o qom Rl = N g (D) < 97N e
j=m

Hausiibung

Aufgabe H29 (Konvergenz und Divergenz von Reihen)
Entscheide, welche der folgenden Reihen konvergiert. Es ist nicht erforderlich, den eventuell exi-
stierenden Grenzwert anzugeben.

(a) 2pm (=1)"

Xaa ()M (Vi 1 vin)

(—=1)" 3n24-42n41
n=1 23(n+1)2

¥
S (27 GY)
¥
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(a) divergent, weil ((—1)"),cy nicht gegen 0 konvergiert.

(b) divergent, weil (n!), .y nicht gegen 0 konvergiert.

(¢) konvergent nach Leibnitz-Kriterium, da die Folge (v/n +1 — y/n)
noton fallend gegen 0 konvergiert. (sieche Aufgabe (G25).)

_ 1 _
neN <\/n+1+\/ﬁ>neN o
(d) divergiert, da die Folge (%)%N gegen 23—3 konvergiert und nicht gegen 0.

(e) konvergiert, weil Summe von zwei konvergenten Reihen (der erste Summand ist geometrische
Reihe mit Basis %, der zweite Summand konvergiert wegen Leibnitz-Kriterium).

(f) konvergiert, da diese Reihe nur endlich viele Summanden ungleich Null hat. Somit ist die
unendliche Reihe in echt nur eine endliche Summe.

Aufgabe H30 (Endliche Geometrische Reihe)
Sei K ein beliebiger Korper. Seien a,b € K zwei Korperelemente und n € N eine natiirliche Zahl.
Zeige folgende Formel:

bn—H _ an—l—l — (b _ a) Zakbn—k
k=0

Hinweis: Du kannst dich am Beweis des Satzes II1.3.3(a) orientieren.

Losung:

(b—a) zn: afp k= Zn: bk — Zn: a-aok
k=0 k=0 k=0

n n
— Z akbn-l—l—k _ Z ak-{—lbn—k
k=0 k=0

— (bn+1 _|_abn + a2bn—1 I an—1b2 —I—a”b)
_ (abn Jra2bn—1 + a3bn—2 4t anb+an+1)
_ bn—i—l . an—l—l.

Aufgabe H31 (das Cauchy-Produkt)
Es seien a,b € C mit a # b und |al, |b| < 1.

(a) Berechne das Cauchy-Produkt der geometrischen Reihe Y 07 (a™ und > 7, b", d.h. finde die
Summanden dieser Reihe. (Hinweis: Nutze die Formel aus Aufgabe (H30).)

(b) Berechne den Grenzwert der Reihe aus (a). Zeige, dass das Produkt der Grenzwerte der
beiden geometrischen Reihen gleich dem Grenzwert ihres Cauchy-Produkts ist.
Losung:

(a) Zuerst einmal iiberzeugen wir uns davon, dass die beiden Reihen iiberhaupt absolut konver-
gieren. Dies ist natiirlich der Fall, weil es sich um geometrische Reihen mit Basis a, bzw b
handelt und die Betriige nach Voraussetzung echt kleiner als 1 sind. Das Cauchy-Produkt ist
definiert als die Potenzreihe Y 32 ¢, mit

n
Cp 1= Za”_kbk.
k=0

Da b # a, d.h. b — a # 0, ldsst sich dies nun umschreiben als

1 - kin—k
—b_a-(b—a)kz_oa b
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Nach Aufgabe (H30) ist dies gleich

— ﬁ (bn-i-l _ CLn-&-l) )

Die Cauchy-Produkt-Reihe ist also gegeben als

S 1 n n
S e,
n=0

(b) Die Reihe aus Aufgabenteil (a) ldsst sich nach Satz I11.3.4 umschreiben zu:

00 1 1 (3] 0o
- bn—i—l . an—i—l — bn+1 _ an-i—l
nz:o b—a ( ) b—a (Z nz:() )

= -
= b_@(b;b"—a;a”>

R A 1
I G A

1 bl—a)—a(l—0)

b—a (1-0)(1—a)

- 1 b—a

T b—a (1-a)(1-b)

B 1
(I—a)(1-0)

1 1

T 1-a 1-b

- (5 &)

Aufgabe H32 (Néherungslosungen fiir Alternierende Reihen)
Sei (an),cy eine monoton fallende Folge nichtnegativer reeller Zahlen mit lim, .. a, = 0.
Setze by, := (—1)"*'a,. Sei m € N eine gerade Zahl.
(a) Zeige: 02 10n >0
(b) Zeige: > 07 11 bn < Gyt
c) Zeige, dass der Abstand zwischen der endlichen Summe ", by, und der Reihe > bn
Zeige, dass der Abstand zwischen d dlichen S mb d der Reih b
kleiner gleich a,,+1 ist.
egeben sel die Reihe — eren Grenzwert man nicht exakt elementar
d) Gegeb i die Reih o 1)ntt d G ich kt el

n=1 10m+n?
berechnen kann. Wenn man nun nur sechs Summanden der unendlichen Reihe aufaddiert und

die restlichen vernachléssigt, dann ist das Ergebnis nicht exakt, sondern nur eine N&herung.
Zeige, dass der Fehler (die Differenz zum exakten Ergebnis) kleiner als 10~ ist.

Loésung:
(a) Der erste Summand der Reihe > 02 . (—1)""1a, ist der Term

(_1)(m+1)+1an = (_1)m+2am+1 = Om+1,

weil m gerade ist und deshalb (—1)™+2

die Reihe ist von der Form

= 1 ist. Die Vorzeichen sind immer alternierend, d.h.

Am4+1 — Amt2 + Gm43 — Qmpd +
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Da die Folge (an), oy nach Voraussetzung monoton fallend ist, ist jede der Differenzen
(Am+1 — @m+2) s (Am+3 — Gmed) , - - . groBer gleich 0. Somit ist auch der Grenzwert der Summe
grofer oder gleich 0.

Wir spalten den ersten Summanden der Reihe, also a,,+1 ab und schauen uns den Rest an:

—Qm+42 + Om43 — Gm+d + A5 -

Diesmal gilt offensichtlich, dass zwei aufeinanderfolgende Zahlen (—am+2 + am+3),
(—am+4 + Qmys), - .. immer kleiner gleich 0 sind. Deshalb ist auch der Grenzwert der Reihe
. +2(—1)"+1an < 0. Da wir fiir diese Uberlegung aber den ersten Summanden a,,1
weggelassen hatten, addieren wir diesen wieder dazu und erhalten:

o0

Z (—1)”+1an < Am+1-

n=m+1

Wir berechnen den Abstand zwischen der Reihe > ° | b, und der endlichen Summe Y " | by,:
PILED AL DR
n=1 n=1

n=m+1
Nach Aufgabenteil (a) wissen wir, dass der Term zwischen den Betragsstrichen grofler oder
gleich 0 ist, wir kénnen sie deshalb weglassen. Nach Aufgabenteil (b) wissen wir, dass der
nun verbleibende Ausdruck kleiner oder gleich a,,41 ist. Das war zu beweisen.

Eigentlich haben wir in Aufgabenteil (c¢) schon alles gezeigt. Wir miissen nur noch iiberpriifen,
dass wir die Voraussetzungen der Aufgabe erfiillen:

Wir setzen a, := ﬁ und dementsprechend b, := (—1)"*!-1 —- Die Voraussetzungen
sind erfiillt, denn (a,),y ist nichtnegativ, monoton fallend und konvergiert gegen 0. Dies

liegt daran, dass (10"), .y und (n), .y monoton wachsend gegen +oo divergieren.
AuBerdem setzen wir m = 6 und 6 ist gerade.
Nun gilt nach Aufgabenteil (c) die folgende Abschétzung fiir den Fehler:

oo 6
Sh- Yo
n=1 n=1

1 1
< —=10"".
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