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4. Ubungsblatt zur
»Analysis I fiir M, LaG und Ph*

Aufgaben und Lésungen

Gruppeniibung

Aufgabe G11 (binéire Operatoren)
Das Folgende sind alles keine abelschen Gruppen. Gib bei jedem Beispiel an, welche der Axiome

(A), (N), (I), (K) erfiillt sind:
(N,4+) mit + :NxN—-N: (z,y)—z+y
(N, ) mit - :NxN—-=N:(z,y) —z-y
e (N,Y)mit Y :NxN—=N:(z,y) — Y y:=max{z,y}
(
(
(

Np,©) mit ©: Ng x Ng = Ny : (z,y) m 20y = |z —y| = max{z —y,y — z}
[

N, A) mit A : Ng x Ng = Ny : (z,y) — x A y := min{z, y}
<

N, <) mit « NxN—-N:(z,y)—z €y =2z

Loésung;:
(N, +) :
(A) ist erfiillt, da Addition in den natiirlichen Zahlen assoziativ ist.

(N) ist nicht erfiillt: Angenommen, es gebe eine natiirliche Zahl e mit (Vx € N)z + e = z.
Dann wére insbesondere 14+e = 1, daraus folgt, dass e = 0. Dies ist aber ein Widerspruch,
da nach unserer Definition N die Zahl 0 nicht enthélt.

(I) ergibt keinen Sinn, wenn (N) nicht erfiillt ist.

(K) ist erfiillt, da die Addition in den natiirlichen Zahlen kommutativ ist.
(N> ) :

(A) ist erfiillt, da Multiplikation in den natiirlichen Zahlen assoziativ ist.

(N) ist erfiillt, da die Zahl 1 die Bedingung(Vx € N)z -1 =12 = z erfiillt.

(I) ist nicht erfiillt, da z.B. die Zahl 2 kein multiplikatives Inverses besitzt, d.h. es gibt kein
y € N sodass 2 -y =1 gilt.

(K) ist erfiillt, da die Multiplikation in den natiirlichen Zahlen kommutativ ist.
(N, ) :



4. Ubung Analysis I fiir M, LaG und Ph

(A) ist erfiillt:

(a:Yy),z}

max{z,y}, z}

(rYy) Yz = max

x,y, 2}
= max

x, max{y, z}}
x,(yY z)}

= zY (yY2).

= maXxX

Il
5
i
= = A A

(N) ist erfiillt, da die Zahl 1 die Bedingung(Vx € N)x Y 1 = max{z, 1} = x erfiillt.
(I) ist nicht erfiillt, da z.B. die Zahl 2 kein Inverses besitzt, d.h. es gibt kein y € N sodass
2Y y=max{2,y} =1 gilt.
(K) ist erfiillt, da z Y y = max{x,y} = max{y,x} =y Y z gilt.

(No,©) :
(A) ist nicht erfiillt, da z.B. fir z = 1,y = 2,z = 3 die Gleichheit (102)©3=(102)03
nicht gilt:
(10203 = 111—2\—3):‘1—3’=2
10(203) = ‘1—|2—3y):‘1—1‘:o.

(N) ist erfiillt, da die Zahl 0 € Ny die Rolle des Neutralelementes annimmt:

00 = |jz—0=|z|=2z
0oz = [0—z|=|—2|=2

(I) ist erfiillt, da jede Zahl in Ny ihr eigenes Inverses ist:

rOx = |zx—z|/=0]=0

(K) ist erfiillt, daz0y=|z—y|=|ly—z| =y Oz
(No,k) :
(A) ist erfiillt:
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(N) ist nicht erfiillt, da ein Neutralelement fiir A grofer als oder gleich allen natiirlichen
Zahlen sein miisste, die natiirlichen Zahlen aber noch oben unbeschriankt sind.

(I) ergibt keinen Sinn, wenn (N) nicht erfiillt ist.

(K) ist erfullt, da z A y = min{x,y} = min{y, 2} =y A = gilt.
(N, <) :

(A) ist erfiillt:

(r4y) 4z = 4z
=z
= z4(y «€2).

(N) ist nicht erfiillt. Beweis per Widerspruch: Nehmen wir an, es gibe ein Neutralelement
e € N, dann wiirde dies ja erfiillen:

(VzeN)jz de=c 4z =1
Nach Definition von ,,«” ist dies gleichbedeutend mit
(Vz e Nz =e =z,

in Worten: Es gibt eine Zahl e € N, die gleich allen anderen Zahlen ist. Dies ist absurd.
(I) ergibt keinen Sinn, wenn (N) nicht erfiillt ist.
(K) ist auch nicht erfillt,da 1 €2 =1+#2 €41 =2.

Aufgabe G12 (ein endlicher Korper (Teil 1))
Wir betrachten die zweielementige Menge Fy := {0,1} mit der folgenden Addition:

0+0:=141:=0und 0+1 :=1+4+0:=1.
Die Multiplikation - sei folgendermafien definiert:
00:=01:=1.0:=0und 1-1 :=1.

(a) Verifiziere, dass (Fg,+) eine abelsche Gruppe ist. Welches Element ist das Neutralelement?
(b) Verifiziere, dass (Fa,+, ) ein Korper ist. Welches Element ist das Einselement?

Losung:

(a) Assoziativitiit zeigt man z.B. durch eine Fallunterscheidung in acht Fille, d.h. man zeigt
(z4y)+z = x+(y+2) zuerst fiir x = 0,y = 0,z = 0 und probiert dann alle acht Félle durch,
bis man bei z = 1,y = 1,z = 1 angekommen ist. Vielleicht gehts auch schlauer... (Hinweis:
Alle, die die Aufgabe (T2e) auf dem allerersten Tutoriumsblatt gemacht haben, haben diese
acht Fille bereits erledigt, nur unter anderem Namen.) Das Neutralelement der Addition
ist 0. Dies ist klar per Konstruktion. Jedes Element ist sein eigenes additives Inverses, d.h.
040 = 0 und 141 = 0. Die Kommutativitdt der Addition folgt direkt aus der Definition.

(b) Auch hier verifiziert man die Eigenschaften z.B. durch Fallunterscheidungen, bzw. Wahr-
heitstafeln.

Aufgabe G13 (Konstruktion einer Korpererweiterung)
Sei K ein Korper und
L:=KxK=K?={(a,b):a,b€ K}.
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Auf der Menge L definieren wir eine Addition und eine Multiplikation durch
(a,b) + (¢,d) := (a+ ¢, b+ d), und (a,b) - (¢,d):=(a-c—b-d,b-c+a-d).
Weiter definieren wir eine Funktion:
N :L— K, (a,b) — a®+ b2
Zeige: (Vz,y € L) N(xz-y) = N(z) - N(y).
Zeige: (L, +) ist eine abelsche Gruppe.
Zeige: die Multiplikation auf L ist kommutativ und besitzt ein Einselement. Welches ist es?

)
)
)
d) Zeige: Fiir x := (a, b) setze T := (a, —b). Zeige: = - & = (N(x),0).
) Zeige: Ein Element x € L besitzt genau dann ein multiplikatives Inverses, wenn N (z) # 0.
)

Verwende ohne Beweis die Assoziativitdt der Multiplikation und das Distributivgesetz von L
und folgere:

L ist Korper < <<Vaj € L) (N(m) =0=zx= 0))

Loésung:

(a) Sei x = (a,b) und y = (¢,d) mit a,b,c,d € K. Dann gilt:

N@-y) = N((@b)-(cd)
N(ac — bd,bc + ad)
(ac — bd)* + (be + ad)?
2c® — 2achd + b*d* + b*c® + 2bcad + a*d?
a’c? + a*d® + b*c® + b d?
a?( +d?) + b*(* + d?)
(a? + b%)(c* + d?)
— N@N@).

(b) (L,+) ist assoziativ:

(@0 +(@d) + (e, /) = (at+eb+d)+(ef)
a+c+eb+d+ f)
)

(
(
(a,b) + (c+e,d+ f

(a,0) + ((e;d) + (e.)).

(L, +) ist kommutativ:

(a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d)
(c+a,d+0b)
= (¢, d) + (a,b).
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(L,+) hat ein Neutralelement, ndmlich das Paar (0,0), da (a,b) + (0,0) = (a+ 0,06+ 0) =
(a,0) = (0+a,0+b) = (0,0) + (a,b).
Jedes Element (a,b) € L besitzt ein additives Inverses, ndmlich (—a, —b):

(a,b) + (—a,—b) = (a+ (—a),b+ (-b))
- (07 0)
= ((—a)+a,(=b) +b) = (—a,—b) + (a,b).
Also ist (L, +) eine abelsche Gruppe.

(¢) (L,-) ist kommutativ:

(a,b) - (¢,d) = (ac—bd,bc+ ad)
(ca — db, cb + da)
= (¢,d)-(a,b).

(L,-) hat ein Einselement, némlich das Paar (1,0):

(a,b) - (1,0) (@-1—-b-0,b-14a-0)
= (avb)
= (1-a—0-5,1-0+0-a)
= (1,0)-(a,b)
(d)
(a,b)-(a,—b) = (a-a—b-(=b),b-a+a-(-b))
= (a®+1%0)
= (N(a,b),0)
(e)

,,—" Angenommen z besitzt ein multiplikatives Inverses 2 ~!. Dann gilt ja
-zt =(1,0),

da (1,0) das Einselement von (L, -) ist. Nun wenden wir auf diese Gleichheit die Funktion
N an und erhalten:

N(z-z~') = N(1,0).
Aus Aufgabenteil (a) wissen wir, dass N(x-z~!) = N(z)N(x 1) ist. Die rechte Seite der
Gleichung ist einfach 12 4 02 = 1. Also haben wir gezeigt:

N(z)- Nz ') =1.

Das besagt, dass das Element N(z) € K in dem Koérper K ein multiplikatives Inverses
hat. Folglich ist N(x) # 0.

,,<="Sei x = (a,b) ein Element in L und nehmen wir nun an, dass N(x) # 0 ist. In Aufga-
benteil (d) haben wir gesehen, dass = x £ = (N(x),0) ist. Setzen wir nun y := =

N @)
(%7 N_(Z)) und erhalten (a,b) - (N'(lx), _(Z)) = (1,0).
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,,<=" Wir nehmen die rechte Seite der Aquivalenz an und wollen zeigen, dass L mit den definier-

ten Operationen ein Korper wird. Die additive Gruppe (L, +) ist wirklich eine Gruppe,
das haben wir bereits in Aufgabenteil (b) gesehen. Die Assoziativitdt der Multiplikation
sollen wir — nach Aufgabenstellung — unbewiesen glauben, weil das Aufschreiben zu ek-
lig wird. Die Kommutativitidt der Multiplikation haben wir in Aufgabenteil (c) gesehen,
ebenso das Einselement.

Es bleibt zu zeigen, dass jedes Element ungleich Null ein Inverses hat. Sei x € L ein
Element ungleich 0. Wir haben in Aufgabenteil (e) gesehen, dass x ein Inverses hat,
wenn N (z) # 0 ist. Nehmen wir also per Widerspruch an, N(x) = 0. Dann wiirde nach
Voraussetzung gelten, dass auch x = 0 wére und das ist direkt ein Widerspruch zur Wahl
von z. Also ist x invertierbar.

Wenn L ein Korper ist, dann ist jedes Element aufler der Null invertierbar. Wir haben in
Aufgabenteil (e) gesehen, dass ein Element x € L genau dann multiplikativ invertierbar
ist, wenn N (x) # 0 ist. Somit muss fiir alle Elemente = € L gelten:

x#0= N(x)#0.
Dies ist nach Kontraposition gleichbedeutend mit
N(z)=0=x=0,

was zu beweisen war.

Hausiibung

Aufgabe H13 (Maxima und Minima)
Entscheide, welche der folgenden Teilmengen von Q ein Maximum bzw. ein Minimum haben, und
gib diese an, falls sie existieren:

(a)

(
(
(
(
(

b) M,

C

) M

a::{l'nEN}
{n—f nEN}

{—l):nEN},

d)Md ={reQ:0<z <1},

€

)
)

M, =0,

£) My := 7.

Losung:

* (a

(
(
(
(
(

)
b)

Das Maximum ist 1, ein Minimum existiert nicht.

Das Minimum ist 0, ein Maximum existiert nicht.

¢) Das Maximum ist 3, das Minimum ist —1.

d) Weder Maximum noch Minimum existieren.

e
f

)
)

Weder Maximum noch Minimum existieren.

Weder Maximum noch Minimum existieren.

Aufgabe H14 (Permutationsgruppe)
Sei M eine beliebige Menge. In Bemerkung 1.4.5 wurde eine Permutation auf M definiert als eine
Bijektion f: M — M einer Menge auf sich selbst. Im Folgenden bezeichne
Sy={f: M — M : f bijektiv} die Menge aller Permutationen auf M.
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(a) Zeige, dass die Verkettung g o f zweier Permutationen f, g wieder eine Permutation ist.

(b) Zeige, dass die Menge aller Permutationen (Sj, o) mit der Verkniipfung

o: Sy xSy —Su:(g,f)—gof

als bindre Operation eine Gruppe ist.
(c) Zeige am Beispiel M := {1,2, 3}, dass die Gruppe (Sjs, o) im Allgemeinen nicht abelsch ist.

Hinweis: Du darfst alles verwenden, was in der Vorlesung oder in bereits zuriickliegenden Ubungen
bereits gezeigt wurde.
Loésung;:

(a) Wenn g, f € Sy bijektive Funktionen von M nach M sind, dann ist auch die Verkettung
g o f eine Funktion von M nach M. Die Verkettung ist bijektiv, weil f und g bijektiv sind.
(Dies wurde z.B. in Aufgabe (H7c) gezeigt). Somit ist g o f wieder eine Permutation und
damit ein Element in S);.

(b) In Aufgabenteil (a) wurde bereits gezeigt, dass die Verkniipfung von zwei Permutationen
wieder eine Permutation ist. Somit ist die Abbildung

O:SMXSM—MS'M

wohldefiniert. Es bleibt, die Axiome einer Gruppe aus Definition II.1.1 des Skriptes nachzu-
priifen:

(A) Die Verkniipfung ist assoziativ: Seien f, g,h € Sys. Es ist zu zeigen, dass (fog)oh = fo
(goh) ist. Um zu zeigen, dass zwei Funktionen mit gleichem Definitions- und Wertebreich
(in diesem Falle beides M) gleich sind, muss man iiberpriifen, dass sie fiir alle x € M
die gleichen Werte annehmen:

(fog)oh(@) = (fog)(h())

Alsoist (fog)oh = fo(goh).

(N) Das Neutralelement der Gruppe ist idyy, die identische Funktion auf M. Um dies einzu-
sehen macht man sich zuerst einmal klar, dass idy; : M — M : x — x wirklich bijektiv
ist und somit {iberhaupt ein Element in Sj;. Nun bleibt zu zeigen, dass fiir beliebige
Elemente f € Sy gilt, dass idy; o f = foidy = f.

(foida)(x) = f(idu(2))
= f(@)
= idu(f(2))
= (idwm o f)(z).
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(I) Es bleibt zu zeigen, dass jedes Element f € Sj; ein Inverses hat, d.h. dass fiir jede
bijektive Funktion f von M nach M eine Funktion f~! existiert, sodass fo f~!' = f~lo
f = idas gilt. Dieses Inverse ist nun aber gerade die Umkehrfunktion von f (Definition
1.3.7) und sie erfiillt nach Bemerkung 1.3.10 genau die Bedingungen.

Also ist (Shr, o) eine Gruppe.
(¢) Sei M :={1,2,3}. Wir definieren die Funktionen f und g wie folgt:

fM—-M : 1—22—-1,3—3
gM—-M : 1—1,2—33—2

Man verifiziert sofort, dass f, g bijektiv, d.h. wirklich Elemente in Sj; sind. Um nun zu zeigen,
dass fog # go f gilt, reicht es, ein Element z € M zu finden mit f o g(x) # g o f(z). Wir
nehmen z = 1:

fog(l) = f(g(1) = f(1)
go f(1) = g(f(1) =g(2)

Somit haben wir zwei Gruppenelemente gefunden, die nicht ,,kommutieren”, somit ist das
Axiom (K) aus Definition II.1.1 nicht erfiillt und die Gruppe nicht kommutativ (=abelsch).

2
3

Aufgabe H15 (Intervalle)
Sei K ein angeordneter Korper und I,J C K seien Intervalle in K. Zeige: I N J ist wieder ein
Intervall in K.

Losung: Wir mochten zeigen, dass I N J ein Intervall ist. Dazu nehmen wir uns drei Korperele-
mente x, ¥y, z und nehmen an, dass sie t < y < z und z, z € I NJ erfiillen. Wir miissen nun zeigen,
dass auch y in I N J liegt. Nun sind x und z aber Elemente in I N J und das ist eine Teilmenge von
1. Weil I aber ein Intervall ist, muss damit gelten, dass y € I. Allerdings sind x und z nach dem
gleichen Argument aber auch Elemente von J. Weil J aber ein Intervall ist, muss damit gelten,
dass y € J. Also haben wir gezeigt, dass y € I und y € J. Somit gilt: y € I N J.

Also ist I N J ein Intervall.

Aufgabe H16 (ein endlicher Korper (Teil 2))
Wir betrachten noch einmal den zweielementigen Koérper aus Aufgabe (G12).

(a) Lasst sich auf der abelschen Gruppe (I3, +) noch eine andere Multiplikation e definieren,
sodass (Fg,+,e) ein Korper wird oder ist die in Aufgabe (G12) angegebene Multiplikation
die einzige mogliche Wahl?

(b) Wieso ist es korrekt, zu sagen, dass Fo der kleinstmdgliche Korper ist?
(¢c) Kann man den Kérper (Fo,+,-) zu einem angeordneten Korper (Fg,+, -, K ) machen, d.h.
lasst sich der Korper (Fa,+, ) anordnen?
Loésung;:

(a) Sei o : Fy x Fo — F9 eine Multiplikation, sodass (Fa,+,e) ein Kérper wird. In Bemerkung
I1.1.5 (7) im Skript wird bewiesen, dass in einem beliebigen Kérper jedes Element mit Null
multipliziert wieder Null ergibt. Daraus folgt also, dass

Oe0=0e1=1e¢0=0.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass 11 = 1 ist. Nach dem Axiom (E) aus der Definition
eines Korpers hat der Korper (Fa, +, e) ein multiplikatives Neutralelement(,,Einselement”),
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dass ungleich dem additiven Neutralelement(,,Nullelement”) ist. Da wir aber nur zwei Ele-
mente in unserer Menge haben, ndmlich 0 und 1 und 0 das Nullelement ist, muss das Element
1 das Einselement sein. Damit gilt wieder nach dem Axiom (E), dass (Vx € Fo)r o1 = x.
Insbesondere gilt dies fiir z = 1 und wir erhalten: 1e1 = 1.

Somit haben wir gezeigt, dass e und - immer die gleichen Werte annehmen und kénnen dar-
aus schlieBen, dass es nur eine einzige Multiplikation auf der abelschen Gruppe (Fa,+) gibt,
die Fy zu einen Korper macht.

Nach Axiom (N) aus der Definition einer abelschen Gruppe, enthélt jeder Kérper ein Nullele-
ment, d.h. ein Kérper muss immer mindestens ein Element besitzen. Nach Axiom (E) aus der
Definition eines Korpers besitzt ein Korper zusétzlich immer ein Einselement, das ungleich
dem Nullelement sein muss. Somit hat ein Kérper immer mindestens zwei Elemente. Also
gibt es keinen Korper, der weniger Elemente als Fy besitzt.

Angenommen Fy wére ein angeordneter Korper. Nach Satz I1.2.4 gilt dann 1 > 0. Nach Satz
11.2.3 diirfen wir Ungleichungen addieren und sie bleiben wahr, also kénnen wir die Unglei-
chung (1 > 0) auf sich selbst addieren und erhalten: 1+1 > 0+0. Das lésst sich aber nach
Definition unserer Addition vereinfachen zu 0 < 0. Dies ist aber ein Widerspruch zu Satz
I1.2.3, der besagt, dass niemals x < y und = = y gleichzeitig erfiillt sein kénnen. Also lasst
sich Fy nicht anordnen.

Alternativer Beweis: Das additive Inverse zu 1 ist bekanntlich 1. Also: —1 = 1. Nach Be-
merkung I1.2.5 ist in einem angeordneten Korper 22 # —1 fiir alle Kérperelemente x. In Fo
gilt aber offensichtlich, dass 12 = 1.1 = 1 = —1. Also ist Fy kein angeordneter Korper, bzw.
lasst sich nicht anordnen.



