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2. Ubungsblatt zur
»Analysis I fiir M, LaG und Ph*

Aufgaben und L6ésungen

Gruppeniibung

Aufgabe G4 (Graph von Funktionen)
Sei M := {1,2,3,4}. Welche der folgenden Teilmengen von M x M sind Graph einer Funktion
von M nach M ? Uberpriife bei jeder Funktion, ob sie injektiv, surjektiv, bijektiv ist.
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Loésung;:

(a) ist eine Funktion, da jedem Element des Definitionsbereiches genau ein Element des Werte-
bereiches zugeordnet wird. Sie ist nicht injektiv, da 1 und 2 das gleiche Bild haben, nédmlich
2. Sie ist nicht surjektiv, da die 1 nicht erreicht wird.

(b) ist eine Funktion, da jedem Element des Definitionsbereiches genau ein Element des Werte-
bereiches zugeordnet wird. Sie ist bijektiv, da jedes Element im Wertebereich genau einmal
erreicht wird.

(c) ist keine Funktion, da der Zahl 2 zwei unterschiedliche Elemente im Wertebreich, ndmlich 1
und 2 zugeordnet werden.

(d) ist eine Funktion, da jedem Element des Definitionsbereiches genau ein Element des Werte-

bereiches zugeordnet wird. Sie ist bijektiv, da jedes Element im Wertebereich genau einmal
erreicht wird.

(e) ist keine Funktion, da der Zahl 3 kein Element im Wertebreich zugeordnet wird.
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Aufgabe G5 (Injektivitdt und Surjektivitét)
Welche der folgenden Funktionen sind injketiv, welche surjektiv, welche sind bijektiv? Im Falle
einer bijektiven Funktion gib ihre Umkehrfunktion an.

17— 7: kv k?
g:N—N:k— k2
h:Z—7Z:k—T7-k

J N—Z:k—T7T—-k
I:N—Z:kw (—1)F

t:N— {~1,1} : ks (=1)F
w:{42,23} — {~-1,1} 1 k— (=1)F :
0: 7L —ZL:k—k+(=1F

Losung:

Die Funktion f ist nicht injektiv, da z.B. f(1) = f(—1) gilt. Sie ist auch nicht surjektiv, da
z.B. 2 nicht im Bild von f liegt.

Die Funktion ¢ ist injektiv, da aus 2? = y? immer folgt, dass |z| = |y|. Da aber x und y nicht
negativ sind, folgt x = y. Die Funktion f ist aber immer noch nicht surjektiv, da 2 nach wie
vor keine Quadratzahl ist, also nicht im Bild der Funktion liegt.

2

Die Funktion h ist bijektiv, da sie eine Umkehrfunktion besitzt, ja sogar gleich ihrer eigenen
Umkehrfunktion ist. ho h(k) = h(7 — k) =7 — (T — k) = k. Also gilt h=! = h.

Die Funktion j ist injektiv, da aus 7—x = 7 —y immer folgt, dass = = y ist. Sie ist aber nicht
mehr surjektiv, da f(x) nie grofer als 7 wird. Sobmit kann unméglich der ganze Wertebereich
7 erreicht werden.

Die Funktion [ ist nicht injektiv, da z.B. gilt, dass [(0) = [(2) ist. Sie ist auch nicht surjektiv,
da z.B. die Zahl 2 nie erreicht wird, da die Funktion nur die beiden Werte —1 und 1 annimmt.
Die Funktion ¢ ist nicht injektiv, da z.B. gilt, dass [(0) = [(2) ist. Sie ist aber surjektiv, da
die beiden Elemente des Wertebereichs —1 und 1 erreicht werden (f(0) = 1 und f(1) = —1).
Die Funktion wu ist injektiv, da die beiden Elemente im Definitionsbreich auf unterschiedliche

Elemente im Wertebreich abgebildet werden (f(42) = 1 # f(23) = —1). Die Funktion ist
auch surjektiv, da die beiden Werte im Wertebreich auch beide angenommen werden. Folglich

ist die Funktion bijektiv. Die Umkehrfunktion ist u=!: {—1,1} — {42,23} : { _1 : ig .

Die Funktion ¢ ist bijektiv und gleich ihrer Umkehrfunktion.

Aufgabe G6 (Rechnen mit Mengen)
Es seien L, M, N Teilmengen der Menge X. Mache zun#chst eine Skizze und zeige anschlieflend
die folgenden Aussagen:

(a)
(b)
()

(MUN)NL=(MNL)U(NNL),
(MNN)UL=(MUL)N(NUL),
(M CN)& X\N C X\M.

Losung:

(a)

re€(MUN)NL< (x€Moderx € N)und z € L
< (xe€ Mundx € L) oder (x € N und z € L)
srxe(MNL)U(NNL).
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(b)
re€(MNN)UL< (x€ Mundz € N)oder z € L
< (€ Moderz e L)und (x € N oder x € L)
sSre(MUL)N(NUL).
()
(MCN)s (VreX)xreM=xz€eN)
S((VeeX)x¢g N=xz¢ M)
& X\N C X\M

Hausiibung

Aufgabe H5 (injektiv & surjektiv)
Bezeichne S die Menge aller Studenten an der TU Darmstadt und D die Menge aller Daten eines
Jahres.
(a) Sei f : S — D die Abbildung, die jedem Studenten aus der Menge S das Datum seines
Geburtstages zuordnet.
Ist f injektiv, surjektiv oder bijektiv? Was &ndert sich, wenn die Menge S durch die Menge
aller an deinem Tisch sitzenden Studenten ersetzt wird?
(b) Sei M die Menge aller an der TU Darmstadt vergebenen Matrikelnummern und g : S — M
die Abbildung, die jedem Studenten seine Matrikelnummer zuordnet.

Ist g injektiv, surjektiv oder bijektiv? Was &ndert sich, wenn die Menge M durch die Menge
der natiirlichen Zahlen ersetzt wird?

Loésung;:

(a) Da an der TU mehr als 365 Studenten studieren ein Jahr aber nur 365 Tage hat, miissen

mindestens zwei Studenten am gleichen Tag Geburtstag haben, womit f nicht injektiv sein
kann. Geht man davon aus, daf§ an jedem Tag mindestens ein TU-Student Geburtstag hat,
dann ist f surjektiv. Weil f nicht injektiv ist, ist f auch nicht bijektiv.
Bezeichne S die Menge der Studenten, die an deinem Tisch sitzen, und f : S — D die
Funktion die jedem dieser Studenten das Datum seines Geburtstages zuordnet. Dann ist
die Funktion f héchstwahrscheinlich injektiv, weil alle an verschiedenen Tagen Geburtstag
haben, und nicht surjektiv, da nicht an allen Tagen einer von ihnen Geburtstag hat. Folglich
ist f auch nicht biijektiv.

(b) Da jede Matrikelnummer nur einmal vergeben wird, haben alle Studenten verschiedene Ma-
trikelnummern, woraus folgt, dafl g injektiv ist. Da es zu jeder vergebenen Matrikelnummer
auch einen zugehorigen Studenten gibt, ist g auch surjektiv und damit auch bijektiv.
Bezeichne § : S — N die Funktion, die jedem Studenten seine Matrikelnummer zuordnet.
Dann ist g nicht surjektiv, da es zum Beispiel keinen Studenten mit der Matrikelnummer
1000000000 gibt. Folglich ist g nicht bijektiv. Aus demselben Grund wie g ist auch g injektiv.

Aufgabe H6 (Logik)
In der Vorlesung wurde die Injektivitéit einer Funktion f: A — B definiert als

(Ve e A)(Vy € A)f(x) = fly) =z =y
Wieso ist es ebenfalls moglich die Injektivitédt von f iiber

(Vz € A)(Vy € A)x £y = f(x) # f(y)

zu charakterisieren?
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Losung: Seien z,y € A gegeben. Wenn wir p definieren als die Aussage ,,f(z) = f(y)” und g
definieren als ,,x = y”, dann ist die Definition aus der Vorlesung gerade von der Form p = ¢ und
die untere Definition ist die Kontraposition dazu —¢ = —p. Aus der Vorlesung wissen wir aber,
dass fiir beliebige p und g stets

(p=q) & (=g = —p)

gilt, dass also eine Implikation immer zu ihrer Kontraposition dquivalent ist.

Aufgabe H7 (Verketten von Funktionen)
Gegeben seien die Funktionen f: A — B und g: B — C. Zeigen Sie:
(a) Wenn f und g injektiv sind, dann ist auch g o f injektiv.
(b) Wenn f und g surjektiv sind, dann ist auch g o f surjektiv.
(c) Wenn f und g bijektiv sind, dann ist auch g o f bijektiv und (go f)~t = f~tog™L.
(d) Wenn g o f surjektiv ist, dann ist auch g surjektiv.
(e) Wenn g o f injektiv ist, dann ist auch f injektiv.
Losung:

(a) Seien z,y € A mit go f(z) = go f(y). Es bleibt zu zeigen, dass = = y.
Per Definition von o gilt, dass g o f(z) = g(f(z)) und go f(y) = g(f(y))-
Somit ist g(f(x)) = g(f(y))
Nun nutzen wir aus, dass g injektiv ist, d.h. dass aus der Gleichheit der Bilder bereits die
Gleichheit der Argumente folgt. Wir erhalten also: f(x) = f(y).
Da aber f auch injektiv ist, folgt z = y, was zu beweisen war.

(b) Sei ¢ € C. Da die Funktion g surjektiv ist, existiert ein b € B mit g(b) = ¢. Nehmen wir dieses
b € B, so folgt aus der Surjektivitidt von f die Existenz eines a € A mit f(a) = b. Also haben
wir gezeigt, dass fiir das beliebige ¢ € C ein a € A existiert mit (gof)(a) = g(f(a)) = g(b) = ¢,
also ist g o f surjektiv.

(¢) Aus Kombination von (a) und (b) folgt sofort, dass (g o f) bijektiv ist. Es bleibt zu zeigen,
dass (Ve € C)(go £)'(c) = (f~ o g 1) (c).
Sei ¢ € C. Dann gibt es ein a € A mit (go f)(a) = ¢, also mit (go f)~(c) = a.
Nun gilt aber auch, dass

(ftog ™) =g () = F g7 (9(f (@) = a,
was zu beweisen war.

(d) Seic € C. Da go f surjektiv ist, gibt es ein a € A mit g o f(a) = c. Das heifit aber gerade,
dass ¢g(f(a)) = cist, d.h. wenn wir b := f(a) setzen, haben wir ein Element b € B konstruiert
mit g(b) = c. Also ist g surjektiv.

(e) Annahme, f(x) = f(y) fiir Elemente z,y € A. Dann wenden wir auf beiden Seiten die
Funktion g an und erhalten die Gleichung g(f(x)) = G(f(y)), was aber gerade g o f(z) =
go f(y) ist. Von go f wissen wir aber, dass es surjektiv ist, somit gilt, dass = y. Also haben
wir die Injektivitdt von f bewiesen.

Aufgabe H8 (De Morgan fiir Mengen)
a) Sei X eine Menge, und A, B C X Teilmengen von X . Beweisen Sie die folgenden Identitdeten:

X\(AUB) = (X\4) N (X\B)
X\(ANB) = (X\A) U (X\B)

Gilt dies auch fiir Mengen A und B, die keine Teilmengen von X sind?
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b) Es sei X eine Menge und (4;);cs eine Familie von Mengen. Beweisen Sie, dass

X\ (N4) = Uy,

el i€l

Losung:

x € (X\A)N(X\B) xre X\AANzx e X\B
(reXNzg A)N(x € X ANz ¢ B)
reXNe¢g ANz ¢ B
reXN-(xe AV e B)
reXNzg(AUB)

z e X\(AUB)

toe o

i

b) € X\ (NesAi) © 2z € X und z &(;c; 4 & 2 € X und es existiert ein i € I mit « € A;
& es existiert ein i € I mit € X \ A; & o € U (X \ 4i).



