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Aufgaben und Losungen

Aufgabe T42 (komplexe Zahlenebene)
Zeichne die folgenden Zahlen in die komplexe Zahlenebene ein:

(a) z1:=¢

)
(c) z3:=4-¢€"%
(d) 24 =3.¢i§2m
(e) z5:=+2-€"'1
(f) 26 := ¢
(g) 27 :=e?

Hinweis zur (f): Der Winkel 1 im Bogenmaf entspricht (%)o ~ 57.2957795° im GradmaB, da
1°:= 327”0 ein 360tel des Vollkreises ist.

Loésung: Diese Losung enthélt nicht die geforderten Skizzen, ich gebe stattdessen aber an, wie
weit der zu zeichnende Punkt vom Urpsrung entfernt ist (=Betrag der komplexen Zahl) und in
welchem Winkel iiber der positiven z-Achse der Punkt zu suchen ist (=Winkel der Zahl)

(a) €™ hat Betrag 1 und Winkel 7 = 180°,
die Zahl liegt also auf der negativen reellen Achse und hat Betrag 1, also ist e/ = —1.

(b) €" 2 hat ebenfalls Betrag 1 und den (negativen) Winkel —4 = —90° iiber der x-Achse, d.h.
270° iiber der x-Achse.
d.h. die Zahl ist der Schnittpunkt des Einheitskreises mit der negativen imaginéiren Achse,
also ist "2 = —i.

(c) 4- ¢ hat Betrag 4 und Winkel In — 360° — 60

(d) 3- "2 hat Betrag 3 und Winkel 5.2m=2.360° = 225°.

(e) v2-€"% hat Betrag v/2 und Winkel T =45°
Der Zahl entspricht also der Schnittpunkt der 1. Winkelhalbierenden mit dem Kreis um die
0 mit Radius v/2. Die Skizze legt nahe, dass dies gerade die komplexe Zahl 1 + i ist.

(f) e’ hat Betrag 1 und Winkel 1, d.h. 1 = (329)° ~ 57.2957795°.
Die komplexe Zahl e’ liegt also auf dem Einheitskreis mit einem Winkel iiber der positiven
reellen Achse von ungeféhr(!) 60°.
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(g) e 2 ist eine positive reelle Zahl und hat deshalb Betrag e=2 und Winkel 0 = 0°. Die Zahl
liegt also auf der positiven reellen Achse bei e™2 ~ 0.135335283.

Aufgabe T43 (Polarkoordinaten)
Aus Satz V.4.14 wissen wir, dass fiir jede komplexe Zahl z # 0 genau ein t € [0, 27| — genannt
der Winkel von z — existiert mit z = |z|e? = |z|(cost +isint). Wir wollen zeigen, wie man diesen
Winkel explizit ausrechnet, wenn eine komplexe Zahl in der Form z = z + iy # 0 gegeben ist.
(a) Einfachster Fall: Nimm an, x = 0,y > 0. Bestimme den Winkel ¢.
(b) Néchster Fall: Nimm an, z = 0,y < 0. Bestimme den Winkel ¢.

(¢) Nimm nun an, x > 0,y > 0. Skizziere z = x + iy in der Zahlenebene und finde den Winkel ¢
mit Schulwissen, indem du ein geeignetes rechtwinkliges Dreieck untersuchst.

(d) Nimm nun an, > 0,y < 0, und gehe #hnlich wie in Aufgabenteil (c) vor.

(e) Berechne ¢ im Fall, der noch nicht untersucht wurde.

Losung:
(a) Einfachster Fall: Nimm an, x = 0,y > 0.

Die Zahl hat Realteil 0 und einen positiven Imaginérteil. Also liegt sie auf der positiven
imaginéren Achse. Anschaulich hat sie somit einen Winkel von ¢ = 90° = 7 {iber der positiven
reellen Achse.

Diese geometrische Uberlegung lisst sich auch rechnerisch iiberpriifen: Fiir ¢t = 5 gilt:

lzle = |z +iyle’z
10+ 4 |(cos7r+' si 7T>
— ’Ly — 7 - S1N —
2 2
— Jiyl(1+i-0)
= ll=y==

Man beachte, dass wir ausgenutzt haben, dass z = 0 und dass y > 0 ist.

(b) Néchster Fall: Nimm an, z = 0,y < 0.

Die Zahl liegt diesmal auf der negativen imagindren Achse und hat anschaulich einen Winkel

von 90° ,,nach unten”, bzw. 270° = % <2 = %W.

Nachrechnen ergibt:

2le = |z +iyle’aT

= [0+ 1y <Cos <27r> + - sin (27T>>
= |iy| (cos <g+7r) + 4 -sin (g+7r>>
= |y (cos(§—|—7r)+i-sin(§+7r>)
= (—y) (— cos 5 — 1-sin 5)

= -y (-1-i0)

= —(-y)=y==

(¢) Nimm nun an, z > 0,y > 0.
Die Zahl liegt diesmal im 1. Quadranten. Die drei Zahlen

0,z =Re(z),z =z + iy
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bilden ein rechtwinkliges Dreieck mit rechtem Winkel an der Ecke z. Die beiden Katheten
haben die Lange |z — 0| = = und |y — 0| = y, die Hypothenuse hat Léinge |z — 0| = |z| =
V22 + y2. Der gesuchte Winkel ¢ ist der Winkel an der 0. Es gilt:

tan(?) Gegenkathete vy
an(t) = ———— ==
Ankathete x

Der gesuchte Winkel ¢ liegt auf jeden Fall im Intervall ]0, 5[ und auf diesem Intervall ist der
Tangens umkehrbar (Bemerkung V.4.16) mit Umkehrfunktion arctan.

Wir erhalten also als Formel fiir den Winkel in diesem Fall:

t = arctan <y>
x

Nimm nun an, z > 0,y < 0.
Die Zahl liegt im sogenannten vierten Quadranten (also unten rechts). Die drei Zahlen

0,z =Re(z),z =z + iy

bilden wieder ein rechtwinkliges Dreieck mit rechtem Winkel an der Ecke x. Die Katheten
haben diesmal die Lénge |z — 0| = |z| = z und |y — 0| = |y| = —y, die Hypothenuse hat wie
oben die Lénge |z|.

Der Winkel an der Ecke 0 ist diesmal nicht der gesuchte Winkel ¢, sondern gerade 27w — ¢.

Wir erhalten also
Gegenkathete -y gy

Ankathete =z x
Der Winkel 27 — ¢ ist zwischen 0 und 5 und deshalb kénnen wir wieder den Arcustangens

tan(2m —t) =

verwenden:

2w — t = arctan (_Q)
T

Nach ¢ aufgelost ergibt dies:

t = 2w — arctan <_Q> = 27 + arctan <£>
x T
Der verbleibende Fall ist: x < 0:
Die Zahl z = z + iy befindet sich links von der y-Achse, d.h. von der imagindren Achse. Das
additive Inverse der Zahl, also —z = —x — iy befindet sich rechts von der y-Achse, also in
einem der bereits behandelten Félle.
1. Fall: y < 0: Dann ist —z = —x — iy oberhalb der z-Achse, d.h. —z ist in Fall (c). Also ist

der Winkel von —z gleich
Y\ Y
arctan () = arctan (—) .
—T x

Dieser Winkel liegt zwischen 0 und 5. Der Winkel der Zahl z ist also um 7 = 180° grofer,
d.h.
t = arctan (g) + 7.
x

2.Fall: y > 0 : Dann ist —z = —x — iy unterhalb der x-Achse, also in Fall (d): Der Winkel
von —z ist also:
27 + arctan (—y) = 2w + arctan <g>
T
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Dieser Winkel liegt zwischen %77 und 27. Die gegeniiberliegende Zahl z hat also als Winkel
m = 180° weniger, folglich ist

t = 2w + arctan (g) — 7 = arctan (E) + .
T T

Wir sehen also: In beiden Fallen erhalten wir als Formel:

t = arctan (g) + .
x

Aufgabe T44 (Surjektivitdt der komplexen Exponentialfunktion)
Zeige, dass exp : C — C\{0} surjektiv ist. Verwende dazu Satz V.4.14 und die Bijektivitdt der
reellen Exponentialfunktion expp : R —]0, +o00].

Losung: Sei z € C\{0}. Wir wollen zeigen, dass ein w € C existiert mit e = z. Nach Satz V.4.14
lasst sich jede Zahl z # 0 schreiben als

z=|z| e

mit einer reellen Zahl ¢ € [0,27[. Der Betrag |z| ist nicht gleich 0, weil z # 0. Also ist |z] > 0.
Von jeder reellen Zahl grofler Null ldsst sich nun aber der natiirliche Logarithmus bilden und wir
kénnen |z| schreiben als |z| = e'°8(%. Somit erhalten wir:

5= ‘Z| eit — e10g(|z|)eit _ elog(\z|)+it'

Das heifit: Wenn wir w := log(|z|) + it setzen, dann haben wir gezeigt, dass z = e".
Dies geht fiir jedes z € C\{0}. Folglich ist exp : C — C\{0} surjektiv.

Aufgabe T45 (Nicht-Injektivitéit der komplexen Exponentialfunktion)
Wir wollen untersuchen, wie nicht-injektiv die komplexe Exponentialfunktion ist. Nimm an, zwei
Zahlen z,w € C haben das gleiche Bild e¢* = e". Was lésst sich dann iiber die Differenz z — w der
beiden Zahlen z und w sagen? Hinweis: Folgerung V.4.13.
(Nebenbei: Wie miisste eine Teilmenge M C C aussehen, sodass exp |5 : M — C injektiv ist? )

Losung:
e“=e"
<— e =1
= e =1
Folgerung V.4.13
(Folg <:g) ) z—w € 2miZ
= (Fk € Z)z —w = 2mik

Die exp-Funktion wird injektiv, wenn man sie z.B. auf der Menge M := {s+it:s€ R:t € [0,2n]
definiert.

Aufgabe T46 (Gleichungen in C)
Finde alle komplexen Losungen z € C der folgenden Gleichungen, in dem sie auf die Folgerungen
V.4.13 und V.4.15 zuriickfiihrst:

(b) 28 =28
(c) 2°=3
(d) e* =—12
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(e) 2t =—1
(f) z4=3- e2mis

3

(g) ef=3. e27ri§

Analysis I fiir M, LaG und Ph

Die Losungen darfst du entweder in der Form z + iy, z,y € R oder in der Polarform re® mit

r > 0,t € R angeben.

Loésung;:

(a)

ef = ei7r
6277571‘ — 1
(FkeZ)z—ir = 2mik

(Fke€Z)z = 2mik+in=2k+1)r-i.

Die Losungen sind alle Zahlen der Form (2k + 1)7 - ¢ fiir k € Z. Es gibt also unendlich viele

Losungen.

(b)

6)

(3/qu{0,...,7}~5

(3k € {0,...,7}z

Die Losungen sind alle Zahlen der Form 2 - es52m fiir k€ {0,1,2,3,4,5,6,7}. Es gibt also

genau 8 unterschiedliche Losungen.

(c) Die Gleichung 2% = 3 besitzt eine Losung, die man sofort sieht: v/3. Wir kénnen also 3 =

( \“/3) b schreiben:
25

25

)
(3k € {0, 1,2,3,4}%

(3k € {0,1,2,3,4}2

(55

k .
6327”

3. o5 2mi

Die Losungen sind alle Zahlen der Form v/3 - 52 fiir k€ {0,1,2,3,4}. Es gibt also genau

5 unterschiedliche Losungen.
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(d)

e = —12

ef = 12-¢€"

eF = elog 12 eiﬂ'

eF = elog 12+im
ez—iﬂ—log 12 _ 1

(Fk € Z)z —im — log 12 2mik
(Fk €Z)z = logl2+ 2mik +im =log12+ (2k + 1)m - .

Die Losungen sind alle Zahlen der Form log 12+ (2k+ 1)7 - fiir k € Z. Es gibt also unendlich
viele Losungen.

()

24 — T

i 4
24 = <€T)
5 4
<z m) = 1

e4
z

3k € {0,1,2,3)— = 12

im
e 4

(3k €{0,1,2,3}z = e7 .ea2™
(3L €{0,1,2,3}z = e 1 ™

Die Losungen sind alle Zahlen der Form ZT2m gy | € {0,1,2,3}. Es gibt also genau 4
unterschiedliche Losungen.
(f) Die Rechnung geht analog wie oben. Ergebnis: z = v/3 - €302 fiir k € {0,1,2,3}.

(g) Die Rechnung geht analog wie oben. Ergebnis: z = log(3) + ¢ (%27r +k-2m) = log(3) +i -
2#(%—1—/{:) mit k € Z.

Aufgabe T47 (noch eine Aufgabe)
Wir wissen, dass fiir jede komplexe Zahl z € C\{0} ein eindeutiges ¢t € [0,2n] existiert mit
z = |z| - €, dies erlaubt uns, eine Funktion zu definieren, die jeder komplexen Zahl ungleich 0
eben dieses t € [0, 27| zuweist:

£ C\{0} — 0,27
z=lz|-e — t fir t € [0, 27|

Zeige, dass die Funktion £ : C\{0} — [0, 27[ nicht stetig ist. (Z.B. mit dem Folgenkriterium)

Losung: Die Folge (27r - %)n N konvergiert in R gegen 27. Multiplizieren mit ¢ liefert die Folge

(2(271- - %))nel\ﬂ

iiberall stetig, insbesondere an der Stelle ¢ - 27. Folglich konvergiert die Folge (ei(%_%)) N gegen
ne
e = 1.

. . i(om— L
Diese Folge nennen wir (2,),,cy := (61(2” n)) ,
neN

die dann in C gegen ¢ - 2w konvergiert. Die komplexe Exponentialfunktion ist
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Wenn die Winkelfunktion £ : C\{0} — [0, 27| stetig wire, dann miisste ja (£(zn)),,cy in [0, 27
gegen £ (1) konvergieren.

Weil aber 2 — & immer im Intervall [0, 27| liegt, ist folglich £(z,) = « (ei@”*%)) =21 — 1 Dies
konvergiert aber gegen 2w und dies ist nicht mehr im Intervall [0, 27]. Insbesondere konvergiert
dies nicht gegen £(1) = £(e*%) = 0.

Also ist die Winkelfunktion nicht stetig an der Stelle 1 und somit nicht stetig.



