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7. Tutorium zur
»Analysis I fiir M, LaG und Ph*

Aufgaben und L6sungen

Konstruktion der Reellen Zahlen aus den Rationalen Zahlen

Wir haben die reellen Zahlen axiomatisiert (als einen vollstindig angeordneten Koérper), wissen
aber noch nicht, ob solche Korper iiberhaupt existieren. In diesem Tutorium holen wir das nach und
konstruieren die reellen Zahlen aus den rationalen.

Hierzu definieren wir uns auf dem angeordneten Korper Q die Abstandsfunktion

d:QxQ—Q,(z,y) — |z —y

Da wir die reellen Zahlen noch nicht zur Verfiigung haben, haben hier statt R (wie {iblich bei
Abstandsfunktionen) den Koérper Q als Wertebereich genommen. Dies stort aber nicht, und kénnen
trotzdem von konvergenten Folgen und Cauchy-Folgen in Q reden. Wir erinnern daran, dass eine
Nullfolge eine Folge ist, die gegen 0 konvergiert.

Die reellen Zahlen werden schlieflich gewisse Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen sein.

Hinweis: Die Konstruktion ist recht umfangreich, und wir erwarten nicht, dass alle Schritte durch-
gefithrt werden! Insbesondere die mit Sternchen versehenen Aufgabenteile sollte man zwar durchlesen,

aber jetzt nicht bearbeiten.

Aufgabe T23 (Voriiberlegungen zu Cauchy-Folgen)
Es seien (2,),cy und (yn), ey Cauchy-Folgen in Q.

(a) Zeige, dass (2 + Yn), ey eine Cauchy-Folge ist.

(b) Zeige, dass (x),cy beschrinkt ist.

c) Zeige, dass (T - Yn),cy €ine Cauchy-Folge ist.

(d)

d) Zeige: Falls (), keine Nullfolge, so gibt eine rationale Zahl ¢ > 0 und ng € N derant,

dass entweder
(Vn > ng)zy, > € oder (Vn > ng)z, < —e

gilt.
(e) Zeige, dass fiir alle a,b € Q\{0} gilt: L — 3 = 1(b—a);.
f) Zeige: Ist (z, keine Nullfolge und ist z,, # 0 fiir alle n € N, so ist { - eine Cauchy-

neN x N
"/ ne
Folge.

Losung:
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(a)

Seien (2y,),cy und (Yn), ey Cauchy-Folgen. Wir wollen zeigen, dass (2, + ¥n),cy ebenfalls
eine Cauchy-Folge ist. Informell heifit das ja, dass die Absténde zwischen zwei Folgengliedern
ab irgendeinem Index beliebig klein werden. Deshalb ist es sinnvoll, sich Differenzen von
Folgengliedern anzuschauen:

[k + k) — (@ + )| = (e —20) + (ke — )| < lzr — 2| + |lye — uil

(Dies gilt wegen der Dreiecksungleichung fiir den Betrag in Q)

Diese beiden Betréige werden aber beliebig klein, weil (z,),,cy und (yn),cn Cauchy-Folgen
sind.

Ganz formal heifit das also:

Gegeben sei ein € > 0.

Weil (z,),,cr eine Cauchy-Folge ist, gibt es ein N1 € N mit (Vk,[ > Ny)|z, — 1y < 5.

Weil (yn),,cy eine Cauchy-Folge ist, gibt es ein No € N mit (Vk,1 > No)|yr, — ui] < §.

Setze nun N := max{Nj, No}. Dann gilt fiir alle &,/ > N, dass sowohl k,l > N; als auch
k,1 > Np. Wir haben also |z — ;| < § und |y —yi| < §.

Nun berechnen wir den Abstand zwischen den Folgengliedern fiir k,1 > N

(e +yk) — (@ +y)| = (e —21) + (ye — )| < |oze — 2|+ lye —wi| < e
—_——— S~ —

< <

Nm
IR

Damit haben wir folgendes bewiesen:
(Ve > 0)(3]\[ S N)(Vk),l > N) ](mk —i—yk) — (2 +yl)| <e€

Also ist (25, + Yn), ey €ine Cauchy-Folge.
Setze € := 1. Dann gilt, weil (2,),,cy eine Cauchy-Folge ist, dass einen Index N € N gibt,
sodass fir alle k,I > N der Abstand |z — x| < 1 ist. Sei kg : +N + 1. Dann gilt fiir alle
[ > N, dass der Abstand von z; zu zy, kleiner 1 ist. Aus der Dreiecksungleichung folgt nun,
dass

1| = [(#1 — @ho) + Trgol < |t = Tig| + [Tpt0] <1+ |g.

Das heifit: Alle Folgenglieder ab dem Index N sind betragsmiig durch 1 + |z, | beschrinkt.
Die anderen Folgenglieder {1, x2,...,zn} sind aber auch betragsméiig beschrinkt, weil es
nur endlich viele sind. Setze also C' := max{x1,z2,...,zn, 1+ |2k, |}. Dann gilt fiir alle [ € N,
dass |z;| < C ist. Somit ist die Folge (xy), oy beschrénkt.
Wir betrachten wieder — wie im Aufgabenteil (a) — die Absténde von Folgengliedern der Folge
(Zn * Yn)pen:

|Tryr — 21yl
Wir wissen nach Voraussetzung, dass |zj — 2;| beliebig klein wird, da (y,),,cy eine Cauchy-
Folge ist. Deshalb mochten wir den obigen Ausdruck so umformen, dass |z — 2; darin vor-
kommt. Um den Term xxy; verwenden zu koénnen, miissen wir also das y; ausklammern.
Deshalb fiigen wir hier geschickt eine Null ein, d.h. wir addieren den Term —x;y; + xyg:

lTeyre — il = |Teyr — 1Yk + T1Ye — Ty
= |(zx — 2y + 21(ye — 1)
< |zk — z)ye| + [2(ye — 1)
= |z — |- |yl + 7] - ye — vl
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Hier haben wir nun zwei Terme |z} — 2;| und |y — yi|, die beliebig klein werden und jeweils
multipliziert werden mit Termen |y;| und |z;|, die nach Aufgabenteil (b) beschréankt sind.

Soweit zur groben Idee.

Formal bedeutet dies:

Sei € > 0.

Da die Folge (|zn|),cy nach Aufgabenteil (b) beschrénkt ist, gibt es ein C1 > 0 mit
(Vk € N)|zy| < Ch.

Da die Folge (|yn|),cy nach Aufgabenteil (b) beschrénkt ist, gibt es ein Co > 0 mit
(VI € N)|yi| < Ca.

Weil (zn,),,cy eine Cauchy-Folge ist, gibt es ein Ny € N mit (Vk,1 > Ni)|zy — 2] < 56;-
Weil (yn),en eine Cauchy-Folge ist, gibt es ein No € N mit (Vk,1 > No)lyx — uil < 56;-
Setze nun N := max{Ny, Na}.

Dann gilt fiir alle k,1 > N, dass

leeye — i) < lze — ] - |yl + 2l - e — il
< xg — |- Co+ Cr - |lyk — ui
€ €
< —-Co+C1 - — =c¢.
20, 2T C e =€

Wir nehmen nun an, (), cy sei keine Nullfolge. Wir wollen folgende Aussage zeigen:
(Je > 0)(Ing € N)((Vn > ng)x, > € oder (Yn > ng)x, < *6)

Wir zeigen dies per Widerspruch. Wir nehmen an, diese Aussage sei falsch. Das bedeutet,
die formale Negation davon wire wahr:

(Ve > 0)(¥Yng € N) ((Eln > ng)x, < € und (In > ng)x, > —e> (1)

Nun diirfen wir ja auch noch verwenden, dass (), €ine Cauchy-Folge ist, d.h.
(VE > 0)(3710 € N)(Vk,l > no)’l'k — a:l\ <€

Sei also nun € > 0 eine beliebige fest gewéhlte positive rationale Zahl.

Dann gibt es — weil (2,),,cy eine Cauchy-Folge ist — ein ng € N mit

€
(Vk, 1> no)lzy — 2] < 5. (2)

Nun wenden wir Gleichung (1) auf genau dieses § und dieses no an und erhalten ein n; > ng
mit r,, < § und ein ny > ng mit z,, > —5.
Sei nun n > ng beliebig. Dann gilt:

Ty = Ty — Ty, + Ty,
< rn — Ty | + Ty
€
< §+J)n1
< €+€
—+-=c€
2 2
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Also ist x,, < €. Analog rechnen wir fiir —z,,:

—Tp = —Tpnt Tp, — Tp,
< |_$n+$n2|_$n2
= |xn - xm‘ — Tny
< €

- — 1z,

2 2
——(—-z)=e
2 2

Also haben wir gezeigt, dass x,, < € und —z < e. Folglich ist |z,| < e.
Zusammenfassend haben wir also gezeigt:

(Ve > 0)(Ing € N)(Yn > ng)|z,| < e.

Also ist (z,,),,cy eine Nullfolge. Widerspruch zur Voraussetzung.

Dies ist nun relativ einfach:

1.1 _ 5 @
a b ab ab
_ b—a
- ab
1 1

Sei (mn)neN eine Cauchy-Folge, die keine Nullfolge ist und sei x,, # 0 fiir alle n € N. Um
1

In ) neN
Differenzen dieser Folge:

zu zeigen, dass eine Cauchy-Folge ist, betrachten wir — wie iiblich — zuerst einmal

1 1 1 1
———| = | (@ —xz)—
TE X Tp 2y
1 1
= —lme—@l
|| |21

Der mittlere Term wird beliebig klein, weil (x,), .y nach Voraussetzung eine Cauchy-Folge
ist. Um die anderen beiden Terme nach oben abzuschéetzen, benutzen wir Aufgabenteil (d):
Weil (2,),,cn keine Nullfolge ist, gibt es — nach Aufgabenteil (d) — eine Zahl ¢; > 0 und einen
Index n; € N, sodass entweder

(VYn > ni)z, > €

oder
(Yn > ny)z, < —€

gilt. In beiden Fillen folgt daraus aber sofort, dass
(Vn > ny)|zp| > €.

Dies bedeutet nun aber:

Sei nun € > 0 beliebig.
Dann gibt es — weil (z,,),,cy eine Cauchy-Folge ist, ein ny € N mit

(VE, 1 > no)|zy, — 1] < €- (1)
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Sei nun N := max{ni,ny}. Dann gilt fiir alle k,] > N, dass

1 1 1 1
———| = —lm—wl—
T X |z | ||
1 1
< — o —
€1 €1
1 9 1
< —_— - —_ =
- €-(€e1) - €

Also ist (3%) N eine Cauchy-Folge.
ne

n

Aufgabe T24 (Die reellen Zahlen als Menge und Korper)
Sei C die Menge aller Cauchy-Folgen in Q.

(a) Wir sagen, zwei Cauchy-Folgen heifen dquivalent und schreiben (zn),cy ~ (Yn)pen, falls
T — Yn — 0. Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf C ist. (siehe letztes Tutorium fiir die
Definition einer Aquivalenzrelation)

Wir definieren nun: R := C/ ~. Im Folgenden meint [(z,),y] die Aquivalenzklasse von
($n)n€N-

(b) Zeige, dass die Summe und das Produkt von zwei Aquivalenzklassen wohldefiniert ist, d.h.
unabhéngig von der Wahl des Représentanten.

(c) Zeige, dass (R, +) eine abelsche Gruppe ist.

(d)* Zeige, dass die Multiplikation assoziativ ist, ein Neutralelement besitzt und fiir + und - das
Distributivgesetz gilt.

(e) Zeige, dass jedes Element [(x,),.y] € R, dass von [(0),cy] verschieden ist, multiplikativ
invertierbar ist, d.h. R ist ein Korper.

Losung:

(a) Wir miissen Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitéit zeigen:

(Reflexivitét) Sei (x,),,cy eine Cauchyfolge. Dann ist x, —2, = 0 — 0. Also gilt fiir alle Folgen (z,,)
dass (Tn),eny ~ (%n),en- Also ist die Relation ~ reflexiv.

neN»

(Symmetrie) Angenommen (), cy ~ (Yn)pen flirt zwei Cauchyfolgen. Dann bedeutet dies ja, dass
T — Yn — 0. Das heifit: |z, — y,| — 0 und das widerum ist dquivalent zu y,, — z, — 0.
Also ist (Yn),eny ~ (%n),en- Also ist die Relation ~ symmetrisch.

(Transitivitdt) Angenommen fiir Cauchyfolgen (25),,cry » (Un)neny Und (21),en gelte: (Tn)pen ~ (Un)pen
und (Yn),en ~ (2n)pen - Dann hieBe das ja, dass die Folgen (2, — yn),,eny Und (Yn — 2n)pen
gegen 0 konvergieren. Nach unseren Grenzwertsétzen diirfen wir aber konvergente Folgen
addieren und es addieren sich dabei die Grenzwerte: (2, — Yn) + (Yn — 2n) = Tn — 2n, —
0+ 0 = 0. Folglich gilt auch (2,,),cy ~ (2n),en- Also ist die Relation ~ transitiv.

(b) Wir miissen zeigen, dass falls (2,),en ~ (#7)neny WA (Yn)nen ~ (Un)nen sind, dass dann
auch Summen dquivalent sind:

(Tn + Yn)pen ~ (ﬂc; + y;L)nGN

Per Definition von ~ heit das, wir miissen zeigen, dass (2, + yn) — (2}, + y,,) — 0. Dies sieht
man allerdings sehr schnell ein, denn es gilt:

(zn +yn) — (x, +4y,) = (xn — 20,) + (Yn — y;,) — 0.
—_—

—0 —0
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Nun das ganze analog fiir Produkte:
(fEn ’ yn) - (ﬁﬁly;) = TnYn — $;1y/n
= TpYn — TpYn + Ty — 2'ny'n

= (vn— x;)yn - x;(yn - y/n)

= (xn—al)  y» —  x  (y—yn)
—_—— N~ ~— —_——
—0 beschrankt beschrankt —0
— 0.

]

(c) Wir wissen, dass (Q, +, ) ein Korper ist, also ist insbesondere (Q, +) eine abelsche Gruppe.
Die Addition der rationalen Cauchyfolgen ist ja punktweise definiert, also ist die Menge der
rationalen Cauchyfolgen mit punktweisen Addition ebenfalls eine abelsche Gruppe. Die reel-
len Zahlen wurden hier ja definiert als eine Menge von Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen.
Die Addition ist {iber Repriasentanten definiert und somit iibertragen sich alle Eigenschaften
und auch die reellen Zahlen bilden mit der Addition eine abelsche Gruppe.

(d)* Fiir (Q, +, -) gilt das multiplikative Assoziativgesetz und das Distributivgesetz. Da die Opera-
tionen auf den Cauchyfolgen punktweise definiert wurden, gelten die entsprechenden Gesetze
dort auch und da die Operationen auf den reellen Zahlen iiber Reprisentanten definiert
wurden, iibertrigt sich das alles auf (R, +, ).

Das multiplikative Neutralelement von Q ist die Zahl 1. Das multiplikative Neutralelement
in der Menge der Cauchyfolgen ist die konstante 1-Folge, die offensichtlich eine Cauchyfolge
ist. Die Klasse der konstanten 1-Folge ist dann das Neutralelement in R.

(e) Sei [(zn),en) € R eine Aquivalenzklasse einer Cauchyfolge (2y,), . Weiterhin nehmen wir
an, dass [(n),en) 7 [(0)pen]s d-he (25),,cy ist keine Nullfolge.

Nach der (T23d) wissen wir, dass die Folge ab einem bestimmten Index ny € N an einen
Mindestabstand € zur 0 hat. Insbesondere gilt also, dass die Folge (z;,),cy nur an endlich
vielen Stellen 0 werden kann.

Wenn wir die Folge an endlich vielen Stellen abéndern, @ndert sich die Aquivalenzklasse nicht,

d.h. wenn wir
o { xy, fallsz, #0

mTl 1 fallsa, =0
definieren, dann ist (z7,), <y wieder eine Cauchyfolge und [(2y,),,cn] = [(27,),,en)-

Aus der (T23f) folgt nun direkt, dass (xi,) N eine Cauchy-Folge ist. Da die Multiplikation
ne

n

!
T n Tn

punktweise definiert ist, ist [(%) ] ein multiplikatives Inverses zu (3%,) = <i> .
neN neN neN

Aufgabe T25 (Die Anordnung auf R)
Wir nennen eine Cauchyfolge (,,),,cy in Q positiv, wenn ein € > 0 existiert und ein n, € N, sodass
(Yn > ng)zy, > €. Man iiberlegt sich leicht, dass dies unabhingig von der Wahl des Représentanten
ist. Somit konnen wir definieren Ry := {[(zn),en] : (Zn)pey ist positiv}.

(a) Zeige, dass (R,R) ein angeordneter Korper ist.
(b) Uberlge dir, wie man Q als Unterkérper von R auffassen kann.
c)* Zeige, dass (R,R,) archimedisch angeordnet ist.

+

Es bleibt zu zeigen, dass R vollstandig angordnet ist. Dazu sei A C R eine nichtleere, nach oben
beschrankte Teilmenge. Dann gibt es ein sy € Z mit sg > A. Wir wihlen sy minimal mit dieser
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Eigenschaft. Ist sg — % > A, so setzen wir s1 := Sg — %, andernfalls setzen wir s; := sg. Rekursiv

setzen wi

T

Sp = Sp_1—2"" fallss,_1—2">A

Sp = S, — 1 sonst.

(d) Zeige, dass (s,),cy eine Cauchy-Folge in Q ist.

(e)* Zeige, dass in R gilt, dass sup A = [(sn),,en)-

Losung:

(a) Wir
und

(O1)

(03)

wissen bereits, dass R ein Korper ist. Es bleibt zu zeigen, dass R die Axione (O1), (02)
(03) erfiillt.

Sei [(n),en) € R gegeben. Wir miissen zeigen, dass genau eine der folgenden Aussagen
erfiillt ist:

[(n)pen] € Ry [(=2n)pnen] € Ry [(#n)pen] = [(0)en]
LFall: (2y,),cy ist eine Nullfolge. Dann gilt [(x),cn] = [(0),,cn)- Die anderen beiden

Aussagen kénnen nicht erfiillt sein, denn [(2,,),cy] € Ry wiirde ja bedeuten, dass (Vn >
ng)xy, > € fiir eine positives € und dann kann ja die Folge keine Nullfolge sein.

2.Fall: (z),,cy ist keine Nullfolge. Dann gibt es nach (T23d) eine rationale Zahl € > 0
und ein ng € N mit

(Vn > ng)zy, > € oder (Vn > ng)z, < —e

und das heifit ja nichts anderes als

[(wn)neN] € Ry oder [(_$n)n€N] € Ry

Seien [(2n),,cn) € Ry und [(yn),en] € Ry zwei positive Elemente in R. Dann miissen wir
zeigen, dass ihre Summe wieder in R, also positiv ist.

Wir wissen, dass (2,,),cy ab irgendeinem Index nx € N grofler/gleich einem ex > 0 ist.
Ebenso gilt, dass (yn),cy ab irgendeinem Index ny € N gréfler/gleich einem ey > 0 ist.
Deswegen ist die Summe (2, + yn), cyab dem Index ng := max{nx,ny} groBer/gleich
der Zahl € := ex + €y.

Seien [(2n),,cn) € Ry und [(yn),en] € Ry zwei positive Elemente in R. Dann miissen wir
zeigen, dass ihr Produkt wieder in R, also positiv ist.

Wir wissen, dass (2,,),cy ab irgendeinem Index nx € N grofler/gleich einem ex > 0 ist.
Ebenso gilt, dass (yn),cy ab irgendeinem Index ny € N gréfler/gleich einem ey > 0 ist.
Deswegen ist das Produkt (2, - yn),cnab dem Index ng := max{nx,ny} groBer/gleich
der Zahl € := €x - ey.

Also ist (R,R;) ein angeordneter Korper.

(b) Jede rationale Zahl r € Q kann man auffassen als die konstante Folge (r), .y = (v, 7,7, 7,...).
Konstante Folgen sind konvergent und somit immer Cauchyfolgen. Die Menge aller Aquiva-
lenzklassen von konstanten Folgen, also die Menge {[(),,cy] : 7 € Q} bildet einen Unterkorper
des Korpers R.

(c)* Zeige, dass (R,Ry) archimedisch angeordnet ist. Hierfiir miissen wir zeigen, dass man fiir

alle

d.h.

[(@n),en) € Rund [(by),cn] € Ry ein k € N finden kann, sodass k- [(bn),,en] > [(@n),enls
dass [(kb, — an),cn] € Ry gilt.
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Die Folge (an),cy ist eine Cauchy-Folge. Dann ist (an), .y insbesondere nach oben be-
schriankt. Es gibt also ein R > 0 mit (Vn € N)a,, < R.

Wir wissen, dass [(bn),,cn] € Ry ist, d.h. es gibt ein eg > 0 und ein np € N mit
(Yn > np)b, > €p.

Dies ist gleichbedeutend mit
1 1
(Yn>np)— < —.
b, ~ eB

Wenn wie diese Informationen kombinieren, erhalten wir folgende Abschétzung:

an R
> — < —
(Vn > nB)bn <

Da g € Q liegt und Q archimedisch angeordnet ist, gibt es ein k € N mit g < k. Also gilt:

(Vn > nB)b— < k.

oder auch:
(VYn > np)ay, < kb,

und schlieBBlich:
(Vn > np)kb, —an >0

Addieren wir nun auf beiden Seiten b,,, so erhalten wir

(Yn>np)(k+1)b, —an > by, > €ep

beweist, dass (R, R, ) archimedisch angeordnet ist.

Somit haben wir bewiesen, dass [((k + 1)b, — a,, > by),cn] € Ry liegt, also positiv ist. Das

Aus der Definition der Folge (s,), ¢y folgt direkt, dass |s, — 5,1 < 27" ist. Man iiberlegt
sich — dhnlich wie in Aufgabe (G27) — dass (s;),,cy eine Cauchy-Folge sein muss.

Per Konstruktion gilt fiir alle k € N: s, > A, d.h.

(VEk €N, [(an)pen] € Al(an)nen] < [(s)pen]

Man iiberlegt sich leicht, dass daraus bereits folgt:

(V[(an)nenl € Al(an)pen] < [(8n)nen]

Also ist [(sn),cn] zumindest schon einmal eine obere Schranke von A.

Nun muss man nur noch die Bedingung von Lemma II.2.14 nachpriifen und ist fertig.



