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Gruppeniibung
G 43 (Lokale Extrema).

Fiir die folgenden Funktionen bestimme die lokalen Extremwerte sowie deren Ty-
pen.

(a) f(z) = 22" —8z% auf D = [-1,2]
(b) f(z)=32® —22® + 3z + 1 auf D = [0,5]

G 44 (Extremwertaufgaben).

(a) Gegeben sei ein Quader mit den Kantenldngen a, b und ¢. Wie muss der Punkt
P gewahlt werden, damit der Polygonzug O PQ die kiirzeste auf der Oberfléche
des Quaders gelegene Verbindung von O und () darstellt?

(b) Welchen Weg muss der Rettungsschwimmer R einschlagen, um moglichst schnell
zu der in Not geratenen Strandschonheit F zu gelangen, wenn er fiinfmal so
schnell lauft, wie er schwimmt? Gesucht ist eine Gleichung fiir die Winkel beim
Ubergang vom Land zum Wasser.

G 45 (Regeln von de I’Hospital).

Finde die folgenden Grenzwerte:

—cos &
(a) Ty o 22252 (b) lim, o 225252 (c) lim, g 12

(d) lim, o0 l;—f )
G 46 (Eine niitzliche glatte Funktion).
Zeige, dass die Funktion f: R — R,

. e~r  fiir z > 0;
) = { 0 fir z<0

beliebig oft differenzierbar ist, und f"1(0) = 0 fiir alle n € N gilt.

[Hinweis: Zeige per Induktion nach n € N, dass f eine C™-Funktion ist und es eine Polynomfunk-
tion p,: R — R gibt derart, dass f1"/(z) = p,,(L)e~ = fiir alle > 0.]

T



Hausiibung

H 49 (Wendepunkte).

H 50

H51

Die Wendepunkte einer zweimal differenzierbaren Funktion f: D C R — R seien
definiert als die Nullstellen von f” an denen ein Vorzeichenwechsel vorliegt.

Die Van der Waalssche Zustandgleichung fiir reale Gase lautet
a
(p+ W)(V —b) = RT

Dabei bezeichnet p den Druck, V' das Volumen, T die absolute Temperatur, R die
allgemeine Gaskonstante und a,b Stoftkonstanten. Wir wollen p in Abhéngigkeit
von V studieren, d.h. wir 16sen nach p auf und fassen V als unabhéngige Variable
auf:

p=fr(V)= Vo1 v
Der Index T deutet an, dass die Funktion fr von T abhéngt.

Das Gas 14t sich nur fiir Temperaturen 7', die unterhalb einer kritischen Tempe-
ratur Ty liegen, durch steigenden Druck verfliissigen. Fiir T' > T}, bleibt das Gas
auch unter beliebig hohem Druck gasformig. Die kritische Temperatur 7}, ist ma-
thematisch dadurch bestimmt, dass die zugehorige Funktion p einen Wendepunkt
mit waagrechter Tangente besitzt. (s. Gerthsen, Physik, 5.6.4, zum physikalischen
Hintergrund). Der Wendepunkt Vj, wird kritisches Volumen genannt, der zugehéorige
Wert p = fr, (Vi) kritischer Druck.

Bestimme T}, V;. und py.

(Regeln von de ’'Hospital).
Finde die folgenden Grenzwerte:

sinz .
er—1"7

a hmx_@

(a)
(b) lim, . 1;%‘ sowie lim,_.o (h;—i)ﬂ mit «, 3 > 0;
)

(c) limgnp 2% Inz mit a > 0;

x

(d) limg, o 22;—2;

(Weitere niitzliche Funktionen). Es sei f: R — R wie in G48.

(a) Zeige, dass f monoton wéchst und bestimme lim, ., f(z) und lim,_,_, f(z).
Skizziere f grob.

(b) Zeige, dass die glatte Funktion g: R — R, g(z) := —f(1 — 2f(z)) monoton
wéchst. Zeige auerdem, dass reelle Zahlen r < R existieren, so dass f(x) =m
fir x <r und f(zr) = M fir x > R. Skizziere g grob.

(c) Bastle aus g eine glatte Funktion h: R — R mit analogen Eigenschaften,
jedoch mit m =0 und M = 1.

(d) Skizziere eine glatte Funktion k: R — R mit den folgenden Eigenschaften: Es
existieren a < b < ¢ < d derart, dass k(x) = 0 gilt falls x < a oder z > d,
k(x) = 1ist fiir alle z € [b,¢], die Einschrénkung k(.5 monoton wéchst und
/f|[c,d] monoton fallt. Bastele mit Hilfe von A eine solche Funktion k.

Bem.: Man nennt eine solche Funktion k eine “Abschneidefunktion” oder auch “cut-off.”



