3 Volumenintegrale und Transformationsformel

Nachdem wir uns in den ersten beiden Kapiteln mit recht abstrakten Konstruktio-
nen beschiéftigt haben, wenden wir uns nun der Berechnung konkreter Lebesgue—
Integrale zu. Als erstes lernen wir den Satz von Fubini kennen, der es erlaubt,
Integrale iiber R™ auf Integrale iiber R zuriickzufiihren. Dann sehen wir uns das
mehrdimensionale Analogon der Substitutionsregel — die Transformationsformel
—an. In der Praxis ist die Transformationsformel oft nicht unmittelbar benutzbar,
da die Transformationen Singularitidten aufweisen kénnen (z.B. bei Polarkoordi-
naten). Andererseits liegen diese Singularitidten oft in Nullmengen und beeinflus-
sen daher das Ergebnis einer Integration nicht. Wir diskutieren daher im dritten
Abschnitt einige Methoden zum Nachweis, dass eine Menge eine Nullmenge ist.
SchlieBlich ist der vierte Abschnitt einigen konkreten Beispielen gewidmet.

3.1 Der Satz von Fubini und seine Anwendungen

Die Berechnung mehrdimensionaler Integrale oder der Volumina mehrdimensio-
naler Korper ist oft nicht leicht. Man versucht daher, die Berechnung mehrdi-
mensionaler Integrale auf die Berechnung mehrerer Integrale in niedrigeren Di-
mensionen zu reduzieren. Das wichtigste Werkzeug dazu ist der folgende Satz,
den wir aus Zeitgriinden nicht beweisen werden. Sie finden einen Beweis z.B. in
Brocker, Analysis II, und in Bauer.

Satz 3.1 (Satz von Fubini) (a) Sei f : R™™™ = R™ x R™ — [0, c0] messbar.
Dann sind fiir jedes y € R™ und jedes x € R"™ die Funktionen

fy=f(y) R" —=[0,00] und f,:= f(z,") : R™ — [0, 0]
messbar. Weiter sind die Funktionen

F:R™—[0,00], y fydAn, und G :R" — [0,00], © — fadXpy,
Rn Rm

messbar, und es gilt

/]Rner fddnim = /m ( o f(xay)d)‘n(x)>d)‘m(y>

(3.1)
= [ ([ reminm)ine.

(b) Ist f € £ (R™™), so sind die Funktionen f, bzw. f, fir fast alle y € R™ bzw.
x € R™ Lebesgue—integrierbar. Weiter sind die fast tiberall definierten Funktionen
F und G Lebesque—integrierbar, und es gilt wieder (3.1).
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In Zukunft schreiben wir nur noch integrierbar statt Lebesgue—integrierbar. Ei-
ne wichtige Anwendung dieses Satzes ist das folgende Prinzip von Cavalieri, das
besagt, dass man das Volumen einer messbaren Teilmenge M des R™ berech-
nen kann, indem man M in unendlich diinnen Schichten niedrigerer Dimension
zerschneidet und die Volumina der Schichten aufintegriert.

Satz 3.2 (Prinzip von Cavalieri) Sei M C R™™™ messbar, und fir y € R™
sel
M, ={xeR": (z,y) € M}.

Dann ist M, messbar, die Funktion y — X\,(M,) ist messbar, und es ist

M) = [ A ()N 0)

Beweis Wir wenden Satz 3.1 (a) auf die Funktion y,; an und erhalten
R"l m m n

_ / ) ( / ) XMyd)\n)d)\m(y) = / _ Aa(My)dAm(y)-
|

Mit diesem Prinzip kénnen wir testen, ob unsere naive Vorstellung aus der Ana-
lysis I, dass das Integral einer nichtnegativen Funktion die Fldche unter dem
Graphen der Funktion beschreibt, gerechtfertigt war.

Folgerung 3.3 Sei f : R" — [0, 00) eine messbare Funktion. Dann ist die Menge
M= {(:L‘,t) ER"xR'=R"™:0<t< f(x)}
messbar, und thr Maf ist

Mgt (M5 = [ fd,.

Rn

Beweis Mit f sind auch die Funktionen R"xR — R, (x,t) — f(z) und (z,t) — ¢
messbar (HA). Daher ist auch H : R" x R — R, (x,t) — f(z) — ¢ messbar, und
folglich ist die Menge

M= {(x,t)6R"xR:t20undf(a:)—t>0}
- {(x,t)eRnxR:tzo}m{(x,t)eRan;H(x,t)>o}
messbar. Fiir z € R ist
(Mf)ggz{teR:(x,t)er}:[0,f(x)>
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und daher A ((M7),) = f(z). Mit Satz 3.2 ergibt sich also
= 1 J x n = n .
dea0y) = [ a0 ) dhnle) = [ Fla)ina) .

Als eine Anwendung wollen wir das Volumen c¢,, := \,(B,,) der n—dimensionalen
Einheitskugel B,, := {x € R™ : ||z||s < 1} berechnen. Offenbar ist ¢; = A\ ([—1,1])
= 2, und aus der Schule wissen wir, dass wir ¢o = 7 erwarten sollten. Wir gehen
nach dem Cavalierischen Prinzip vor und zerschneiden fiir n > 1 die Kugel B,, in
die Scheiben

n

B,, = {2 eR"': (2 s) € B,}
- {x eR™: ||2']|, < VI — 32} —VI—£B,

fir s € [-1,1] und B, s = 0 sonst. Mit Folgerung 1.21 und Satz 3.2 erhalten wir
1 1 n—1 1 n—1
Cp = / An—1(Bns)ds = / (1—5%)"2 ¢p_1ds = cn_l/ (1—s%)"2 ds.
-1 -1 -1
Damit ist die rekursive Berechnung von ¢, auf die Berechnung der Riemann-—

Integrale
1
In = / (1 _ SQ)ngl ds

1

zuriickgefithrt. Mit der Substitution s(t) = sint, ¢ € [~ 7], folgt

S

Diese Integrale berechnen wir rekursiv mit partieller Integration. Fiir n > 1 ist

(1 — sin® t)nT_1 costdt = / (cost)"dt.

INIE]

WP

Jus
2

w/2
I, = / (cost)™ * - costdt

—7/2

/2
= (sint)(cos t)"_l[/:ﬂ - / (sint)(n — 1)(cost)" 2(—sint)dt
—7/2

/2
- (- 1)/_ (ot (eosty" = (= 1)~ (1= D,

Damit erhalten wir fiir n > 1 die Rekursionsformel I, = ”T_l I,,_o, und mit den
bekannten Werten Iy = 7 und I; = 2 finden wir

L Cn-1en=3)...31  (n-jn-§ ..
e 2n(2n—2)-...-4-2 ~ nn—1)-...-2-

Ll | I [JN]
N [
|
I
VRS
N
3 |
N
N—
=
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und

2n(2n —2)-...-4-2
2n+1)2n—1)-...-5-3

_ =121 <n+§>1‘2

[2n+1

Hieraus ergibt sich
2 s
Iy, i11ls, = — d Iyls,1=—,
2n+142 on 1 un 2ndon—1 n
woraus wir
T ,n.nfl
n:In n—:In]n— n—2 — — C2n-2 —
C2 2nC2n—1 2nd2n—1Con—2 nC2 2 n(n—l)-...-QcQ
,n,n—l 7.‘.n—l T "
und analog
2
n = I n I nt2n—1 = n—
Con+1 2n+142nCon—1 2n+102 1
(2m)" ontlgn
= C1 =
Cn+1)-2n—1)-...-3" (2n+1)-...-3
erhalten. Insbesondere ist also tatséchlich ¢ = 7 und ¢35 = %7?.
Mit Hilfe der Gammafunktion
I':(0,00) =R, z+ / t" e tdt
0
kann man die Formel fiir die Volumina ¢,, einheitlich als
n/2
T
Cpn = —— 3.2
F(% +1) (32)
schreiben. Dazu erinnern wir an die Rekursionsformel I'(z + 1) = «['(x) fiir

x> 0 und an die Identitédt I'(1/2) = /7 (vgl. Tutorium Analysis IT). Mit diesen
Hinweisen sollten Sie (3.2) leicht bestéitigen konnen.

3.2 Die Transformationsformel

In diesem Abschnitt lernen wir das Analogon der eindimensionalen Substituti-
onsregel kennen, die wir uns zunéchst noch einmal anschauen. Ist ¢ : [a,b] — R
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eine stetig differenzierbare und streng monoton wachsende Funktion und ist
f:p([a,b]) — R stetig, so ist

b @(b)
/uwmmmw:/ f(2)dz

(a)

bzw., als Lebesgue—Integral geschrieben,

o "(Hdt = z)dx.
Amemwwt/“ f(x)

¢([a,b])

Ist dagegen ¢ monoton fallend, d.h. orientierungsumkehrend, so ist

b »(b) »(a)
o "(t)dt = x)dr = — x)dr = — x)dzx.
AU<MWWH A@fm A f(x) ‘LMJU

Diese beiden Identitaten lassen sich zu

/(h@®W®W=/ f(2)dz (3.3)
[a,b]

([a,b])
zusammenfassen, und das ist die Transformationsformel, die wir auf hohendimen-
sionale Situationen verallgemeinern wollen. Wir werden dazu auch die Schreib-
weise [, f(x)dx statt [, fd\ verwenden. AuBerdem erinnern wir daran, dass

eine bijektive Abbildung ¢ : U — V zwischen offenen Mengen U und V im R”"
ein Diffeomorphismus heiit, wenn ¢ und ¢! stetig differenzierbar sind.

Satz 3.4 (Transformationsformel) Seien U,V C R" offen und ¢ : U — V
ein Diffeomorphismus. Dann ist eine Funktion f :V — R genau dann tiber V'
integrierbar, wenn die Funktion (f o p)|dety’| : U — R dber U integrierbar ist.
In diesem Fall ist

[ swar= [ £(e@)ldet s @)a (3.4)

Insbesondere gilt fiir jede messbare Teilmenge A C U

A (¢(A)> - /A | det ¢/ (z)|dx. (3.5)

Hier steht ¢'(x) € L(R™,R") fiir die Ableitung von ¢ : U — V in z € U. Vor dem
Beweis von Satz 3.4 machen wir uns klar, was die Transformationsformel bedeu-
tet. Der wesentliche Teil ist Formel (3.5), die angibt, wie sich das Volumen des Bil-
des einer messbaren Menge A unter ¢ berechnet. Ist insbesondere | det ¢'(z)| eine
von x unabhéngige Konstante ¢, so reduziert sich (3.5) auf A\, (p(A)) = cA,(A).
Die Konstante c ist also ein Verzerrungsfaktor, der angibt, wie sich das Volumen
einer Menge bei Anwendung von ¢ dndert. Ist beispielsweise ¢ = T|U mit einer
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linearen Abbildung T, so ist ¢'(x) = T und somit \,(T(A)) = |detT| - A\, (A).
Fir U =R"” und A = [0,1]" (Einheitswiirfel im R") ergibt sich mit

A (T([o, m)) — |det T

eine anschauliche Bedeutung der Determinante als Volumen des Bildes des Ein-
heitswiirfels. Eine Menge der Gestalt 7'([0, 1]") heifit auch Spat oder Parallelotop .
Man kann sie schreiben als {37 z;a; : z; € [0,1] fiir alle j}, wobei die a; die
Bilder der kanonischen Basisvektoren unter 7" sind.

Beweis der Transformationsformel 1. Schritt: Es geniigt, (3.5) zu beweisen.
Aus (3.5) erhélt man unmittelbar (3.4) fiir die Funktion f = x,(a), denn es ist
ja Xp(a) © 9 = xa. Aus der Linearitét des Integrals folgt damit (3.4) fiir den Fall,
dass f eine nichtnegative Stufenfunktion ist. Fiir den allgemeinen Fall reicht es
aus, nichtnegative Funktionen zu betrachten. Sei also f > 0 messbar. Nach Satz
2.2 gibt es eine monoton wachsende Folge (fx) von Stufenfunktionen, die punkt-
weise gegen f konvergiert. Aus dem Satz iiber monotone Kovergenz (Satz 2.11)
folgt dann

| 1wy = jim [y = Jin [ (o) det g @)l

— /U f(gp(x)) | det ¢’ (x)|dz,

da auch die Folge (fx o )| det ¢’| monoton wachsend ist und punktweise gegen
(f o ¢)|det ¢'| konvergiert. Insbesondere sehen wir, dass (f o ¢)|det¢’| genau
dann auf U integrierbar ist, wenn f auf V' integrierbar ist. Es verbleibt, (3.5) zu
zeigen.

2. Schritt: Es gentigt, die Aussage fiir den Fall zu zeigen, dass jeder Punkt p € U
eine offene Umgebung W, C U hat, so dass (3.5) fir W, anstelle von U und fiir
gp‘w anstelle von ¢ gilt. Fiir jeden Punkt p € U gibt es einen Punkt ¢ € Q"

und eine Kugel U,(¢) mit rationalem Radius so, dass p € U,(q) € W,. Die
Behauptung (3.5) gilt fiir jede der abzdhlbar vielen Mengen U,(q), und diese
Mengen iiberdecken U. Wir haben also abzéhlbar viele Mengen (Mj)g>1 gefunden,
fiir die (3.5) gilt und die U iiberdecken. Ist nun A C U messbar, so schreiben wir
A als disjunkte Vereinigung der Mengen

Al I:Ali und Ak = (Aka)\(MlLJUMk,l) furk22

Aus der o—Additivitdt von A, und aus Satz 2.6 folgt nun

An(mA)):iAn(w(Ak)):i [ taet e = [ e @
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3. Schritt: (3.5) gilt, wenn ¢ eine Permutation der Koordinaten ist, d.h. wenn
o) = (To(1)s- - Tamy) mil einer Bijektion o : {1,...,n} — {1,...,n}. In
diesem Fall ist |det ¢'(z)] = 1, und (3.5) gilt offenbar fiir alle achsenparallelen
Quader in R™. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir das Lebesgue-Maf (Satz 1.18)
folgt die Formel (3.5) fiir beliebiges messbares A.

4. Schritt: (3.5) gilt, fallsn =1 und U ein Intervall ist. Wir benutzen wieder den
Eindeutigkeitssatz (Satz 1.18). Ist B C V ein Intervall, so ist auch p=}(B) C U
ein Intervall (da ¢! stetig ist), und es ist

B = [ e
e 1(B)
(Anwendung der Substitutionsregel (3.3) auf die Funktion f = 1). Da
B— AXNBNV) und B+~ / |’ (x)|dx
pL(BOV)
nach Satz 2.6 Mafle auf B(R) definieren und diese auf allen beschrénkten Inter-

vallen iibereinstimmen, stimmen sie nach Satz 1.18 iiberein.

5. Schritt:  Gilt (3.5) fir die Diffeomorphismen oy : Uy — Uy und g : Uy — Us,
so qilt (3.5) auch fir den Diffeomorphismus s 0 ¢y : Uy — Us. Aus Schritt 1
wissen wir, dass (3.5) die Formel (3.4) nach sich zieht. Nach der Kettenregel ist
nun

det (2 © 1) (@)) = det (h(1(x))) - det @} () (36)
Wenden wir (3.5) auf ¢, und (3.4) auf ¢, an, erhalten wir
M((@oen) = [ ety (nach (3.5))
- /A ‘det gpg(gol(a;))( : ‘det gp’l(x)‘d:c (nach (3.4))
= /A | det(¢s 0 1) (x)|da. (nach (3.6))

6. Schritt Nun wird es ernst: Wir zeigen die lokale Aussage aus Schritt 2 durch
vollstindige Induktion nach n .

Der Induktionsanfang n = 1 ist in Schritt 4 abgehandelt. Fiir den Induktions-
schritt betrachten wir ¢ in einer Umgebung von p € U. Wegen det ¢'(p) # 0
gibt es ein j mit % (p) # 0. Indem wir ¢ mit einer Koordinatenpermutation
verkniipfen, diirfen vgfir nach Schritt 3 und 5 0.B.d.A. annehmen, dass j = 1, d.h.

dass
991

A, (p) #0

36



ist. Wir betrachten die Abbildung
Yv:U—-R", x+— (gpl(a:),xg,...,xn).

Die Jabocimatrix von 9 in x (d.h. die Matrix von ¢/(z) bzgl. der natiirlichen
Basis des R™) hat die Blockstruktur

dp1
a_ml (IL’) * ’
0 [n—l

ist also insbesondere in x = p invertierbar. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunk-
tion (Analysis II, Satz 12.5) diirfen wir nach einer gegebenenfalls erforderlichen
Verkleinerung von U annehmen, dass ¢ : U — 9(U) ein Diffeomorphismus ist.
Wir haben damit eine Zerlegung

p=poy :U—=V mit p=gpoy " :yU)—V.
Die erste Komponente von p ist dann gegeben durch
pi(y) = (prov )(y) = (1oy )(y) =u.

Nach Schritt 5 geniigt es, die Behauptung fiir die Abbildungen ) und p zu zeigen.
Wir diirfen also annehmen, dass ¢ eine der Funktionen v oder p ist. Beiden
Funktionen gemeinsam ist, dass es ein j gibt mit ¢;(x) = z; fiir alle x € U. Indem
wir wieder geeignet permutieren, konnen wir nach Schritt 3 sogar ¢;(z) = x; fiir
alle z € U annehmen. Wir kénnen ¢ daher wie folgt schreiben:

o(t,x') = <t, gpt(x')> mit (¢,2') € R x R"™1
wobei
o2 Uy = {x' eR" 1 :(t,2)) € U} — V= {m' ceR" ! (t,2) € V}

ein Diffeomorphismus ist. Die Jacobi-Matrix J,(¢) von ¢ in x = (¢,2’) hat die

Struktur
1 0
* Sy (9015) ’

det ¢ (z) = det () (2'). (3.7)

so dass gilt
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Fiir eine messbare Teilmenge A von U erhalten wir nun schrittweise

)\n<go(A)> = /R)\”l((’p(A)t>dt (Cavalieri)

= /)\n_1<g0t(At)>dt (Definition von ;)
R

= / / | det(py) (2" |d2’ dt (Induktionsannahme)
R J A,

= [ [ xa@ldettay@)lar
R JRn-1

= / xa(z)| det ¢’ (x)|dx (Fubini und (3.7))

= [, |det¢/(z)|dx.

m
Wir halten noch eine wichtige Folgerung fest. Ist 7' € L(R") eine Isometrie (d.h.
wird T durch eine orthogonale Matrix dargestellt), so heifit die Abbildung z +— Tx
eine Drehung des R™.

Folgerung 3.5 (Drehungsinvarianz des Lebesgue-Mafles) Fir jede Drehung
des R™ und jede Borelmenge A CR™ gilt \,(T(A)) = A\, (A).

Beweis Aus TTT = I folgt (det T)? = 1. Also ist |det T| = 1, und die Behaup-
tung folgt sofort aus (3.5). n

Diese Drehungsinvarianz ist nicht von vorherein klar, da wir ja das Lebesgue-Maf
basisabhéngig konstruiert haben (ndmlich zunéchst auf Quadern, die parallel zu
den Koordinatenachsen liegen). Weiter sei daran erinnert, dass wir die Transla-
tionsinvarianz des Lebesgue-MaBes bereits in der Ubung gezeigt haben. Zusam-
menfassend konnen wir feststellen, dass das Lebesgue-Maf3 unter Abbildungen
der Gestalt p(x) = T’z + v mit einer linearen Isometrie 7' € L(R") und einem
Vektor v € R™ invariant ist.

3.3 Nullmengen

Wir haben Nullmengen als Teilmengen von Borelmengen vom Lebesguemaf 0 de-
finiert. Wir wollen nun einige Kriterien kennenlernen, die es uns erlauben, gewisse
Nullmengen schnell als solche zu erkennen. Dies ist z.B. bei Anwendungen der
Transformationsformel niitzlich, bei denen man aus dem Definitionsgebiet gewisse
Nullmengen herausschneiden muss, um die Transformation zu einem Diffeomor-
phismus zu machen. In diesem Zusammenhang sei an Lemma 1.23 erinnert, das
wir im Beweis des folgenden Satzes benutzen werden.

Satz 3.6 Ist A C R"™ eine Nullmenge und f : A — R™ Lipschitzstetig, so ist
auch f(A) eine Nullmenge.
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Beweis Sei ¢ > 0 und (Wy)i>; eine Folge von Wiirfeln mit A C U1 W und
Yooy M(We) < e. Wir diirfen annehmen, dass jeder Wiirfel Wy einen Punkt
ar € A enthilt. Ist s; die Kantenldnge von Wy, so ist A, (Wy) = s und ||z —ay|| <
V- sy fiir alle x € Wy, (warum?).

Da f Lipschitzstetig ist, gibt es ein L > 0 so, dass

1f(z) = fWIl < Lllz —yl fiir alle z,y € A.
Insbesondere ist fiir alle z € AN W,

1f(z) = far)ll < Lllz — axll < Lv/n s

Also liegt f (ANW}) in einer Kugel vom Radius Ly/n s; und damit auch in einem
Wiirfel Wy, mit der Kantenldnge 2L+/n s5,. Es ist also

=J franwy c Y m

k>1 k>1
mit

> (W) =D (2Lvnsy)" = (2Ly/n)" Z An(Wi) < (2Ly/n)™ -

k=1 k=1
Da e > 0 beliebig gewihlt werden kann, ist f(A) eine Nullmenge. n

Folgerung 3.7 Ist A Nullmenge in R", U C R" offen, A C U und f : U — R"
stetig differenzierbar, so ist f(A) eine Nullmenge in R™.

Beweis Da U offen ist, ist U eine abzéhlbare Vereinigung von Quadern der
Gestalt Q. = [a, bg] mit ag, b, € Q™ (vgl. Beweis von Lemma 1.4). Als stetige
Funktion ist f' : U — L(R"™) auf jedem der kompakten Quader @) beschrankt,
d.h. es gibt ein Ly > 0 mit || f'(z)|| < Ly fir alle x € Q. Nach Satz 10.19 aus
Analysis II folgt

1f(y) = FI < Lilly — = fiir alle y, 2 € Q.

Also ist f‘Qk Lipschitzstetig, und nach Satz 3.6 ist f(A N Q) Nullmenge. Dann
ist auch f(A) = U2, f(AN Q) eine Nullmenge (Lemma 8.13 aus Ana II). m

Satz 3.6 und Folgerung 3.7 lassen sich nicht auf beliebige stetige Funktionen f
verallgemeinern. Es gibt beispielsweise Kurven (sogenannte Peano—Kurven), die
ein ganzes Quadrat im R? ausfiillen.

Lemma 3.8 Jeder echte affine Unterraum A C R™ ist eine Nullmenge.
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Beweis Wir verschieben A so, dass 0 € A, und drehen dann A so, dass A C

R"~! x {0}. Nach Folgerung 3.5 und der Anmerkung danach diirfen wir also
0.E.d.A. A=R""! x {0} annehmen. Wir kénnen A dann schreiben als

A= (I=k M = {0}),
k=1
und aus A, ([—k, k"' x {0}) = 0 und der o—Additivitit folgt mit Lemma 1.17
(e), dass A\, (A) = 0. ]

Folgerung 3.9 Ist A CR" messbar und f : A — R messbar, so ist der Graph
I(f) = {(x, f(z) ER"xR:z € A} (3.8)

eine Nullmenge in R,

Beweis Wir setzen f durch 0 auf R™ fort. Diese Fortsetzung ist messbar (warum?),
und ihr Graph enthélt den Graphen (3.8) als Teilmenge. Wir kénnen daher
A = R" annehmen. Dann ist der Graph I'(f) = {(z,y) e R" xR :y — f(z) = 0}
als Nullstellenmenge einer messbaren Funktion messbar, und aus dem Cavalieri-
schen Prinzip erhalten wir

h (FD) = [ (1@} )drle) = [ oar,=o. .

3.4 Koordinatentransformationen

Oft lassen sich vorhandene Symmetrien dadurch ausnutzen, dass man Integrati-
onsbereiche durch Koordinatentransformationen (d.h. durch eine geeignete Para-
metrisierung) in Quader iiberfiihrt, auf denen Integrale iterativ berechnet werden
konnen. Aus der Fiille der méglichen Koordinatensysteme sehen wir uns hier nur
sphérische Polarkoordinaten an und behandeln die Zylinderkoordinaten in der

Ubung.

Polarkoordinaten in der Ebene. Der Ubergang von Polar— zu kartesischen Koor-
dinaten in der Ebene wird beschrieben durch

P :[0,00) x [0,27] — R?, (r,¢) — (rcosp,rsinp). (3.9)
Die Jacobimatrix von P in (r, ) ist gegeben durch
cos —rsin @
sin ¢ T COS ’
und ihre Determinante ist gleich . Man beachte, dass nur die Einschriankung von
P auf die offene Menge (0, 00) x (0, 27) einen Diffeomorphismus auf die Menge R?\
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([0,00) x {0}) liefert (warum?). Um einen Diffeomorphismus zu erhalten, mussten
wir also sowohl aus [0, 0o0) x [0, 27] als auch aus R? eine Nullmenge herausnehmen.
Daher ist eine Funktion f : R? — R nach der Transformationsformel (Satz 3.4)
genau dann integrierbar, wenn die Funktion

(r, ) — f<P('r, gp))|det P'(r,)| = f(rcose,rsing) -r

auf [0, 00) x [0, 27] integrierbar ist (Nullmengen diirfen wir unberiicksichtigt las-
sen), und es gilt in diesem Fall

oo 2T
fdXy = flz,y)d s (z,y) = / / f(rcosp,rsinp)rdpdr.  (3.10)
R2 R2 0o Jo

Wichtig ist, vor Anwendung der Transformationsformel zu priifen, ob die “Aus-
nahmemengen” auf beiden Seiten Nullmengen sind.

Beispiel 1 Als Anwendung von (3.10) berechnen wir das Integral [ e dr.
Dazu betrachten wir die Funktion

FR2SR, (z,y)—e Y

Diese ist rotationssymmetrisch, und mit Polarkoordinaten, (3.10) und der Sub-
stitution s = r? erhalten wir

[e'e) 2T o] o]
[z, y)dedy = / / e*’zrd(pdr = 2#/ e rdr = 7r/ e °ds
R2 0 0 0 0

s’t

= 7 lim —e 0

t—o00

=rlim (1—-e") =

t—o00

Insbesondere ist also f integrierbar. Mit Fubini erhalten wir andererseits

/ flz,y)dedy = // exzedexdy:/(/ e’“de>e’y2dy
R? RJR R NJR
2
= /e_wzdw-/ e_dey: (/ e_xde> ,
R R R

/R e dr = /7 (3.11)

folgt. Dieses Integral spielt in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine zentrale Rolle.
|

Beispiel 2: Die Beta—Funktion. Die Identitét (3.11) eroffnet uns einen wei-
teren Weg, um I'(1/2) zu berechnen. Mit der Substitution = v/¢ erhalten wir

1 0 6—t oo 6—12 oo .2 o .2
F<§>_/o %dt—/o . Qxdx—Q/O e dm—/ooe dr = /7.
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Wir schauen uns noch an, was dieser Trick fiir allgemeinere Werte der I'-Funktion
liefert. Mit der Substitution ¢ = z?/2 bekommen wir

I'(u) :/ pu—lo=tqp — 21u/ 221 =?/2,0 0 21u/ x?uflefxz/Qdmj
0 0 0

und hiermit finden wir

F('LL)F(U) _ 227u7v /(; l,Zu 1 e~ % /2y2v 16 y /2d$dy

00 00 0. o

_ 22—u v / 2u 1 2U 1 —( +y )/dedy
0

— 22—u v / 2u+21} 2 COS(p)Qu_l(SiIIQO) -1 e " /QTd(pdT
0

22—u v

N«NNN

/2
2u+2v 1 —r2/2dr/ (COSQD)zu_l(SiHQO)QU_ldQO
0

= I'(u+v)- 2/ (cos )?*(sin )*de.
0

Die Funktion

/2
B:(0,00) X (0,00) = R, (u,v)+— 2/ (cos )2 (sin @) dy
0

heifit Fulersche Betafunktion; wir haben also gerade gesehen, dass

['(u)'(v)

B(u,v) = T(wto)

(3.12)

Firu = v = % erhalten wir insbesondere B =

(3,3) = 2f7r/2dg0 = . Fiir die
Berechnung des Volumens ¢,, der n-dimensionalen Einheitskugel hatten wir mit

dem Cavalierischen Prinzip die Rekursionsformel ¢,, = ¢,,_11,, mit

w/2 w/2 1 1
I, = / (cost)™dt = 2/ (cost)"dt = B(n i —)
0

—7/2 2 2
gefunden. Mit (3.12) ergibt sich nun direkt.

11 INE=ERINE =
In:B<n+ ’_>: (2 Q(Q)Zﬁ (22)
2 2 (3= ['("3)
und damit
Cnp — Cn—lln = Cn_glnln_l =...= Cllnln—l e [2
Ly DO TG) ) 3TG) YR
r?) I 1) res?) )
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Sphirische Polarkoordinaten im R". Diese definieren wir rekursiv als
P, :[0,00) x [0,27] x [0, 7]""? — R",
wobei

P.(r,p,01,...,0, 9) = (sin Op—oPy_1(r,0,01,...,0,_3),7COS Hn_2>

fir n > 3 und P, wie in (3.9) festgelegt ist. Insbesondere haben wir fiir die
Kugelkoordinaten im R?

Ps : [0,00) x [0,27] x [0,7] — R?
mit
Ps(r,p,0) = <sin6P2(r, ©), T Cos 9) = (rcospsinf, rsingsin b, rcosf).

Dabei misst r den Abstand zum Ursprung, ¢ den Léngengrad und 6 den Breiten-
grad. Mit 6 := (04,...,0, o) und 0" := (04,...,0,_3) konnen wir die Jacobimatrix
von P, schreiben als

sin en_g . J(r7¢79l) (Pn—l) COS Gn_QPn_l(r, @, €I> )

cos b, 0...0 —rsiné,_o

J(r,cp,@) (Pn) = (

Um davon die Determinante berechnen zu konnen, beachten wir, dass
P, i(r,p,0)=1P, 1(1,¢,0")
(was man leicht durch Induktion bestétigt). Damit ist

apnfl
or
und folglich stimmt die erste Spalte der Jacobimatrix von P,_; mit »~'P,_;

tiberein. Also ist die Determinante der (n — 1) x (n — 1) Untermatrix, die man
aus Jrp0)(FPn) durch Streichen der ersten Spalte und letzten Zeile erhilt, gleich

(Ta 2 0/) = Pn—1(17 s 0,) = T_lpn—l(r7 2 0,)7

7(cos Op,_2)(sin 0,,_5)" " 2(—1)""*det P._,(r,,0).
Damit erhalten wir durch Entwicklung von det P!(r, ¢, 6) nach der letzten Zeile

det P (r,p,0) = —r(sinf, o)"det P,_,(r,p,0)
+(=1)""r(cos O,_s)?(sin O,,_5)" " (—1)"" 2 det P (r,p,0)
= —r(sinf,_o)" *det P,_1(r,0,0).

Induktiv folgt nun

det P! (r,¢,0) = (=1)"r" (sin 6, )" %(sinf,_3)" > -...- (sinb),
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wenn man det Pj(r, p, 0;) = —r?sin 6, beriicksichtigt.

Diskutieren Sie als Ubung zuniichst im Fall n = 3 und dann im allgemeinen Fall,
welche Nullmenge man aus [0, 00) X [0,27] x [0, 7]""2 bzw. aus dem R™ heraus-
schneiden muss, damit die Einschrankung von P, ein Diffeomophismus wird.

Als eine Anwendung wollen wir Integrale iiber rotationssymmetrischen Funktio-
nen auf Kugelschalen berechnen.

Satz 3.10 Sei I C [0,00) ein Intervall, K(I) := {z € R" : ||z||s € I} die zu-
gehorige Kugelschale und h : I — R eine messbare Funktion. Dann ist die Funk-
tion H : K(I) — R, x — h(||x||2) genau dann integrierbar, wenn die Funktion
I — R, 7 — r"Lh(r) integrierbar ist. In diesem Fall gilt

Hd\, = ncn/ h(r)r™ tdr, (3.13)
I

K(I)
wobei ¢, das Volumen der n—dimensionalen Finheitskugel ist.

Beweis Wir benutzen sphérische Polarkoordinaten im R™ und beachten, dass
K(I) = P,(Ix]0,27]x[0,7]""2) ist. Da die Transformation P, aulerhalb gewisser
Nullmengen ein Diffeomorphismus ist, erhalten wir mit der Transformationsfor-

/K |
_ / / / / (r,0.0)) | det P (r, .6)| d6 ... d6, o pdr
_ / / / / (sin 6, 5)"2(sin 6y, )"

(sin®y)do ...d0,_odpdr

= 27T/ h(r)r”_ldr/ (sin@n_g)”_QdOn_Q-...-/ sin 6, db,. (3.14)
I 0 0

Um die Integrale iiber die 6; nicht explizit berechnen zu miissen, erinnern wir
daran, dass das Integral |, () HdAn fir I = [0,1] und H = 1 gerade das Volumen
der n—dimensionalen Einheitskugel liefert. Es ist also

1 m m
Cp = 27r/ r”_ldr/ (sin6,_o)" 2db,_s - . .. / sin 6, d0,
0 0 0

2 ™ s
= —ﬂ- (SiIl Gn_g)"*2d9n_2 L / sin 91d(91. (315)
n-Jo 0
Ein Vergleich von (3.14) und (3.15) liefert (3.13), wobei die Aussage iiber die
Existenz der Integrale ebenfalls aus Satz 3.4 folgt. |
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