2 Allgemeine Integrationstheorie

In diesem Abschnitt ist (X, &, 1) ein Mafraum, und wir betrachten R immer mit
der o—Algebra B(R). Ziel ist es, messbare Funktionen f : X — R zu integrieren.
Das Maf} i wird uns vorgegeben, was das Integral der charakteristischen Funk-
tion einer messbaren Menge sein soll. Davon ausgehend definieren wir das Integral
von messbaren Funktionen mit nur endlich vielen Werten (Stufenfunktionen) und
dann fiir nichtnegative messbare Funktionen, die wir von unten durch Stufenfunk-
tionen annéhern. SchliefSlich spalten wir allgemeine messbare Funktionen in ihren
Positiv— und Negativteil auf, fiir die wir die Integrale bereits definiert haben. Wir
werden sehen, dass das so erkliarte Lebesgue-Integral wesentlich allgemeiner und
flexibler als das Riemann-Integral ist.

2.1 Stufenfunktionen

Eine messbare Funktion s : X — R heifit Stufenfunktion, wenn s(X) endlich ist.
Jede konstante Funktion ist eine Stufenfunktion. Wie sieht es mit Funktionen
aus, die zwei Werte annehmen? Dazu betrachten wir fiir jede Menge £ C X ihre

charakteristische Funktion
1 wenn z € F
Xe(x) =

0 wenn 1z & E.

Diese Funktion ist genau dann messbar (und damit eine Stufenfunktion), wenn
E € &. Insbesondere ist xq eine Stufenfunktion fiir (X, &) = (R, B(R)).

Lemma 2.1 FEine Funktion s : X — R ist genau dann eine Stufenfunktion,
wenn es Zahlen aq, ..., ar € R und paarweise disjunkte Mengen Aq,..., A € &
so gibt, dass s = Z?Zl XA,

Beweis Sind o; € Rund A; € & fiir j = 1,...,k, so ist 25:1 QX a,; messbar
nach Satz 1.13 und damit Stufenfunktion. Sei umgekehrt s eine Stufenfunkti-

on und s(X) = {oq,...,04} (mit paarweise verschiedenen Zahlen «;). Dann

sind die Mengen A; := s '({a;}) messbar und paarweise disjunkt, und es ist
k

§= Zj:l QXA o

Die folgenden Sétze zeigen, dass nichtnegative messbare Funktionen durch Stu-
fenfunktionen approximiert werden konnen.

Satz 2.2 Sei f: X — [0, 00] eine messbare Funktion. Dann gibt es eine monoton
wachsende Folge von Stufenfunktionen s, : X — [0,00) so, dass

lim s,(x) = f(z) firale ze€X

und dass die Konvergenz auf jeder Menge {x € X : f(x) < ¢} mit ¢ € [0,00)
gleichmdfsig ist.
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Beweis Firn > 1 sei

k Eok+1
= fall M
sa(@) =4 2 7 f(x)e[Qn’ pX

n  falls f(x) € [n,o0].

> mit 0 <k <n-2"—1,

Dann ist (s,),>1 eine monoton wachsende Folge von Stufenfunktionen, und ist
¢ €10,00) und n > ¢, so ist

|f(z) — su(2)| < 2% fir alle z mit f(x) < c.

Hieraus folgt die gleichméfige Konvergenz auf {z € X : f(z) < ¢} sowie die
punktweise Konvergenz auf {z € X : f(x) < oo}. Die punktweise Konvergenz
auf {z € X : f(x) = oo} ist offensichtlich. ]

Folgerung 2.3 Fine Funktion f : X — R ist genau dann messbar, wenn sie
punktweiser Grenzwert einer Folge von Stufenfunktionen ist.

Beweis Punktweise Grenzwerte messbarer Funktionen sind messbar (Satz 1.15).
Ist umgekehrt f messbar, so sind nach Satz 1.13 f, := max (0, f) und f_ :=
max (0, —f) messbar und nichtnegativ. Nach Satz 2.2 sind beide Funktionen
punktweise Grenzwerte von Stufenfunktionen, und damit auch f = f, — f_.

n

2.2 Das Lebesgue—Integral

Sei (X, &, ) MaBraum, £ € & und f : X — R messbar. Wir definieren das
Integral von f iiber E bzgl. des Mafles p in mehreren Schritten.

Schritt A Sei f = x4 mit A € &. Dann setzen wir Ig(f) = u(ANE).

Schritt B Sei f nichtnegative Stufenfunktion. Wir schreiben f als Z?ﬂ ajXa,
mit o; € [0, 00) und mit paarweise disjunkten Mengen A; € & (vgl. Lemma 2.1),
und wir definieren

Ip(f) = Z ailp(xa;) =) ayu(A; N E).

j=1
Schritt C' Ist f messbar und nicht negativ, so definieren wir
/ fdp = sup{lg(s): s Stufenfunktion mit 0 < s < f}.
E
Die Menge auf der rechten Seite ist nach Satz 2.2 nicht leer. Man beachte, dass
| r Jdp den Wert 400 annehmen kann. Ist f selbst eine nichtnegative Stufen-

funktion, so ist [, fdu = Ip(f). Fiir alle Stufenfunktionen 0 < s < f ist namlich
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Ip(s) < Ip(f).

Schritt D Nun sei f : X — R messbar. Nach Satz 1.13 sind die Funktionen
f+ :=max (0, f) und f_ := max (0, —f) messbar, und die Integrale

téﬁw,éﬂw (2.1)

sind wie in Schritt C erkléart.
Definition 2.4 Ist eines der Integrale (2.1) endlich, so definieren wir

/ﬂW—/ﬂw /f@eR (2:2)

Sind beide Integrale in (2.1) endlich, so heifit f Lebesgue—integrierbar, und wir
schreiben f € £ (u, E) bzw. f € £ (u) falls E = X.

Man beachte, dass wir das Integral von f auch dann definiert haben, wenn f nicht
Lebesgue-integrierbar ist, aber eine der Funktionen f,, f_ diese Eigenschaft hat.
Das ist in vielen Situationen bequem.

Wir sehen uns einige elementare Eigenschaften des Lebesgue-Integrals an.

Lemma 2.5 (a) Ist f messbar und beschrinkt auf E und p(E) < oo, so ist
fe L B).
(b) Sind f,g € £'(u, E) und ist f < g auf E, so ist

[EfdMS[Egdu.

(c) Ist f messbar und a,b € R mit a < f <b auf E und pu(E) < 0o, so ist

a-pu(E) < /E fdu <bu(E).

(d) Ist f € £Y(u, E) und c € R, so ist cf € £ (pu, E) und

/chd,u:C/Efdu.

(e) Ist f messbar und p(E) =0, so ist [, fdu = 0.
(f) Ist f € £Y(u, F) und A € & Teilmenge von E, so ist fl, € £, A).

Beweis (a) Sei |f| < M < oo auf E. Dann ist auch fi < M auf E, und hieraus
folgt sofort [, fedu < Mpu(E), denn diese Relation iibertréigt sich offenbar auf
die entsprechenden Stufenfunktionen.

(b) Aus f < g folgt f < gy und g_ < f_ auf E. Hieraus folgt

/ﬁ@ﬁ/m@tm /gws/fw
E E E E
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jede Stutentunktion s mit 0 < s < f, ertiillt ja erst recht 0 < s < g, ) und daher
jede Stufenfunkti it 0 fiillt j ht 0 d dah

[sin= [t~ [ fan< [ gudi~ [ gdu= [ gan

(¢) Dies folgt sofort aus (b), wenn wir f mit den Konstanten a, b vergleichen.
(d) Fiir nichtnegative Stufenfunktionen s ist trivialerweise Ig(cs) = clg(s). Ist
nun etwa ¢ > 0 und f > 0, so folgt

/cfdu = sup{lg(s):0<s<cf} = sup {]E(s):OS
E

= Sup{cIE(15>:0§15§f} = csup{IE(t):OStSf

c c
= c / fdu.
E
Die iibrigen Félle behandelt man analog.
(e) Fiir alle Stufenfunktionen s ist Ip(s) = 0. Also ist [, fedpu =0 und

fE fdu = 0.
(f) Fiir alle Stufenfunktionen 0 < s < f ist I4(s) < Ig(s) und daher

Af+dﬂ_SUp{[A(3)30§3§f+}§SHP{IE(3)10§3§f+}_/f+dﬂ<00-
E

Fiir f_ argumentiert man analog. |

Satz 2.6 (a) Sei f > 0 messbar auf X. Fir A € & definieren wir

o= [ fn 2.3

Dann ist ¢ ein Maf$ auf (X, S).
(b) Ist f € £Y(u), so wird durch (2.3) eine o—additive Funktion definiert.

Beweis Aussage (b) folgt sofort, wenn wir (a) auf die Funktionen fi anwenden
und f = f. — f_ benutzen.

Wir zeigen (a). Da ¢(f)) = 0 nach Lemma 2.5 (¢) und ¢(A) > 0 nach Lemma
2.5 (c) ist, miissen wir noch die o—Additivitdt zeigen. Sei also A = U,>14,
mit paarweise disjunkten messbaren Mengen A,. Wir haben zu zeigen, dass
p(A) = ZnZl P(An).

Ist f = x¢ die charakteristische Funktion einer messbaren Menge C, so ist
[y fdp = p(ANC), und die Behauptung folgt aus der o-Additivitét von su.
Ist f = Z?Zl ciXc, eine nichtnegative Stufenfunktion mit paarweise disjunkten
Mengen C; € G, so ist

k

/A fdp =" c;u(ANCy),

=1
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und die Behauptung folgt aus der o—Additivitat der einzelnen Summanden. Sei
nun f > 0 messbar. Aus dem bereits Bewiesenen folgt fiir jede Stufenfunktion s
mit 0 < s < f, dass

/ASd“:;/AnSdMSZ/A"fd“:Z@(A")'

n>1 n>1

Bilden wir links das Supremum iiber alle Stufenfunktionen s mit 0 < s < f, so
folgt

p(A) :/A Flp <7 o(An).

n>1

Wir haben noch }~ -, ¢(A4,) < ¢(A) zu zeigen. Fiir p(A) = oo ist dies klar. Sei
also ¢(A) < oo und damit auch p(A4,) < oo fiir alle n. Mit der Definition des
Integrals finden wir fiir jedes € > 0 eine Stufenfunktion s mit 0 < s < f und

/sd,uZ/ fdu—e sowie /sduZ/ fdu—e.
Al A1 A2 A2

Folglich ist

H(A; U Ay) > /

sdu = / sdu+/ sdp > p(Ar) + o(As) — 2¢.
A1UA2 Ay Ag
Da e > 0 beliebig war, folgt ©(A; U Ag) > ¢(A1) + ¢(Asz). Induktiv erhalten wir

n

90( O Aj) > Z ¢(A;) fir allen > 1,
j=1

j=1

und wegen U?:1Aj C A fithrt dies auf

3

n—oo n—oo

Jj=1 Jj=1 Jj=1

o) = 1im ([J45) = 1im 3 () = > wl4)).

Damit ist alles gezeigt. |

Folgerung 2.7 Sind A C B messbare Mengen mit (B \ A) = 0 und ist f

Lebesgue—integrierbar, so ist
[ gau= | san.
A B

Beweis Die Funktion p(E) := [, fdu ist additiv nach Satz 2.6. Folglich ist
©(B) = ¢(A) 4+ ¢(B\ A), und nach Lemma 2.5 (e) ist (B \ A) = 0. n
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Folgerung 2.8 Sei (X, S, i) vollstindig, die Funktionen f,g: X — R seien fast
iiberall gleich, und sei f € £Y(u, E) fiir E € &. Dann ist auch g € £'(u, E) und

/Efduz/Egdu-

Beweis Die Funktion g ist messbar nach Lemma 1.24. Sei N eine py—Nullmenge
so, dass f(x) = g(x) fir alle x € X \ N. Dann ist auch fi(z) = g+(x) fiir alle
z € X \ N, und wir erhalten

/ Jedp = fedp nach Folgerung 2.7
E E\N

= / g+ dp nach Voraussetzung
E\N

= / g+ dp + / g+dp  mnach Lemma 2.5 (e)
E\N N

= / g+ dp.
E

Hieraus folgt die Behauptung. |
Satz 2.9 Mit f € £'(u, E) ist auch |f| € £Y(u, E), und es gilt

\/Efdu1 S/E|f|du-

Beweis Sei A={x € E: f(z) >0} und B = E\ A. Nach Satz 2.6 (a) ist

Jurtdn= [ Anides [ Aan= [ e [ <o

und somit |f| € £'(u, E). Wegen f < |f| und —f < |f] ist nach Lemma 2.5 (b),

(d)
/Efd/LS/E!f!du und —/Efdug/Eyf]du.

Hieraus folgt die Behauptung. |

Satz 2.10 (a) Ist f messbar, |f| < g und g € £'(u, E), so ist auch f € £'(u, E).
(b) Ist (X, S, ) vollstindig, f messbar, |f| < g fast iberall und g € £'(u, E), so
ist f € £Y(u, E).

Beweis (a) Dies folgt sofort aus f, < gund f_ <g.
(b) Sei N eine pu—~Nullmenge so, dass |f(z)| < g(x) fir alle z € X \ N, und sei

- flz) falls ze€e X\N
fe) = { g(x) falls z € N.

Nach Lemma 1.24 ist f messbar, und es gilt |f| < g. Nach Teil (a) ist f €
£ (i, E), und mit Folgerung 2.8 finden wir f € £'(u, E). ]
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2.3 Konvergenzsitze

Wir behandeln in diesem Abschnitt die Lebesgue’schen Konvergenzsitze. Diese
Séatze sind unentbehrliche Werkzeuge der Analysis.

Satz 2.11 (Satz iiber monotone Konvergenz) Sei (X, S, i) vollstindig, E €
S, und (fn)n>1 sei eine Folge messbarer Funktionen mit

0< fi(z) < folz) <...< oo fir fast alle x € X. (2.4)

Dann konvergiert (f,) fast tberall punktweise gegen eine messbare Funktion f,

und [, fudp — [ fdp.

Ohne die Voraussetzung der Vollstiandigkeit gilt die Aussage immer noch, wenn
man (2.4) fiir alle € X fordert.

Beweis Sei N eine p—Nullmenge so, dass (2.4) fiir alle z € X \ N erfiillt ist. Fiir
alle z € X \ N konvergiert dann die Folge (f,(z)) gegen f(x) € [0, 00], und wir

setzen
f(x) fir z€ X\N

00 fiir € N.

Nach Lemma 1.25 ist f messbar. Sei o, := [, fadp. Nach Lemma 2.5 (b) und
Folgerung 2.7 ist die Folge (c,) monoton wachsend. Sei

a:=sup{a,:n>1} = lim «, € [0,c0].

n—oo

Fiir jede Stufenfunktion s mit s < f, gilt auch s < f und somit [}, fdp < [, fdp.
Folglich ist oo < [, fdp.

Wir zeigen noch die umgekehrte Ungleichung o > [ r fdu. Dazu nehmen wir
a < 0o an (sonst ist nichts zu beweisen). Sei s eine Stufenfunktion mit 0 < s < f,
ce(0,1)und E, :={x € E\ N : f,(z) > cs(x)} fir n > 1. Dann ist E,, C E,, 1
fiir alle n (Monotonie der Folge (f,,) auflerhalb von N) und U,>1E, = E\ N
(wegen f,(x) — f(z) und es(z) < f(z) fir alle z € X \ N mit f(x) > 0).

Mit Satz 2.6 (a) und Lemma 2.5 (b) erhalten wir auflerdem, dass

[tz [ fudnzc [ i 2.5)
E ETL n
Fiir n — oo ergibt sich daher wieder mit Satz 2.6 (a), (2.5) und Lemma 1.17 (¢)

a = lim fndp > ¢ lim sdp = c/ sdp = c/ sdp.
Ey E\N E

n—oo E n—oo
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Da ¢ € (0,1) beliebig war, folgt o > [, sdpu fiir alle Stufenfunktionen s mit
0 < s < f. Dann ist aber o > [, fdp. n

Der folgende Satz zeigt zusammen mit Lemma 2.5 (d), dass die reellwertigen
Funktionen aus £'(u, F) einen reellen Vektorraum bilden.

Satz 2.12 Ist fi, fo € £Y(u, E) und ist fi + fy erklirt, so ist auch f, + fo €
LY u, E) und es gilt

/E (fr+ fo)dp = [E frdp + /E fody. (2.6)

Beweis Zuerst zeigen wir (2.6) fiir nichtnegative Stufenfunktionen. Ist s =
>_; ¢jXr; eine nichtnegative Stufenfunktion (mit nicht notwendig paarweise dis-
junkten Mengen E;), so kann man s schreiben als ), djxp, mit paarweise dis-
junkten Mengen Fj, und mit d, := Zj:FkgE]- cj. Damit folgt

/Esdu = de,u(FkﬂE Z Z cip(FrNE)
k

§:F,CE,

= Z ¢j Z (F,NE) Z cii(E;NE)= Z Cj/E X, dp.
j J J

k:F, CE;

Da man zwei Stufenfunktionen sq, s immer als s; = Zj cjXg, und sy = Zj diXE,
(mit gleichen Mengen E;) schreiben kann, folgt hieraus (2.6) fiir nichtnegative
Stufenfunktionen.

Seien nun fy, fo € £!(u, F) nichtnegativ. Nach Satz 2.2 gibt es monoton wachsen-
de Folgen (s,,) bzw. (t,) von Stufenfunktionen, die punktweise gegen f; bzw. fo
konvergieren. Dann ist (s, + t,) eine monoton wachsende Folge von Stufenfunk-
tionen, die punktweise gegen f; + fo konvergiert. Der Satz von der monotonen
Konvergenz liefert

[swn [ i [ tdu— [ gdn [ v tddn [ (5 fda

Aus [ spdp + [ tadp = [, (s, + tn)dp folgt (2.6) auch in diesem Fall. Im
allgemeinen Fall zerlegt man F in vier paarweise disjunkte messbare Mengen, auf
denen f; und f, ihr Vorzeichen nicht wechseln, und benutzt (2.6) fiir nichtnegative
Funktionen sowie die Beziehung [, (—f)du = — [,, fdp aus Lemma 2.5 (d). =

Wir haben hier nur die schwéchere Form von Satz 2.11 benutzt. Satz 2.12 gilt
also ohne Vollstandigkeitsvoraussetzung. Fiir Reihen liefert Satz 2.11:

Folgerung 2.13 Sei (X, &, p) vollstindig, f, : X — [0,00] und f =>"7", fa
fast diberall. Damait ist f messbar, und fir £ € & st

/EfduzifEfndu-
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Beweis Sei g, ==, f,. Die Folge (g,) ist monoton wachsend und konvergiert
fast iiberall gegen f. Nach Lemma 1.25 ist f messbar, und die Sétze 2.11 und
2.12 liefern

Unser néchstes Ziel ist der Satz von der majorisierten Konvergenz, das vermutlich
wichtigste Werkzeug, um die Vertauschbarkeit von Grenziibergang und Integra-
tion zu zeigen. Vorbereitend iiberlegen wir uns ein Lemma.

Lemma 2.14 (Fatou) Sind f, : X — [0, 00] messbare Funktionen und ist E €
S, so ist

n—oo n—oo

/ lim inf fndugliminf/ fndp.
E E

Beweis Fiir k > 1 sei g := infj>;, f;. Dann ist g, < f und somit [, grdp <
[ frdp. Weiter ist die Folge (gx) monoton wachsend, und sie konvergiert punkt-
weise gegen liminf, .., f,. Der Satz tiber montone Konvergenz (schwache Fas-

sung) liefert
/fkd,uZ/ gkd,u—>/ liminf f,du
E E B T

liminf/ fkd,uZ/ liminf f,du. |
E E n—oo

k—oo

und damit

Satz 2.15 (Lebesgues Satz iiber majorisierte Konvergenz) Sei (X, S, 1)
ein vollstindiger Mafiraum, E € &, und (f,,) sei eine Folge messbarer Funktionen
fn o X — R, die fast diberall gegen eine Funktion f konvergieren. Weiter se:
g : X — R eine messbare Funktion mit |f,| < g fir alle n fast dberall. Ist
g € £Y(u, E), so gehoren auch f und f, 2u £ (p, E), und es gilt

/E Fuddp — /E fd.

Beweis Sei N eine y—Nullmenge so, dass f,,(z) — f(x) fiir n — oo und | f,,(z)| <
g(x) fir alle n und alle z € X \ N. Dann ist f messbar nach Lemma 1.25, und
es ist | f(x)| < g(z) fiir alle x € X \ N. Nach Satz 2.10 (b) sind f, f,, € £(u, E).
Weiter ist |f — f,] < 2g auf X \ N. Wir wenden das Fatousche Lemma auf die
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Folge der Funktionen (2g — |f — f, an und erhalten

Dl

[2odn = [ 2gdu= [ tmint g 11, f)du
E E\N E\N "7

< limint / (29— |fn — fl)du
E\N

n—oo

= / 2gdu+liminf/ —|fn — fldp
E\N =0 JE\N

= /2gdu—limsup/ Ifn—fldué/ 2gdyp.
E n—o0 E E

Da [, 2gdp =2 [, gdp < oo ist, erhalten wir lim,, . [, |fn — fldp = 0. Dies hat

|/Ef”d“_/Efd“’§/Ean—f\du—>o

zur Folge (Satz 2.12 und Satz 2.9). n

Ohne Vollstandigkeitsvoraussetzung gilt der Satz 2.15 noch, wenn alle “fast” in
seiner Formulierung gestrichen werden.

Beispiel Wir betrachten eine Funktionenfolge, auf die sich der Satz von der
majorisierten Konvergenz nicht anwenden ldsst (,,der gleitende Buckel“ ). Dazu
sei (X,6, ) = (R, B(R),\) und f, = X[nn41] fiir n € N. Die Funktionen f,
konvergieren punktweise gegen f = 0, aber

o:/ fd)\:/ Hm f,d\#£ lim | fud\=1. -
R R R

n—oo n—oo

2.4 Lebesgue— und Riemann—Integral

Wir vergleichen in diesem Abschnitt das Riemann-Integral iiber Intervallen in
R mit dem Lebesgue-Integral. Die Resultate hdngen davon ab, ob die Intervalle
beschréankt oder unbeschréankt sind. Wir vereinbaren: wenn wir iiber Lebesgue—
Integration auf R™ sprechen, legen wir stets den wvervollstindigten Maflraum

(R™,B(R™),\) zu Grunde, betrachten also messbare Funktionen
o (R",%(R”),A) - (R%(K)).

Satz 2.16 Ist [a,b] C R ein kompaktes Intervall, so ist jede auf [a,b] Riemann—
integrierbare Funktion f auch Lebesque—integrierbar, und

b
d)\ = dx.
] / f(x)de
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Beweis Ist f auf [a,b] Riemann—integrierbar, so gibt es fiir jedes n > 1 Treppen-
funktionen ¢, < f <), mit fab (n(x) — pn(x))dz < = (Ana II, Folgerung 8.9).
O.E.d.A. koénnen wir die Folgen (¢,) bzw. (¢,) als monoton wachsend bzw. fal-
lend voraussetzen (andernfalls ersetzen wir ¢, durch max (¢1,...,¢,) und ¥,
durch min (¢1,...,%,)). Nach den Integraldefinitionen stimmen Riemann— und
Lebesgue—Integral fiir Treppenfunktionen iiberein. Es ist also auch

/[ [ e)r <1/n (2.7)

Die monotonen Funktionenfolgen (¢,) bzw. (1,) konvergieren punktweise auf
la, b] gegen messbare Funktionen ¢ bzw ¢ mit ¢ < f <. Aus ¢ < ¢, < 1, <
11 und der Lebesgue—Integrierbarkeit von ¢, und v, folgt mit dem Satz {iber die
majorisierte Konvergenz, dass ¢, € £'(\, [a,b]) und dass

/ OndA — wd\ sowie Ppd\ — pd.
[a,b] (a,b] [a,b] (a,b]

Der gleiche Satz liefert mit (2.7), dass f[a . (¢ — @)d\ = 0. Aus der Ubung wissen

wir, dass dann ¢ = 1 fast iiberall, und wegen ¢ < f < 9 ist auch ¢ = f fast
iiberall. Folglich ist auch f € £!(\,[a,b]), und

b b
fd\ = / wd\ = lim PndX\ = lim on(x)dx :/ f(zx)dz. m
[a,b] [a,b] a a

n—oo [a,b] n—oo

In diesem Zusammenhang erinnern wir an das Lebesquesche Integrabilititskrite-
rium (Ana II, Abschnitt 8.4).

Satz 2.17 Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann—
integrierbar, wenn ihre Unstetigkeitsstellen eine A—Nullmenge bilden.

Die Klasse der Lebensgue—integrierbaren Funktionen ist aber wesentlich grofier
als die der Riemann-integrierbaren Funktionen. Ein einfaches Beispiel ist die cha-
rakteristische Funktion xq der Menge der rationalen Zahlen, die nicht Riemann—
aber Lebesgue—integrierbar ist (beachte: Mengen, die nur aus einem Punkt beste-
hen, sind Borelmengen vom Maf3 0, und Q ist eine abzéhlbare Vereinigung solcher
Mengen). Es folgt ein Beispiel einer Lebesgue-integrierbaren Funktion, die sich
(im Gegensatz zu xg) nicht einmal durch Abéndern auf einer Nullmenge zu einer
Riemann-integrierbaren Funktion machen lésst.

Beispiel Sei Q@ = QN (0,1). Diese Menge ist abzahlbar: @ = {g, : n > 1}. Sei
e > 0 und U, C (0,1) ein offenes Intervall einer Linge < /2", das ¢, enthélt.
Dann ist

oo

QcU=|JU.C(0,1) und )\(U)gf:/\(Un)gz 2%:5.
n=1 n=1

n>1
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Sei f = xy und f, := xv,u..uv, - Die Funktionen f, sind Riemann-integrierbar,

1
fndX = / fo(x)de < e,
0,1] 0

und die Folge (f,,) ist monoton wachsend und konvergiert punktweise gegen f.
Nach dem Satz iiber monotone Konvergenz ist f Lebesgue-integrierbar und

/ fd\ <e.
0,1

Zeigen Sie als Ubung, dass f die behauptete Eigenschaft hat. |

Bei uneigentlichen Riemann-Integralen, die nicht absolut konvergieren, ist die Si-
tuation subtiler. Da die Lebesgue-Integrabilitdt die absolute Konvergenz des In-
tegrals voraussetzt, kénnen uneigentliche Riemann—Integrale existieren, die man
nicht als Lebesgue-Integrale interpretieren kann. Bevor wir ein Beispiel geben,
fassen wir diesen Zusammenhang praziser. Dazu benétigen wir folgenden Satz.

Satz 2.18 (Ausschopfungssatz) Sei (M,) eine wachsende Folge messbarer Teil-
mengen von X, M = Up>1M, und f : M — R. Dann st f genau dann in
L, M), wenn f € £Y(u, M,) fiir jedes n und wenn die Folge der an |f|du
konvergiert (gegen eine endliche Zahl). Ist dies der Fall, so ist

/ fdp = lim fdpu.
M n—oo far

Beweis Aus f € £'(u, M) folgt |f] € £'(u, M) (Satz 2.9) und damit |f| €
L (p, My,), und es gilt [y, | fldu < [y, | fldu.

Der interessante Teil des Beweises betrifft die Umkehrung dieser Aussage. Zunéchst
konvergiert die monoton wachsende Folge (xa, |f|) punktweise gegen yar|f|, so

dass
/an\f\dw/xM\f!du baw, / |f\du—>/ fldp
X X M, M

nach dem Satz iiber monotone Konvergenz. Nach Voraussetzung ist [, |f] du also
endlich, d. h. x| f| € £ (u, M). Weiter ist |xar, f| < xar|f], und die Funktio-
nen Xy, f konvergieren punktweise wegen xjsf, so dass wir mit dem Satz iiber
majorisierte Konvergenz f € £'(u, M) sowie

im [ fdp= i [ v sdn= [ xsdn= [ s
n—oo [y n—oo [y X M

erhalten. -
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Folgerung 2.19 Seiena,b € R unda < b. Ist f : (a,b) — R Riemann—integrier-
bar auf jedem kompakten Teilintervall von (a,b), so ist f genau dann Lebesgue—
integrierbar auf (a,b), wenn das uneigentliche Riemann—Integral fab |f(z)|dz kon-
vergiert.

Beweis Wir wihlen eine monoton fallende Folge (z,) mit a < x, < b und
x, — a und eine monoton wachsende Folge (y,,) mit x, < y, < b und y, —
b, und wir setzen M, := [x,,y,]. Dann ist M = U,>1 M, = (a,b), und nach
dem Ausschopfungssatz ist f genau dann Lebesgue—integrierbar auf M, wenn
der Grenzwert

y'VL
lim |fld\ = lim / |f(x)|dx
M, n—oo [

n—oo

endlich ist. n

Beispiel Auf [1,00) sei f(z) = *22 Wir wissen aus Ana II, Abschnitt 8.10.1,
dass das uneigentliche Riemann—Integral floo % dx konvergiert. Dieses Integral

konvergiert aber nicht absolut, denn fiir x € [k, (k+ 1)7] ist | f(z)] > (|ksf19)”lr und
folglich

(k+1)m 1 kn+m
de > ——— inx|d
/k7r |f(z)|dz > T Dr /kﬂ' | sin z|dz
o /” o2
= Gror ), sin xdr = 0t D

Wegen der Divergenz der harmonischen Reihe konvergiert [ | f(z)|dz nicht, und
nach Folgerung 2.19 ist f nicht Lebesgue—integrierbar auf [1,00). |

Ergénzend gehen wir noch kurz auf zwei Resultate ein. Das erste betrifft parame-
terabhéngige Integrale, wo wir nun wesentlich starkere Aussagen als frither zeigen
konnen.

Satz 2.20 Sei (X, S, u) ein Mafraum und U C R™ offen. Weiter sei f : X xU —
R eine Funktion, so dass fiir jedes w € U die Funktion

~

fur X =R, e f(z,u)
zu £ (u, X) gehort, und sei
g:U—=R we [ = [ fwdne)
b b
(a) Sind alle Funktionen f, : U — R, u > f(z,u) stetig in p € U und existiert

eine Funktion h € £'(u, X) mit | f(z,u)| < h(zx) fir alle (z,u) € X x U, so ist g
m p stetig.
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(b) Sei 1 < j < n. Haben alle Funktionen f, eine stetige partielle Ableitung

Djf, = gf:j und gibt es eine Funktion h € £ (u, X) mit

|D; fo(uw)| < h(x) fir alle (z,u) € X x U,

so existiert auch Djg, diese Funktion ist stetig, und fir alle p € U st

ww@zémmwmmy

Beweis Aussage (a) folgt direkt aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz,
da man Stetigkeit durch konvergente Folgen testen kann. Zu (b): Mit dem Mit-
telwertsatz finden wir fiir jedes ¢t € R mit u + ute; € U fiir alle p € [0,1] ein
6 € [0, 1] so, dass

Lt teg) = F )] = (D), + 0te)] < h(a)

Mit dem Satz {iber majorisierte Konvergenz erhalten wir fiir jede Folge (t,) mit
t, — 0 die Beziehung

i 9@ T tee) —9p)

n—00 tn n—o0

= /X D; f(z,p)dp.

/ f(z,p+tae;) — flz,p) i
X tn

Die zweite Ergéinzung betrifft Funktionenrdume, die man mit dem Lebensgue—
Integral sehr bequem definieren kann. Fiir einen vollsténdigen Mafiraum (X, S, )
und p € [1,00) sei £°(u, X) die Menge aller messbaren Funktionen f mit |f|P €
£1(p, X). Man kann zeigen, dass £°(u, X) ein linearer Raum ist und dass die
Abbildung

2.X) = 0.0, = 1fli= ([ 1opan)”

alle Eigenschaften einer Norm mit Ausnahme von ||f|, = 0 = f = 0 hat. Um
diese Eigenschaft zu erzwingen, setzt man N, := {f € £°(u, X) : || f|l, = 0} und
faktorisiert NV, weg. Auf den Rdumen LP(u, X) := £°(u, X)/N, wird durch | - ||,

eine Norm induziert, die man wieder mit |- ||, bezeichnet. Die dominierende Rolle
dieser Rdume in der Analysis liegt an folgendem Satz:

Satz 2.21 Die Raume (L*(u, X),| - |l,) sind vollstindig, also Banachrdiume.

Literatur: Forster, Analysis 3, §10. |
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