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12. Ubung zur Analysis IV, Lésungsvorschlag
Aufgaben
(3 Punkte)

Berechne das 2-dimensionale Volumen der folgenden Fléichen in R3.

z = zy mit z2 +y% < 1;
z=2z+3y+4mit 0 <y <z?<1;
= /1 — 22 —y2 mit 22 + 9y < z;

M ={(z,y,2) ER® : 22 + 9y + 22 = R?, a <2 <b, 2> 0}, wobei —R < a < b < R ist.

Ll O

1. Sei A = {(z,y) € R?| 22 + y? < 1}. Dann ist ¢ : A — R® mit ¢(z,y) = (z,y,ry) eine Para-
metrisierung von M := {(z,y,z) € R}| z = :vy, (z,y) € A}. Ausserdem haben wir det(J(¢)T .
J(¢)) = 14+ 2? +y>. Damit ergibt sich Sy(M) = [,/1+2>+y dxdy—fo fo V1 + r2rdtdr =
27 fol V1+r2rdr = Z(2v2 - 1).

2. Die Lésung ist analog zu A1(1). Sei A = {(z,y) € R2| 1 > 22 > y > 0}. Dann ist ¢ : A — R3
mit ¢(x,y) = (z,y,2x + 3y + 4) eine Parametrisierung von M := {(z,y,z) € R}| z = 2z +
3y + 4, (r,y) € A}. Ausserdem ist det(J(¢)! - J(¢)) = 14. Damit erhalten wir Sy (M) =

[ VTdzdy = T4 [1| [* dyde = 2/T4.
3. Sei A = {(z,y) € R?|z? +y? < 2} = {(z,y) € R?|(z — 5)> +y® < ;}. Dann ist ¢ : A —
R} mit ¢(z,y) = (z,y,\/1 — 12 —y2) eine Parametrisierung von M := {(w,y,z) e R z=
V1-—12? —y2, (z,y) € A}. Ausserdem haben wir det(J(¢)" - J(¢)) = —3—=. Damit ergibt
¢

sich Sy(M) = [, \/dedy = f fcos =sdrdt = —f% |°°Stdt = f2 (1 -

|sint|)dt = 7 — 2.
4. Sei A = {(z,y) € R?| 22 + y?> < R?, a < x < b}. Die Funktion ¢ : A —> R® mit ¢(z,y)
a

(z,y,+/R? — 12 — y?) ist eine Parametrisierung von M’ = {(z,y,2z) € R® : 22 +9?+22 = R? a <
x < b, z > 0}. Das 2-dimensionale Mass von M C M' gleich Null. Wir haben det(J(¢)? - J(¢)) =
=z Damit ergibt sich
R2—$2 1
/ da:dy R/ / dydx =
RQ—w —y? VB2 \/R2 — 22 — 2
v |VEE
R/ arcsin i| VW = Rm(b— a).
(2 Punkte)
Sei a > 0. Berechne die folgenden Flichenintegrale.
1. [y, y*2dSy mit M = {(z,y,2) € R : 2% + ¢? + 2% = a*};
2. [, 2%dSy mit M = {(z,y,2) e R®:2? +y? + 22 =a?, 2> 0, 22 +y? < 2%}
Die Abbildung ¢ : (0,27) x (—%,%) — R® mit ¢(¢,s) = (acostcoss,asintsins,asins) ist eine
Parametrisierung von ¢((0,27) x (=%, 5)). Ausserdem ist das 2-dimensionale Mass von {(z,y,z) €

R : 22 +y%+2% = a®}\ ¢((0,27) x (%, %)) gleich Null. Wir haben auch det(J(¢)" - J(¢)) = a* cos® s.
Damit ergibt sich:

1. [, y%2dSy = f f (a?sin? t cos? s5)-asin s-a? cos sdsdt = a5f2,r cos? s sin sds fo sin? tdt = 0.

2. [y, #4dSu = f fw a*sin s - anossdsdt—27ra6f2 sin* s cos sds = 2maS (% — Wi)'

(2 Punkte)

Sei 0 < r < R < 00. Bestimme das 2-dimensionale Volumen des Torus

M = {(z,y,2) € R3] ( 2+ y2)2 422 =12
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A4

A5

In Ubung 11 wurde es schon bewiesen, dass M eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R®
ist. Sei A = {(u,v) € (0,27) x (0,27)}. Dann ist ¢ : A — R® mit ¢(u,v) = ((r + Rcosv)coswu, (r +
Rcosv) sinwu, rsinv) eine Parametrisierung von M' = {(z,vy,z) € R3| (z,y,2) = ((r+Rcosv) cos u, (r+
Rcosv)sinu,rsinv), (u,v) € A}. Das 2-dimensionale Mass von M \ M’ ist gleich Null. Wir ha-
ben det(J(¢)" - J(¢)) = r*(R + rcosv)?. Damit ergibt sich S;y(M) = [,r(R + rcosv)dudv =
47’rR + 27 fOZF cosvdv = 4n*rR.

(4 Punkte)

Entscheide, ob es moglich ist, einen Kreis vom Durchmesser 100 mit 99 Streifen der Breite 1 zu
iiberdecken. (Die Streifen sind unendlich lang.)

Hinweis: Benutze die Aufgabe A1(4).

Seien K = {(z,y) € R?| 22 +y? < (50)?} der gegebene Kreis und M = {(z,y,z) € R®| 22 + 92 + 22 =
502}. Sei S ein Streifen der Breite 1, der K schneidet. (Es ist sinnvoll, die ganze Breite des Streifens zu
benutzen). Wir bezeichnen mit a(s) der Teil von M, der direkt iiber S liegt. Nach der Aufgabe A1(4)
ist Spr(a(s)) = 507, also hingt Spr(a(s)) nicht von s ab. Wenn nur solche Uberdeckung méglich wiire,

hétten wir
99

21 - 50% = SMU afs;) <ZSM ) <99 - 50m,
=1

woraus die unsinnige Ungleichung 100 < 99 folgt. W1derspruch.

(6 Punkte)

Ist (X,S,u) ein Massraum und ¢ : X — Y eine Abbildung, so definieren wir eine Abbildung ¢[y] :
¢[S] — [0, 0c] durch
$[u](4) == p(6~(4)) A € ¢[8],

wobei ¢[S] := {A CY : $~1(A) € S} das direkte Bild von S unter ¢ ist.

1. Zeige, dass @[u| ein Mass auf (Y, ¢[S]) ist.

2. Zeige, dass eine Funktion f : Y — Z in einem messbaren Raum (Z,¥) genau dann auf (Y, ¢[S])
messbar ist, wenn fo ¢ : X — Z auf (X, S) messbar ist.

| sasti= [ 1o gdu

fiir jede auf (Y, ¢[S]) messbare Funktion f : Y — [0, c0], unter Benutzung des in Ubung 10, A3
beschriebenen Beweisprinzips.

3. Zeige, dass

4. Zeige, dass eine Funktion f : Y — R genau dann beziiglich ¢[u] integrierbar ist, wenn f o ¢ :
X — R bzgl. u integrierbar ist.

1. Esist ¢[u](®) = p(¢~1(®)) = u(®) = 0. Ist (Ap)nen eine Folge paarweiser disjunkter Mengen in
#[S], so ist (¢~ (An))nen eine Folge paarweise disjunkter Mengen in S und folglich

Slul()) = mle™ (| 4n)) = (| 7 (4n) =D u(¢7 (4n)) = ¢lul(4n)
n=0 n=0

neN neN neN

Somit ist ¢[p] ein Mass.
2. Fiir A € T gilt (f o ¢)~H(A) = ¢~ (f~1(4)), also

(fod) (A eS¢ (FH(A) eSe fH(A) e glS].

Folglich ist f genau dann auf (Y, ¢[S]) messbar, wenn f o ¢ auf (X, S) messbar ist.
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3. Ist A € ¢[S], so gilt $71(A) € S und x} o ¢ = Xj,{l(A) (wobei das hochgestellte X bzw. Y
andeutet, dass wir eine charakteristische Funktion auf X bzw. aufY betrachten). Also

[ o ddn = [ Csadi =t (A) = () = | xagll

Ist nun s = Z?:l an}/;j eine nicht-negative Stufenfunktion auf'Y', mit o; > 0 und A; € ¢[S], so
folgt mit dem Vorigen:

k k
o = : Y o5 = : Yo, = .
/X so ¢dp ;ag /X X4, © ddp ;ag /X X4, © dou] /Y sd[u]

Ist schliesslich f : Y — [0,00] eine beliebige messbare Funktion auf (Y, ¢[S]), so wéihlen wir ei-
ne monoton wachsende Folge (s, )nen nicht-negative Stufenfunktionen s, aufY, die punktweise
gegen f konvergiert. Dann ist (s, o ¢)p,en eine monoton wachsende Folge von Stufenfunktionen
auf X, die punktweise gegen f o ¢ konvergiert. Also liefern die bereits bewiesene Transformati-
onsformel und Satz von Lebesgue iiber die monotone Konvergenz:

/Y fdélu] = nli)ngo/y spd[u] = nlggo/X sp 0 ¢dp = /X o ¢du.

4. Es ist f bzgl. ¢[u] integrierbar genau dann, wenn f, und f_ bzgl. ¢[u] integrierbar sind. Nach
Teil (2) und (3) ist das genau dann der Fall, wenn f, o ¢ und f_ o ¢ bzgl. y integrierbar sind.
Wegen fi o ¢ = (f o )+ gilt letzteres aber genau dann, wenn f o ¢ bzgl. u integrierbar ist.



