
10. Übung zur Analysis IV, Lösungsvorschlag

Aufgaben

A 1 (Fourier Transformation)(9 Punkte)
Für f ∈ L1(Rn) sei wieder f̂ = Ff die Fourier Transformierte von f .

Im folgenden seien stets φ, ψ ∈ C∞(Rn) und es existiere ein R > 0 mit φ(x) = ψ(x) = 0 für |x| > R.
Außerdem schreiben wir φ−(x) = φ(−x).
Beweise die folgenden Eigenschaften

1. φ̂ ∈ L1(Rn).

2. (Ein Eigenvektor) Für η(x) = e−
|x|2

2 gilt η̂(ξ) = (2π)
n
2 e−

|ξ|2

2 .

3. (Umkehrformel) F 2φ = (2π)nφ−.

4. (Parseval’sche Formel)
∫

Rn

φ̂ψ̂ dλ = (2π)n

∫

Rn

φψ dλ.

5. ‖φ̂‖L2(Rn) = (2π)
n
2 ‖φ‖L2(Rn), wobei ‖φ‖L2(Rn) =

(∫

|φ|2 dλ
)

1

2 .

Hinweise: Zu 1.: Verwende Übung 9 A 5.3.

Zu 2.: Verwende den Satz von Fubini, quadratische Ergänzung und den Cauchy’schen Integralsatz

Zu 3.: Es gilt ei〈x−y,ξ〉φ(y) 6∈ L1(R2n). Das heißt, man kann den Satz von Fubini nicht ohne weite-

res anwenden. Um dieses Problem zu umgehen, füge den Extrafaktor η(εξ) mit η(x) = e−
|x|2

2 ein.
Betrachte den Grenzübergang ε→ 0.

4. und 5. folgen dann relativ einfach aus 3.

1. Wir betrachten den Differentialoperator L =
(

1 − ∑n
j=1 ∂jj

)n

. Dann gilt nach Übung 9 A 5.3.

F(Lφ) = (1 + |ξ|2)nφ̂.

Da Lφ in L1(Rn) liegt, ist F(Lφ) beschränkt. Also gilt |φ̂(ξ)| ≤ c(1 + |ξ|2)−n ∈ L1(Rn) Nach
Übung 8 A 6.

2. Nach Definition und dem Satz von Fubini gilt

η̂(ξ) =

∫

e−i〈x,ξ〉e−
|x|2

2 dx =

(
∫

e−ix1ξ1e−
x2

1

2 dx1

)

· · ·
(

∫

e−ixnξne−
x2

n
2 dxn

)

.

Somit genügt es, das Ganze für n = 1 zu beweisen. Für n = 1 und ξ ∈ R gilt aber mit quardati-
scher Ergänzung

η̂(ξ) = e−
ξ2

2

∫ ∞

−∞
e−

1

2
(x+iξ)2dx.

Wir möchen nun
∫ ∞
−∞ e−

1

2
(x+iξ)2dx =

∫ ∞
−∞ e−

1

2
x2

dx beweisen. Dazu betrachten wir den Weg γ, der

das Rechteck [−A,A]× [0, ξ] gegen den Uhrzeigersinn umläuft. Da die Funktion e−
1

2
z2

holomorph

ist, ist das Integral über diesen Weg 0. Also gilt wegen
∣

∣

∣
e−

1

2
(A+iξ)2

∣

∣

∣
= e

1

2
(ξ2−A2)

∣

∣

∣

∣

∫ A

−A

e−
1

2
(x+iξ)2dx−

∫ A

−A

e−
1

2
x2

dx

∣

∣

∣

∣

≤ 2|ξ|e 1

2
(ξ2−A2) A→∞−−−−→ 0.

Also gilt wegen (3.11) und Substitution

∫ ∞

−∞
e−

1

2
(x+iξ)2dx =

∫ ∞

−∞
e−

1

2
x2

dx =
√

2π.

Setzt man jetzt alles zusammen, so erhält man die Behauptung.
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3. Mit Fubini und der Substitution y = x+ εz, ξ = ζ
ε

erhält man
∫

η(εξ)φ̂(ξ)e−〈−x,ξ〉dξ =

∫ ∫

ψ(εξ)φ(y)e〈x−y,ξ〉dy dξ

=

∫ ∫

ψ(ζ)φ(x+ εz)e−i〈z,ζ〉dz dζ

=

∫

ψ̂(z)φ(x + εz)dz

Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz kann auf beiden Seiten der Gleichung der Grenz-
wert für ε→ 0 in das Integral hineingezogen werden. (Majorante rechte Seite φ̂, Majorante linke
Seite η̂) Wir erhalten also mit 2.

F2φ(−x) = η(0)

∫

φ̂(ξ)e−〈−x,ξ〉dξ = φ(x)

∫

ψ̂(z)dz = φ(x)F2ψ(0) = (2π)nφ(x).

4. Aus 3. und Übung 9 A 5.2. folgt nun
∫

Rn

φ̂(ξ)ψ̂(ξ) dλ =

∫

Rn

F2φ(−x)ψ(x) dλ = (2π)n

∫

Rn

φ(x)ψ(x) dλ

5. Aus 4. folgt nun

‖φ̂‖2
L2 =

∫

Rn

φ̂(ξ)φ̂(ξ) dλ = (2π)n

∫

Rn

|φ|2 dλ = (2π)n‖φ‖2
L2 .

A 2 (Das Dirac-Maß) (5 Punkte)

(a) Es sei X eine Menge, x ∈ X und δx : P(X) → [0,∞] die durch

δx(A) :=

{

1 falls x ∈ A;
0 falls x 6∈ A

definierte Funktion. Prüfe nach, dass δx ein Maß auf (X,P(X)) ist.

(b) Gegeben sei eine Menge X und x ∈ X. Zeige, dass
∫

X

f dδx = f(x)

für jede Funktion f : X → R.

(c) Was bedeutet fast überall Konvergenz bezüglich des Maßes δx?

(a) Da x 6∈ ∅, ist δx(∅) = 0. Um die σ-Additivät von δx nachzuprüfen, seien A1, A2, . . . ∈ P(X)
paarweise disjunkte Mengen und A :=

⋃

n∈N
An. Falls x ∈ Am für ein m ∈ N, so gilt x ∈ A und

x 6∈ An für n 6= m, somit
∞
∑

n=1

δx(An) = δx(Am) = 1 = δx(A) .

Ist hingegen x 6∈ An für alle n, so ist x 6∈ A und δx(A) = 0 =
∑∞

n=1 δx(An).

(b) Zunächst sei f nicht-negativ. Für jedes r ∈ [0,∞[ mit r ≤ f(x) ist dann t := rχ{x} eine nicht-
negative Stufenfunktion mit t ≤ f , somit

∫

X

f dδx ≥
∫

X

rχ{x} dδx = rδx({x}) = r .

Bildung des Supremums über alle r liefert
∫

X
f dδx ≥ f(x). Ist andererseits s : X → [0,∞[ irgendeine

nicht-negative Stufenfunktion mit s ≤ f , so schreiben wir s =
∑n

j=1 αjχAj
mit αj ∈ [0,∞[ und

paarweise disjunkten Mengen Aj ∈ P(X), wobei o.B.d.A. x ∈ A1. Dann ist

∫

X

s dδx :=

n
∑

j=1

αjδx(Aj) = α1 = s(x) ≤ f(x) ,
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somit
∫

X
f dδx := sup

{

∫

X
s dδx : s Stufenfkt. mit 0 ≤ s ≤ f

}

≤ f(x). Also ist
∫

X
f dδx = f(x).

Für beliebiges f folgt
∫

X
f dδx =

∫

X
f+ dδx −

∫

X
f− dδx = f+(x) − f−(x) = f(x).

(c) fn → f fast überall, falls fn(x)
n→∞−−−→ f(x) für das eine anfangs gegebene x.
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A 3 (Maße mit Dichten) (4 Punkte)
Es sei (Ω,S, µ) ein Maßraum und f ≥ 0 eine messbare Funktion auf (Ω,S). Dann ist nach Satz 2.6
durch ν(A) := (fµ)(A) :=

∫

A
f dµ ein Maß auf (Ω,S) definiert.

Dieses Maß nennen wir das Maß mit Dichte f bezüglich µ

Beweise: Eine messbare Funktion g auf (Ω,S) ist genau dann bezüglich ν integrierbar, wenn g · f
bezüglich µ integrierbar ist. In diesem Fall gilt

∫

g dν =

∫

g · f dµ.

Hinweis: Beginne mit charakteristischen Funktionen, dann zeige das Ergebnis für Stufenfunktionen
und als nächstes für nicht negative Funktionen.

1. Schritt: Man erhält für A ∈ S
∫

χAdν = ν(A) =

∫

A

f dµ =

∫

χA · f dµ.

Wegen der Linearität des Integrals folgt nun die Behauptung für Stufenfunktionen.
2. Schritt: Sei nun g ≥ 0. Wir wählen nun eine monoton wachsende Folge von Stufenfunktionen (un)
mit un → g. Dann ist auch (un · f) monoton wachsend und diese Folge konvergiert gegen g · f . Nach
dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt also

∫

g dν = lim
n→∞

∫

un dν = lim
n→∞

∫

un · f dµ =

∫

g · f dµ.

3. Schritt: Es gilt
∫

|g| dν =

∫

|g| · f dµ =

∫

|g · f | dµ,

also ist g genau dann bezüglich ν integrierbar, wenn f · g bezüglich µ integrierbar ist. In diesem Fall
gilt

∫

g dν =

∫

g+ dν +

∫

g− dν =

∫

g+ · f dµ+

∫

g− · f dµ =

∫

g · f dµ.

A 4 (Ein Flächeninhalt) (3 Punkte)
Berechne den beschränkten Teil der Ebene, der durch die implizit gegebene Kurve

(x2 + y2)2 − 2a2xy = 0, (a > 0 fest)

umschlossen wird.

Wir verwenden ebene Polarkoordinaten:

T (r, φ) = (r cosφ, r sinφ) = (x, y), r ≥ 0, φ ∈ (0, 2π].

Also
0 = (x2 + y2)2 − 2a2xy = r4 − a2r22 sinφ cosφ = r4 − a2r2 sin(2φ). (1)

Da T ({0}×(0, 2π]) eine Nullmenge ist, können wir r > 0 annehmen. Somit ist die Gleichung (1) genau
dann erfüllt, wenn r2 = a2 sin(2φ)

Es folgt sin 2φ > 0, das bedeutet φ ∈ (0, π
2 ) ∪ (π, 3

2π). Somit können wir aus Symmetriegründen den
oben beschriebenen Flächeninhalt A berechnen durch

A = 2

∫ π
2

0

∫ a
√

sin 2φ

0
r dr dφ = 2

∫ π
2

0

1

2
(a2 sin(2φ))dφ = a2(−1

2
cos π +

1

2
cos 0) = a2

Orientierungskolloquium
Die Forschungsgebiete des Fachbereichs Mathematik stellen sich vor.
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Montag, 25.06.2007 – 16:15-17:15 Uhr – S214/024

PD Dr. Steffen Roch

FG Analysis

”
Integralgleichungen und numerische Analysis“

Nach dem Vortrag gibt es ein gemütliches Treffen in S215/219, um über den Vortrag zu reden
und den Vortragenden näher kennenzulernen.


