10. Ubung zur Analysis IV, Lésungsvorschlag
Aufgaben

A1 (Fourier Transformation)(9 Punkte)
Fiir f € L'(R") sei wieder f = Ff die Fourier Transformierte von f.

Im folgenden seien stets ¢, 1) € C°°(R™) und es existiere ein R > 0 mit ¢(x) = ¢(x) = 0 fir |z| > R.
AuBerdem schreiben wir ¢~ (x) = ¢(—x).

Beweise die folgenden Eigenschaften
1. ¢ € LY(R™).
- 2 n 2
2. (Ein Eigenvektor) Fiir n(z) = e gilt (&) = (277)56_%.
. (Umkehrformel) F2¢ = (27)"¢~.

4. (Parseval’sche Formel)

w

dhdr = (2m)" | ¢vdA.
13 R™

R n , 1
5. |9l r2ny = (2m) 2 [|@]l L2 (&), WObei || 2rny = ([ |@* dX) 2.

Hinweise: Zu 1.: Verwende Ubung 9 A 5.3.
Zu 2.: Verwende den Satz von Fubini, quadratische Ergéinzung und den Cauchy’schen Integralsatz

Zu 3.: Es gilt %8 ¢(y) ¢ L'(R?"). Das heiit, man kann den Satz von Fubini nicht ohne weite-

||

res anwenden. Um dieses Problem zu umgehen, fiige den Extrafaktor n(ef) mit n(xz) = e~ 2~ ein.
Betrachte den Grenziibergang ¢ — 0.

4. und 5. folgen dann relativ einfach aus 3.

1. Wir betrachten den Differentialoperator L = (1 — zyzl 8jj>n. Dann gilt nach Ubung 9 A 5.3.

F(Lo) = (1+[¢1)"o.
Da L¢ in L'(R") liegt, ist F(L¢) beschrinkt. Also gilt |$(¢)| < c(1 + |€[*)™" € L*(R"™) Nach
Ubung 8 A 6.
2. Nach Definition und dem Satz von Fubini gilt

. z|? . z2 . x%
’[7(5) — /e—l<x7§>6_2 dl’ — </ 6—21‘1516_71 dx1> . (/ e_'lxnfne_T dl’n) .

Somit geniigt es, das Ganze fiir n = 1 zu beweisen. Fiir n = 1 und £ € R gilt aber mit quardati-

scher Ergidnzung
52

o
i) =t [ eteneiys
—00
Wir méchen nun f_oooo e~ 2@+ gy — f_oooo e~2%" dx beweisen. Dazu betrachten wir den Weg v, der

das Rechteck [— A, A] x [0, ] gegen den Uhrzeigersinn umléuft. Da die Funktion e~ 22" holomorph
(A+i€)?| _ o3(62—A%)

ist, ist das Integral iiber diesen Weg 0. Also gilt wegen ‘6_%

A 1 £\ 2 A 1,2
'/ e~ 2@ 8 g —/ e 2% dx
—A —A

Also gilt wegen (3.11) und Substitution

/ e~ 2@+ g :/ e~ 2% dy = V2.

— 00

< 2|¢le2 (€47 A=,

Setzt man jetzt alles zusammen, so erhélt man die Behauptung.
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3. Mit Fubini und der Substitution y = x + ¢z, £ = g erhdlt man

[ ne0iere =9 = [ [ oot ayae
//1/) d(x +ez)e 0 dz d¢
/w d(x +ez)d

Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz kann auf beiden Seiten der Gleichung der Grenz-
wert fiir e — 0 in das Integral hineingezogen werden. (Majorante rechte Seite ¢, Majorante linke
Seite 1) Wir erhalten also mit 2.

P24 / (&) 0 de = B(a / d(z () F246(0) = (27)" ().

4. Aus 3. und Ubung 9 A 5.2. folgt nun

~

V() dN= | Frop(—a)(z)dr = (21)" o ) () dA

Rn R™

5. Aus 4. folgt nun
613 = [ 6003 dr =
R”

A2 (Das Dirac-Maf}) (5 Punkte)

e [ 1eRdx = @) ol

(a) Es sei X eine Menge, z € X und d,: P(X) — [0, 00| die durch

1 falls z € A;
0:(4) = { 0 falls z¢ A

definierte Funktion. Priife nach, dass 0, ein Maf auf (X, P(X)) ist.
(b) Gegeben sei eine Menge X und = € X. Zeige, dass

[ 18 = 1(@)
X
fiir jede Funktion f: X — R.
(c) Was bedeutet fast iiberall Konvergenz beziiglich des Mafes 6,7

(a) Da xz & 0, ist 6,(0) = 0. Um die o-Additivéiit von §, nachzupriifen, seien Ay, As,... € P(X)
paarweise disjunkte Mengen und A := |J, cy An. Falls x € A, fiir ein m € N, so gilt + € A und
x & A, fiir n # m, somit

D 0x(An) = 0u(Am) = 1 =6,(4).
n=1
Ist hingegen = ¢ A, fiir alle n, so ist © ¢ A und 0,(A) = 0=, 0,(A,).

b) Zunéchst sei f nicht-negativ. Fiir jedes r € [0,00| mit r < f(x) ist dann t := ry,y eine nicht-
{=}
negative Stufenfunktion mit t < f, somit

/ fdo, > / TX{z} Aoz = 16:({7}) =
X X
Bildung des Supremums iiber alle r liefert [ f do, > f(x). Ist andererseits s: X — [0, co| irgendeine

nicht-negative Stufenfunktion mit s < f, so schreiben wir s = Z?:l ajXxa; mit a; € [0,00[ und
paarweise disjunkten Mengen A; € P(X), wobei 0.B.d.A. x € A;. Dann ist

/sd5 Zoz] = a1 = s(z) < f(x),
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somit [y fdb, := sup{fX sdd, : s Stufenfkt. mit 0 < s < f} < f(x). Also ist [y fdo, = f(x).

Fiir beliebiges f folgt [y fdo, = [y f+d0x — [y [- d0s = fi(x) — f—(x) = f(x).

n—0o0

(c) fn — [ fast iiberall, falls f,(x) —— f(x) fiir das eine anfangs gegebene x.
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A3

A4

(Maf3e mit Dichten) (4 Punkte)
Es sei (2,8, p) ein Mafiraum und f > 0 eine messbare Funktion auf (€2, S). Dann ist nach Satz 2.6
durch v(A) := (fu)(A) :== [, f du ein MaB auf (Q,S) definiert.

Dieses Mafl nennen wir das Mafl mit Dichte f beziiglich

Beweise: Eine messbare Funktion g auf (£2,8) ist genau dann beziiglich v integrierbar, wenn g - f
beziiglich p integrierbar ist. In diesem Fall gilt

[oar=[g-1dn

Hinweis: Beginne mit charakteristischen Funktionen, dann zeige das Ergebnis fiir Stufenfunktionen
und als néchstes fiir nicht negative Funktionen.

1. Schritt: Man erhélt fir A€ S

/XAdV=V(A)=/Afdu=/XA-fdu-

Wegen der Linearitét des Integrals folgt nun die Behauptung fiir Stufenfunktionen.

2. Schritt: Sei nun g > 0. Wir wéhlen nun eine monoton wachsende Folge von Stufenfunktionen (uy,)
mit u, — g. Dann ist auch (u, - f) monoton wachsend und diese Folge konvergiert gegen g - f. Nach
dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt also

/gdz/:lim Up dv = lim un'fd,u:/g-fdu.

n—oo n—oo

/IgldVZ/lgl-fduz/lg-fldu,

also ist g genau dann beziiglich v integrierbar, wenn f - g beziiglich 1 integrierbar ist. In diesem Fall

il /gd,/:/ngdu—i-/g—dV:/ng-fdu+/9—‘fd“:/g'fdu'

(Ein Flicheninhalt) (3 Punkte)
Berechne den beschrénkten Teil der Ebene, der durch die implizit gegebene Kurve

3. Schritt: Es gilt

(2 +y*)? —2d%xy =0, (a>0 fest)
umschlossen wird.

Wir verwenden ebene Polarkoordinaten:
T(r,¢) = (rcos¢,rsing) = (z,y), r>0, ¢ e (0,2n].

Also

0= (2% 4+ 9?)? — 2a%zy = r* — a®r?2sin ¢ cos ¢ = r* — a®r?sin(2¢). (1)
Da T({0} x (0, 27]) eine Nullmenge ist, kénnen wir r > 0 annehmen. Somit ist die Gleichung (1) genau
dann erfiillt, wenn r? = a® sin(2¢)

Es folgt sin2¢ > 0, das bedeutet ¢ € (0, %) U (m, 37). Somit kénnen wir aus Symmetriegriinden den
oben beschriebenen Flidcheninhalt A berechnen durch
% ay/sin 2¢ % 1 5 . ) 1 1 )
A:2/ / rdrdgb:Q/ —(a”sin(2¢))d¢ = a*(—= cosm + = cos0) = a
o Jo 0o 2 2 2

Orientierungskolloquium

Die Forschungsgebiete des Fachbereichs Mathematik stellen sich vor.
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Montag, 25.06.2007 — 16:15-17:15 Uhr — S214/024
PD Dr. Steffen Roch
FG Analysis
.Integralgleichungen und numerische Analysis*“

Nach dem Vortrag gibt es ein gemiitliches Treffen in $215/219, um iiber den Vortrag zu reden
und den Vortragenden naher kennenzulernen.



