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7. Ubung zur Analysis IV, Lésungsvorschlag
Aufgaben

(Fast iiberall punktweise Konvergenz) (4 Punkte)
Sei (M,S, i) ein MaBraum und (f,), eine Cauchyfolge in L'(x). Das heift, jedes f, : M — R sei
messbar und es gelte

1o — follin = /M i — Faldu 2% 0,

Zeige, dass (fy,) eine Teilfolge hat, die fast iiberall punktweise gegen eine Grenzfunktion f konvergiert.
Folgere hieraus die Vollstéindigkeit von L!(u).
Hinweise: Konstruiere eine Teilfolge (f,,;); mit

1

an] - fnj+1||1,ﬂ < DY

Beweise7 da‘ss g = |fTL1| + Zl?;1 ‘fnk+1 - f'nk| € Ll(lu)' Verwende f = fnl + Zzozl(f'ﬂk+1 - fnk) a‘ls
Kandidaten fiir die Grenzfunktion.

Anmerkung der Redaktion: Ganz analog beweist man auch die Vollstindigkeit von LP(u) mit 1 < p <
00. Identifiziert man zwei Funktionen, die sich hochstens auf einer Nullmenge unterscheiden, so erhilt
man einen vollstdndigen normierten Vektorraum, einen sogenannten Banachraum.

Nach der Definition der Cauchyfolge gibt es fiir jedes j € N ein N;, so dass

1.
||fm_fn||1,u< Y fir n,m > Nj.

J
Die Folge der N; kann 0.B.d.A. monoton wachsend gewéhlt werden. Setzen wir n; = Nj, so hat die
Folge (fn;); die gewiinschten Eigenschaften.

Nach dem Satz iiber die monotone Konvergenz gilt

o0
[ gdu= [ Afuldu+ Y [ Vs~ Facld
M M k=17 M

<1
< [ ldn+ 3 5
M k=1

M

Also kann g(x) héchstens auf einer Nullmenge unendlich sein. Sei also N eine Nullmenge und g(z) # oo
auf M \ N. Setzt man f(z) =0 of N und f(z) := fn,(2) + > pei (frgs () — fn,(z)), so konvergiert
(fn;) fast iiberall punktweise gegen f und 2g ist eine Majorante fiir |f,, — f|.

Somit folgt
1fny = £l =/ |fnj = Fldp =0
M

und wir haben eine Teilfolge gefunden, die in L'(u) gegen f konvergiert. Da aber (f,) selber eine
Cauchyfolge ist, folgt, dass in Wirklichkeit f, — f in L'(p).

(Faltung mit Mollifiern) (4 Punkte)

Sei0 < ¢ : R — R eine C*°-Funktion mit quSd)\ = 1 und es gebe ein R > 0, so dass ¢(z) = 0, falls
|z| > R. Fiir ein integrierbares f betrachten wir die Funktion

Fy(f) (@) = /R bz — 1)1 () Mdt) = ¢+ f ().

¢ * f heifit die Faltung von ¢ mit f.

1. Beweise, dass Fy(f) differenzierbar ist.
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2. Sei ¢5(t) := 50(%). Sei auerdem f stetig. Beweise

Fys () (@) 25 f(2)

fiir alle z € R.

1. Offenbar ist die Funktion x — ¢(x — t)f(t) differenzierbar fiir alle t, und weil Oy ¢ stetig ist mit
Ox¢(x) = 0 fiir |z| > R, gibt es ein C > 0, so dass

|0z (d(x — 1) (2))| = [Op(z — ) f ()] < C|F(2)],

was integrierbar ist. Somit ist nach Satz 2.20 die Funktion Fy,(f) differenzierbar.

2. Welil alle beteiligten Funktionen stetig sind, kann man nach Satz 2.16 das Integral als Riemann
Integral auffassen, wo die Substitutionsregel schon bewiesen ist. Also rechnen wir

[ 5o 5 0= [ 6(5)f( ~ asyas.

Nun konvergiert wegen der Stetigkeit von f die Funktion ¢(s)f(x —ds) fiir 6 — 0 gegen ¢(s) f(z)
und, da die stetigen Funktionen f(x — -) und ¢ auf [—R, R] beschrinkt sind, haben wir die
Majorante x| g g)C- So erhalten wir mit dem Satz von Lebesgue

6—0

Fys(f)(@) —= [ d(s)f(z)ds = f(z) | $(s)ds = f(z).
R R

A3 (Parametrisierung von Kérpern im R?) (3 Punkte)
Finde je eine Parametrisierung fiir die folgenden Kérper im R3.
1. Eine Kugel (in karthesischen Koordinaten)
2. Einen Kegelstumpf (in Zylinderkoordinaten)

3. Einen Wiirfel, mit einer wiirfelformigen Aussparung in der Mitte (in welchen Koordinaten wohl?)
Es ist Dir natiirlich freigestellt, welche Kugel, welchen Kegelstumpf und so weiter Du parametrisierst.
1. Ku={2R3 | 22 + 2% + 23 < 243}.

2. Ke={(rsin¢g,rcos¢,z) | 1<2<2, 0<r<z 0<¢<2r}
3. W= {zxeR | 1< max{|z],|za|,|z3]} < 2}.
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A 4 (Satz von Fubini) (4 Punkte)
Berechne das Integral [, f d\a, wobei. ..

(a) A das Quadrat mit den Eckpunkten (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) ist und
fla,y) = 2” +y° +2zy%;
(b) A das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (0, 7), (,0) ist und
f(z,y) == 2y —3cos(z +y).

(a) Mit dem Satz von Fubini kénnen wir das zu berechnende Integral zu einem iterierten Integral
umschreiben:

/Afdh

/ (22 + y* + 229%) dXo(z,)
[0,1]x[0,1]

_ / (/ (2% + 33 + 229?) d/\1($)> dAa(y)
[0,1] \ /[0,1]

=1 1
= / (223 + oy + 2% dhaly) = / (1/3+y° +y°) dy
[0,1] z=0 0
= |u/3+vt/a+y?/3)y = 1/3+1/4+1/3 = 11/12.
(b) Mit dem Satz von Fubini erhalten wir
/ (zy — 3cos(z +y)) dha(z,y)
A

= / xa(z,y) - (zy — 3cos(z +y)) dra(z,y)
[0,7] x[0,7]

= / (/ (zy — 3cos(z +y)) d/\1($)> dA1(y)
[0,7] [0,m—y]

= / [2*y/2 — 3sin(z +y)|o_ Y dMi(y) = /ﬂ ((m — y)?y/2 + 3siny) dy
(0,7] 0

™
= / (7r2y/2 — w432+ 3siny) dy = [7r2y2/4 — w33 +yt/8 — 3cosy]z)r
0
= /4 —7*)34+7"/8+6 = 7*/24 +6.
A5 (Berechnung eines Volumens) (3 Punkte)
Berechne das Volumen des von den Flichen
z4+y=1, =0, y=0, z=622+2y> und 2=0

eingeschlossenen Koérpers K.

Es sei A C R? das Dreieck mit den Ecken (0,0), (1,0) und (0,1). Setzen wir (
(z,y,2) € K} fiir (z,y) € R?, so ist

sy K = {z € R:

o — [ [0,62° +2°] falls (z,y) € 4;
(zy) & = 0 falls (z,y) ¢ A.
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Mit dem Prinzip von Cavalieri und dem Satz von Fubini erhalten wir also
A (K) = /A M (@) K) dhz(w,y)
= /A A1 ([0,62% + 2°]) dAs(z,y)
— /A((iac2 +2y%) dXa(z,y)
— / / (622 + 2y?) d)i(z) d\i ()
[0,1] J[0,1—y]
- /[0,1] [20° +224°], 2, dhi ()

— /[0 ; (2(1 = y)® +2(1 —y)y?) d\i(y)
_ [—%(1—3})44—%’!}3—%?/4](1)
= 2/3—-1/241/2 = 2/3.

Natiirlich kann man mit etwas Erfahrung das fertige iterierte Integral auch sofort ohne die Zwischen-
schritte hinschreiben, z.B. bei der gerade gewéhlten Reihenfolge der Koordinaten:

1 pl—y p6z2+2y>
A3(K) = /0/0 /0 ldzdzdy.

A 6 (Satz von Fubini) (3 Punkte)
Berechne das Integral [, (2z + y) dA2(z,y), wobei

A= {(z,y) e R?: 22 +y?> < 1 und z,y > 0}.
Unter Benutzung des Satzes von Fubini erhalten wir
[t aney = [ xa@oty) dutey
A [0,1]x[0,1]
- [ [ sty an@ane
0,1] /[0,/1-¢?]

[
- /[01] [ac2 + zy| r=V/1-y? dX1(y)

=0
_ /[01] (1 —9%) +yvVI—9?) du(y)
3 341
= p-L-sa-i)

= 1-1/3+1/3 = 1.



