5. Ubung zur Analysis IV, Lsungsvorschlag
Aufgaben

A1 (Beweise oder Widerlege) (5 Punkte)

A2

Sei

(M, S, 1) ein Mafiraum und f,g: M — R integrierbar. Entscheide, ob die untenstehenden Aussa-

gen richtig oder falsch sind. Begriinde Deine Antwort.

Ot W N =

. Ist f(z) = g(x) fiir fast alle z, so ist [,, fdu = [,, gdp.

CIst [y, fdu= [y, 9du, soist g(z) = f(z) fiir alle z.

CIst [y, fdp= [, 9dp, soist g(z) = f(z) fir fast alle x.

CIst [ |f —gldp =0, so ist g(z) = f(z) fiir fast alle z.

Ist [, fdu= [,gdp firalle A € S, soist g(z) = f(x) fiir fast alle z.

Hinweis: Die Begriindungen sind unterschiedlich kompliziert.

1. Ist richtig. (Folgerung 2.8.)
2. Ist falsch. Gegenbeispiel : M = [0,2], f = Xjo1); § = X(1,2]- Dann ist [, fdu =1= [, gdu aber

g(z

) # f(z) fiir alle z.

3. Ist auch falsch. Gleiches Beispiel.
4. Das ist richtig. Wir betrachten die Mengen

An={a ] 170 =gt > 2 1.

Dann gilt

1 1
0=/ If—glduz/ XAnIf—g\duz/ XA, — dp = —p(Ap).
M M M n n

Daraus folgt u(Ay) = 0 fiir alle n. AuBlerdem gilt Ap+1 O Ay. Somit folgt aus Lemma 1.17 d.

u({z || f(x) = g(x)| # 0}) = p (U An> =0.

neN

5. Das ist richtig. Denn nach Satz 1.13 ist f — g > 0 messbar, also A := {f — g > 0} € S. Also ist

OZ/A(f—g)du:/Alf—gldu-

Nach 4. ist folglich u(A) = 0. Analog fiir die Menge B := {f — g < 0}.

(Eine zappelige Funktion) (5 Punkte)
Wir betrachten die Funktion

fi[mo0) =R f(z)= %sinm.

. Begriinde, dass f Borel messbar ist.

. Zeige, dass

lim /ﬂ * i (o)ds

R—o0
endlich ist, wobei das Integral im Riemann’schen Sinn zu verstehen ist.

. Zeige, dass f nicht Lebesgue integrierbar auf [r, 00) ist. Ist das Integral [° f(z)d wohldefiniert
im Sinne von Definition 2.47

. f ist Borel messbar, da f stetig ist.
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A3

A4

2. Wir integrieren partiell.

R 1 R R -1
/ flx)dz = (— cosa:—) -I—/ cos T—-d.
x z). Jx x

Der erste Summand konvergiert fiir R — oo gegen —%, und der zweite Summand ist ein Integral,

fiir das der Grenzwert auch existiert, da ;—2 in [7, 00) integrierbar ist und | cos z| beschriankt durch
1 ist.

3. Wir betrachten f. . Es gilt sinz > % fiirz € [(2k)m+Z, (2k)m+32]. Sei xi, = %X[(%)
Dann gilt (sinz)y > Y77 | xk. Also ist fiir jedes m € N die Funktion

7r+%,(2k:)7r+3T’7]'

m
1
T .
Pt (2k)m + =F

und eine Stufenfunktion. Es gilt

/wTdA_f}__L___LEﬂigm

Also kann das Integral iiber f, nicht endlich sein und f ist nicht Lebesgue integrierbar. Das
Integral ist auch nicht wohldefiniert im Sinne von Definition 2.4, da man die gleiche Methode fiir
f— anwenden kann, also ist weder das Integral iiber fi noch das iiber f_ endich.

(fast iiberall)
Sei (M, S, i) ein Mafiraum. Fiir messbare Funktionen f,g: M — R sagen wir f ~ g, falls f = g fast
iiberall. Beweise, dass ,,~” eine Aquivalenzrelation ist.

f(x) = f(=) fiir alle z und alle messbaren f. Also ist f ~ f.

Sei f = g fast iiberall. Dann ist auch g = f fast iiberall.

Sei f ~ g und g ~ h. Dann ist f(z) = g(z) fir alle x ¢ N1 und g(z) = h(z) fiir alle z ¢ Ny fiir
zwei Nullmengen N1 und N,. Somit ist f(z) = g(z) fiir alle z ¢ N1 U No, was nach Additivitdt von p
wieder eine Nullmenge ist.

(Die Réume LP(du)) (7 Punkte)
Sei (M, S, i) ein Mafiraum. Fiir p € [1, 00) definieren wir den Raum

LP(dp) = {f M — ]R‘ f messbar und || f||, 4 == (/M|f(x)‘Pd#>p < oo}.

1. Entscheide, welche Eigenschaften der Norm von || - ||, erfiillt und welche verletzt werden.
Hinweis: Fir p € (1,00) gilt die Holder’sche Ungleichung

‘ / fgdu‘ < 1yl 9lla
M

fir alle messbaren f,g : M — R, mit [|f|l,, < oo und ||g|lqu < oo, wobei ¢ € (1,00) mit
1,1

1419,

a " p
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2. Beweise die Holdersche Ungleichung.
Anleitung:

e Verwende die Bernoulli’sche Ungleichung: (1 + 77)% < ;7—) + 1 fiir alle n > 0.
e Beweise, dass fiir alle a, 8 > 0 gilt

™

1 1
arfr < 24 £
b q

= (nj}(nm) und f= (ngg(nx))

und folgere hieraus die Behauptung.

e Setze speziell

1
1. Offensichtlich ist |Afllpu = ([3y INfIPAr)? = |A|||f]lp,u- Zum Beweis der Dreiecksungleichung
(auch Minkowski Ungleichung) benétigt man die Héoldersche Ungleichung (vergleiche Aufgabe

44). In den Fillen p = 1 und p = oo ist die Ungleichung klar (p = oo bedeutet || - || ist die
Maximumsnorm). Sei also 1 < p < oo und q := (1 —1/p) ™! (und damit q(p — 1) = p). Dann ist
£ 40l = [ 1+aPau

< [l aPtau [ g+ gt
M M

1 1
<Hoetder | f]1 (/ \f+9|(”‘1)qdu) T llgll, (/ \f+9|(”‘1)qdu>
M M

D
= (Il + gl IF + gllp,u-

D
Teilt man das ganze durch || f + gl|p,., so erhdlt man wegen p — % =p(l1- %) = 1 die Ungleichung

1 +gllp < [I£llp + [lgllp-
Die Eigenschaft ||f|p,, =0 = f = 0 ist nicht erfiillt. Beispiel: f(0) =1 und f(z) = 0 fiir alle

z # 0. (Man konnte auch f(z) = xn fiir eine beliebige Nullmenge N nehmen.)

2. OBdA kénnen wir annehmen, dass f > 0, g > 0 und o := ||f|lpu # 0 # ||gllgu =: 7- Aus der
Bernoulli’schen Ungleichung folgt sofort die Ungleichung

1&g 1
§P§5+5 fiir alle £ > 1.

Sind nun «, 8 > 0, so gilt entweder a3~ > 1 oder a '8 > 1. ObdA sei ¢ := o' > 1. (Sonst
vertausche man einfach die Rollen von p und q.) Dann gilt

a%ﬁé < g+é.
p q

Weil diese Ungleichung fiir alle o, 8 > 0 gilt, k6nnen wir

o (1) (22

1 1 1
—fg< [P+ "
oT oPp Tlq

setzen. Somit folgt

Integriert man iiber diese Ungleichung, so erhilt man

1 1 1 1
/ fgdu <ot (—/ fpdu+—/ qu,u) =or(-+-)=o0T.
M oPp Jm 79 Jm P q

Das ist die Holdersche Ungleichung.
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A5 (Zerlegung in disjunkte Mengen) (4 Punkte)
Man betrachte einen Mafiraum (M, S, ). Sei (A,) C S eine Folge von disjunkten Mengen, deren
Vereinigung M ist. Sei f : M — R eine Funktion. Beweise, dass f genau dann integrierbar ist, wenn
f: Ap — R fiir jedes A, messbar ist und die Reihe >~>° | [ 4, |fldu konvergiert.

Sei zunéchst f integrierbar und T : A, — R eine Treppenfunktion mit T'(z) < |f(z)| fiir alle x € A,.
Setzt man T auBerhalb von A, durch 0 fort, so ist T' immer noch eine Treppenfunktion und es gilt
T < |f|, und da A, messbar ist, ist auch das fortgesetzte T messbar. Somit ist

frons 1o

Also ist das Integral iiber Treppenfunktionen, die unter f in A, liegen beschridnkt, also ist f in-
tegrierbar in A,. Aufierdem gilt x| _ a,|f| < |f] fiir alle m und es gilt nach der Additivitdt des
Integrals -

m
Z/ Iflduz/ xuk<mAk\f\dus/ fldu < os.
k=1 Ak- M - M

Also konvergiert die Reihe.

Sei umgekehrt f in A, integrierbar und die Reihe konvergent. Sei (Ty)r eine monoton wachsende
Folge von Stufenfunktionen, die gegen f punktweise in A,, konvergiert. Setzen wir jedes T, j, durch 0
auf ganz M fort, so erhalten wir wieder eine Stufenfunktion.

Ausserdem ist

k
Tp:=> Tjx<f
i=1

wieder eine Stufenfunktion, die monoton und punktweise in M gegen f konvergiert. Also ist nach
Folgerung 2.3 die Funktion f messbar.

Sei jetzt xp, B C M eine Elementarfunktion. Dann ist xpxa, fiir jedes n auch wieder eine Elemen-
tarfunktion und es gilt

/XBdu = u(B) =) u(A4xNB) = Z/ xpdp.
k=1 k=17 Ak

Aus der Linearitit des Integrals folgt fiir Treppenfunktionen T < |f|

/Td,u:Z/ TduSZ/ Ifldu < K < 0.
M k=17 4% k=17 A%

Dabei wurde verwendet, dass x 4, |T(z)| < f(z) fiir alle z € Ay. Somit ist das Supremum des Integrals
iiber Treppenfunktionen unter |f| beschrinkt, das heiit das Integral iiber |f| und somit auch iiber f
existiert.



