3. Ubung zur Analysis IV, Lsungsvorschlag
Aufgaben

A1 (Das Lebesgemafl von speziellen Mengen) (4 Punkte)

1. Bestimme das n-dimensionale Lebesguemaf} der folgenden Mengen
(i) A1 =0 (ii) A2 ={z e R" | [|lz]c € (1,2)}.

2. Beweise, dass Q und [0, 1]\ Q Borelmengen sind. Bestimme das Lebesguemafl von Q und [0, 1]\ Q.

1. (i) M(A1) = 0 nach Definition des MaBes.
(i) AM(A2) = Mz e R? | ||z]|oo < 2} — Mz € R" | ||7]|00 < 1} = 4" — 27,

2. Einelemenige Mengen sind Borelmengen und Q ist die abzédhlbare Vereinigung von einelementigen
Mengen und damit eine Borelmenge. Somit ist auch [0,1] \ Q = (R\ Q) N[0, 1] eine Borelmenge.

Sei (gn)nen eine Abzihlung von Q. Dann ist fiir alle e > 0

A{gn}) < AMlgn —€,qn +€)) = 2¢
also A(gn) = 0. Aus der o-Additivitadt des LebesguemaBes folgt \(Q) = ), cxMan} = 0. Wei-
terhin gilt 1 = A(([0, 1]\ Q) U ([0,1] nQ)) = A([0, 1] \ Q) + A([0,1] N Q) = A([0, 1]\ Q).

A 2 (Binomialverteilung) (2 Punkte)
Sei M ={0,1,....,n} und 0 < p < 1. Fiir k € M sei

n _
P, = (k)p’“(l —p)" "
Beweise, dass es genau ein Maf} y auf (M, P(M)) gibt mit u({k}) = P. Bestimme p(M).

Fiir A C M setzen wir u(A) = Y, 4 Px. Dann gilt natiirlich 1() = 0. Da man in der endlichen Menge
M nur endlich viele nichtleere Teilmengen vereinigen kann, geniigt es zu zeigen, dass u(A U B) =
p(A) + p(B) fiir alle A, B C M disjunkt. Das folgt aber sofort aus der Definition von p.

Die Eindeutigkeit folgt aus p1(A) = >, c 4 u{k} = D e Pr-
AuBerdem gilt u(M) =37, (Z)pk(l —p)"F=(p+(1-p)" =1

A 3 (Dichte, offene Mengen von kleinem Maf}). (3 Punkte)

(a) Da Q eine abzédhlbare unendliche Menge ist, gibt es eine Bijektion g: N — Q, n > ¢q,. Zeige, dass

R\ U @-2" am+2™) # 0.

n€eN

(b) Finde zu € > 0 eine offene Teilmenge U C R vom Maf} A(U) < e derart, dass U in R dicht ist
(also U NV # ( fiir jede nicht-leere offene Teilmenge V' C R).

(a) Wir haben zu zeigen, dass U := J,cy (g0 — 27", gn + 27") eine echte Teilmenge von R ist.
Da A(R) = limy, 00 A([—n,n[) = oo, brauchen wir hierzu nur A(U) < oo nachzuweisen. Nach Lem-
ma 1.17 (e) ist tatséchlich

o o
AU) € ) AMgn =27 gn+27") = > 227" =2 < o0.
n=1 n=1

(b) Gegeben € > 0 setzen wir U := ey (g0 — 527", gn+5-27"). Dann ist U offen als Vereinigung
offener Mengen. Da Q dicht in R ist und Q C U, ist weiter U dicht in R. Schliefilich zeigt die gleiche
Rechnung wie in (a), dass A(U) < > 02,2527 " =e.
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A 4 (Translationsinvarianz des Lebesguemafles) (5 Punkte)
Fiir eine Menge A C R" und a € R" definieren wir die verschobene Menge a + A := {a +z | z € A}.

1. Sei A das Lebesguemaf} in R™. Zeige, dass A translationsinvariant ist, das heif}t
Aa+ A) = A(A).
Hinweis: Zeige, dass u(A) := A(a + A) auch ein Maf ist. Verwende den Eindeutigkeitssatz fiir

das Lebesguemaf.

2. Sei u ein translationsinvariantes Maf} in (R, B). Beweise, dass y = ¢\, wobei ¢ > 0 und A das
Lebesguemal ist.
Hinweise:

e c=p([0,1)),

o [0,1) = Uk %’ %)-

o u([0,2)) =7.

e Fiir a < b € R approximiere b — a durch eine fallende Folge rationaler Zahlen. y([a,b)) =

1. Wegen a+ 0 = 0 gilt u(0) = 0. Seien (Ag)gen C B disjunkt. Dann ist auch (Ax + a)gen C B
disjunkt. (Die stetige Abbildung x — a + = und ihre Inverse ist mefibar.)

Also gilt
u(UAk>=>\(a+UAk>=)\<U a—i—Ak) Z)\a—i—Ak Zu(ak).
keN keN keEN keEN keN

Somit ist p ein Borelmagf.
Weiterhin gilt fiir reelle Zahlen ¢ < b

p(le, b)) =M[c+a,b+a])=b+a—(c+a)=b—c

Also nimmt p auf Intervallen das kanonische Volumen an. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir das
LebesguemaB folgt 1 = X oder \(A + a) = A(A) fiir alle Borelmengen A.

2. Es gilt wegen der Translationsinvarianz von p

n n

—u([o,n):u(U[’“ — ’“) Zu 5 = S u0,2)) = nu(lo, ),

n
k=1 k=1

also p([0, 1)) = £. Analog zeigt man fiir p,q € N

n

Fiir z > 0 reell findet man eine Folge (x,) aus rationalen Zahlen die monoton fallend gegen x
konvergiert. Aus Lemma 1.17 (d) folgt nun

Also folgt fiir beliebige reelle Zahlen a < b

u([a,b)) = (0,5 - a)) = c(b - a).

Also ist %u ein BorelmaB, das Intervallen ihre Liange zuordnet. Das heift % 4 = X ist das Lebes-
guemaf.
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A5 (Verteilungsfunktion) (3 Punkte)
Sei p ein Mafl auf (R, B), so dass p(a,b) < oo, falls a < b reell sind. Weiter sei

w(0, z], falls z > 0
F(z):== < —pu(z,0], fallsz <0
0, falls z = 0.

Zeige, dass F' genau dann stetig in z ist, wenn u(x) = 0 ist.

Fiir reelle Zahlen a < b gilt
u((a,b]) = F(b) — F(a).

Um dies zu sehen, muss man die Fille a < b < 0, a < 0 < b und 0 < a < b unterscheiden. Hier
behandeln wir nur den Fall o < 0 < b exemplarisch. Es gilt

#((a,b]) = p((0,6] U (a,0]) = u((0,6]) + p((a,0]) = F(b) — F(a).

Seien (ay) und (b,) Folgen, die gegen x konvergieren, wobei (a,) streng monoton wéchst und (by)
streng monoton fallt. Es gilt nach Lemma 1.17 (d)

n({z}) == p((an,by]) = F(by) — F(az)

Ist p({z}) > 0, dann stimmen in z linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert nicht iiberein und F'
kann in x nicht stetig sein.

Wenn u({z}) = 0 ist, so gilt wegen der Monotonie von F
F(b,) < F(z) < F(an)

Also konvergieren sowohl F'(b,,) als auch F(a,) gegen F(x).



