1. Ubung zur Analysis IV, Lésungsvorschlag
Aufgaben

A1 Entscheide, ob die folgenden Teilmengen von P(R) auch o-Algebren sind. Begriinde jeweils Deine
Antwort.
1. S={A CR| A endlich oder R\ A endlich}
2. §={A CR| A abzihlbar oder R\ A abzihlbar}
3' S = {(a7 b)’ [a’ b]’ (a7 b]7 [a’ b) | a S b}

1. Das ist keine o-Algebra denn A; = {i} ist endlich fiir allei € N, also A; € S aber J;cn{i} =N ¢
S, da weder N noch R\ N endlich ist.

2. Das ist eine o-Algebra.

(a) O ist abzdhlbar, also ) € S.

(b) Sei A € S. 1. Fall: A ist abzdhlbar. Dann ist R\ (R\ A) = A abzihlbar, also R\ A € S.
2. Fall: R\ A ist abzdhlbar. Dann gilt R\ A € S natiirlich auch.

(c) Sei (A;)ien C S. 1. Fall: Alle A; sind abzéhlbar. Dann ist | J;c A; abzéhlbar.
2. Fall: Es gibt ein k, so dass Ay iiberabzihlbar ist. Dann gilt wegen A; € S dass R\ Ag
abzahlbar ist. Es folgt, dass

R\ (4 C R\ 4y
€N
abzéhlbar ist.
3. Das ist keine o-Algebra, da (1,2) U (3,4) kein Intervall ist.

A2 Sei(A;)ien C P(R) eine abzdhlbare Familie mit | J,, .y An = R und A; N A; = 0 fiir i # j. Zeige: dann

1st
Sz{UA”IEﬂM}

i€l
eine o-Algebra in R.

1. 0e PN = 0eS.

2. A€ S = Esgibt I € P(N) mit A =J;c; A;. Aus den Voraussetzungen an die Familie (A;)ien
folgt R\ A= U;ew s 4i € S.

3. Seien A} = Uielk A; € S, k € N. Dann ist
iEUkele

A3 Seien X = {1,2,3,4} und A = {{1,2},{2,3,4}}. Weiter sei S die kleinste o-Algebra in X, die A
enthilt.

1. Bestimme S. Ist § = P(X)?
2. Entscheide, ob die Funktion f : (X,S) — (R, B(R)) messbar ist, wobei

(i) f(x) = (z—3)%, (i) f(z) =

1. 8 =A{0,{1},{2},{3,4},{1,2},{1,3,4},{2,3,4}, X}

A4 (7 Punkte)
Sei X = (0,1) und A ={(0,1) | n € N\ {0}}. Sei S die kleinste o-Algebra, die A enthilt.

1. Gehort [ﬁ, %) zu §7
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2. Bestimme S.
3. Entscheide, ob die Funktion f: (X,S8) — (R, B(R)) mit f(z) = % messbar ist.
4. Bestimme alle messbaren Funktionen f : (X,S) — (R, B(R)).
L. Ja. [555,7) = (X \ (0, 755)) N (0, 7).
2. Sei A, = n%_l, 1) mit n € N. Dann ist A, € S fiir alle n € N. Damit ist ,c; An € S fiir alle
I CN. Aus A2 folgt, dass {{J,c; Ai | I C N} eine o-Algebra ist. Somit folgt
S:{UA”ICN}.
i€l
(4 Punkte)
Entscheide, ob die Funktion f : (R, B(R)) — (R, B(R)) messbar ist, wobei
1 .. 1 — P i
. sin=, firxz#0 . 2 wennz =2 ¢g>0, p,q teilerfremd
(Z)f(w)Z{ ’ (H)f(ﬂC):{q !
0 sonst 0 sonst

(6 Punkte)
Beweise Lemma 1.3.
Ist denn auch die Vereinigung S; U Sy zweier o-Algebren S; und Sy wieder eine o-Algebra?

1. Sei M := N A.

1.
2.

0 eM,dale A fiir alle A.
Sei A € M. Dann ist A € A fiir alle A. Also ist auch X \ A € A fiir alle A.

3. Sei (Ag)ken C M. Dann ist A, € A fiir alle A und n € N. Damit ergibt sich | J Ay € A fiir alle

A, das heifit | J A € M.

.0eS8Sy,dabd=0NY ist.

Sei A € Sy. Dann ist A= ENY fiir ein E € S. Damit erhalten wirY \ A=Y N (X \ E) € Sy.

3. Seien Ay, As, A3, ... € Sy. Dann ist A, = E, NY fiir geeignete F,, € S. Dann ist

o0 o0 o0
U= E.nY)=Yn ] E,€Sy.
n=0 n=0 n=0

Die Antwort auf die letzte Frage lautet nein. Gegenbeispiel X = {1,2,3}

S = {®’{1}7{2’3}>X}’ S1 = {(D’{1’2}’{3}’X}'

Dann ist {1},{3} € §1 U Sy, aber {1,3} Z S1USs.



