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10. Ubung zur Analysis IV

Aufgaben

A1l (Fourier Transformation)(9 Punkte)
Fiir f € L'(R") sei wieder f = Ff die Fourier Transformierte von f.

Im folgenden seien stets ¢, 1 € C*°(R™) und es existiere ein R > 0 mit ¢(z) = ¢(z) = 0 fiir |z| > R.
Auflerdem schreiben wir ¢~ (z) = ¢(—z).

Beweise die folgenden Eigenschaften
1. ¢ € L'(R™).
z 2 n 2
2. (Ein Eigenvektor) Fiir n(z) = e gilt (&) = (27‘(’)56_%.
. (Umkehrformel) F2¢ = (271)"¢~.

4. (Parseval’sche Formel)
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5. |l L2@ny = (27) 2 [|8l| L2(n), wobei [|llL2@ny = ([ |¢]> dA) 2.

Hinweise: Zu 1.: Verwende Ubung 9 A 5.3.
Zu 2.: Verwende den Satz von Fubini, quadratische Ergdnzung und den Cauchy’schen Integralsatz
Zu 3.: Es gilt eX* %8 ¢(y) ¢ L'(R*™). Das heiBt, man kann den Satz von Fubini nicht ohne weite-

||
res anwenden. Um dieses Problem zu umgehen, fiige den Extrafaktor n(ef) mit n(z) = e~ 2 ein.
Betrachte den Grenziibergang ¢ — 0.

4. und 5. folgen dann relativ einfach aus 3.
A2 (Das Dirac-Maf}) (5 Punkte)
(a) Es sei X eine Menge, z € X und d,: P(X) — [0, 0] die durch

1 falls z € 4;
0(4) = { 0 fallszg A

definierte Funktion. Priife nach, dass d, ein Maf§ auf (X,P(X)) ist.
(b) Gegeben sei eine Menge X und z € X. Zeige, dass

/X fds, = f(z)

fiir jede Funktion f: X — R
(c) Was bedeutet fast iiberall Konvergenz beziiglich des Mafles §,,?



A3 (Mafle mit Dichten) (4 Punkte)
Es sei (22,8, 1) ein Mafiraum und f > 0 eine messbare Funktion auf (€2,S). Dann ist nach Satz 2.6
durch v(A) := (fu)(A4) := [, f du ein MaB auf (2, S) definiert.

Dieses Mafl nennen wir das Mafl mit Dichte f beziiglich u

Beweise: Eine messbare Funktion g auf (2,S) ist genau dann beziiglich v integrierbar, wenn g - f
beziiglich y integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/gdl/:/g-fdu-

Hinweis: Beginne mit charakteristischen Funktionen, dann zeige das Ergebnis fiir Stufenfunktionen
und als néchstes fiir nicht negative Funktionen.

A 4 (Ein Flicheninhalt) (3 Punkte)
Berechne den beschriankten Teil der Ebene, der durch die implizit gegebene Kurve

(2% +y*)? — 2a%zy =0, (a>0 fest)

umschlossen wird.
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