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7. Ubung zur Analysis IV

Aufgaben

A1 (Fast iiberall punktweise Konvergenz) (4 Punkte)
Sei (M, S, 1) ein MaBraum und (f,), eine Cauchyfolge in L'(p). Das heifit, jedes f, : M — R sei
messbar und es gelte

o — Fllig = /M o — Faldp 2% 0,

Zeige, dass (fy,) eine Teilfolge hat, die fast iiberall punktweise gegen eine Grenzfunktion f konvergiert.
Folgere hieraus die Vollstindigkeit von L!(u).

Hinweise: Konstruiere eine Teilfolge (fn;); mit

1

g.

Beweise, dass g := |fn1| + EI;“;1 ‘fnk_,_l - fnk| € LI(N)- Verwende f := fnl + 2130:1(][71;9_,_1 - fnk) als
Kandidaten fiir die Grenzfunktion.

||fnj - fnj+1 HLM <

Anmerkung der Redaktion: Ganz analog beweist man auch die Vollstédndigkeit von LP(u) mit 1 < p <
0o. Identifiziert man zwei Funktionen, die sich héchstens auf einer Nullmenge unterscheiden, so erhilt
man einen vollstdndigen normierten Vektorraum, einen sogenannten Banachraum.

A 2 (Faltung mit Mollifiern) (4 Punkte)
Sei 0 < ¢ : R — R eine C*°-Funktion mit [, #dX =1 und es gebe ein R > 0, so dass $(z) = 0, falls
|z| > R. Fiir ein integrierbares f betrachten wir die Funktion

Fy(f)() = /R bz — 1) f(H) A(dt) = ¢ * £ ().

¢ * f heifit die Faltung von ¢ mit f.

1. Beweise, dass Fy(f) differenzierbar ist.
2. Sei ¢5(t) :== 3¢(%). Sei auBerdem f stetig. Beweise

Fy () (@) 2% f(2)

fir alle x € R.

A3 (Parametrisierung von Koérpern im R?) (3 Punkte)
Finde je eine Parametrisierung fiir die folgenden Kérper im R3.

1. Eine Kugel (in karthesischen Koordinaten)
2. Einen Kegelstumpf (in Zylinderkoordinaten)

3. Einen Wiirfel, mit einer wiirfelformigen Aussparung in der Mitte (in welchen Koordinaten wohl?)

Es ist Dir natiirlich freigestellt, welche Kugel, welchen Kegelstumpf und so weiter Du parametrisierst.



A 4 (Satz von Fubini) (4 Punkte)
Berechne das Integral [ 4 f dA2, wobei. ..

(a) A das Quadrat mit den Eckpunkten (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) ist und
flz,y) = 2® +y° + 227,

(b) A das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (0,7), (m,0) ist und

f(z,y) == zy —3cos(z +vy).

A5 (Berechnung eines Volumens) (3 Punkte)
Berechne das Volumen des von den Flichen
z+y=1, z=0, y=0, z=622+2y> und 2=0

eingeschlossenen Koérpers K.

A 6 (Satz von Fubini) (3 Punkte)
Berechne das Integral [,(2z + y) dA\2(z,y), wobei

A= {(z,y) e R*: 2 + 4> <1 und z,y > 0}.



