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6. Ubung zur Analysis IV
Aufgaben

(3 Punkte)

Bestimme die folgenden Grenzwerte:
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3. limp_00 fol(l + Z) e *du.

(3 Punkte)

Finde eine Folge von Lebesgue-integrierbaren Funktionen f,(z) : [0,1] — [0, 00), die gleichzeitig die
folgenden Eigenschaften erfiillen:

1. Die Folge (fn(z))nen konvergiert punktweise gegen Null.
2. Die Folge von Integralen ( f[o 1 frn(x)d\)pen konvergiert gegen Null.
3. Die Funktionen f,(z) haben keine Lebesgue-integrierbare Majorante.

(3 Punkte)

1. Sei (X,6,u) ein Massraum, g : X — [0,00) messbar und Y 27, [, gr(z)dp < oco. Zeige, dass
Y peq gk (z) fast iiberall auf X konvergiert und dass
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2. Sei {g,}5°, eine Folge aller rationalen Zahlen aus dem Intervall (0,1). Beweise, dass die Reihe

o0 ,
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fiir fast alle z € (0,1) konvergiert.
(3 Punkte)

1. Finde die folgenden Grenzwerte:
(a) lim, 00 fol Vent + n2xdx;

(b) lim, o0 [ | arctan( 2 )dz.

2. Sei f : R — R Lebesgue-integrierbar. Beweise, dass lim,,_, f:2 f(z)dx = 0.

(4 Punkte)

Sei (X, &, u) ein Massraum und (fy, An, gn)nen : X — R drei Folgen Lebesgue-integrierbarer Funk-
tionen, die die folgenden Eigenschaften erfiillen:

1. Fiir alle n und fast alle x € X gilt
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2. Fiir fast alle x € X konvergieren die Folgen

lim fn(‘x) = f(x)a lim hn('x) = h(.’II), lim gn(.’IJ) = g(ZE)

n—0o0 n—0o0 n—o0

punktweise.

3. Seien die Funktionen g, h Lebesgue-integrierbar und

lim / hndu:/ hdp, lim gndu:/ gdpu.

Zeige, dass die Funktion f auch Lebesgue-integrierbar ist und dass

lim/fndu:/ fdu.

Anleitung: Verwende das Lemma von Fatou, um zu zeigen, dass

lim sup/ frndp < / fdp < lim inf/ fndp
n—oo JX X n—oo [y
gilt.
(2 Punkte)
Sei (X, &, p) ein Massraum und (fy,)nen : X — [0, 00) Lebesgue-integrierbare Funktionen, fiir die gilt:

1. Fiir fast alle z € X konvergiert die Folge f,, punktweise gegen eine Lebesgue-integrierbare Funk-
tion f.
2. Bs gilt lim, o0 [y fudp = [ fdp.

Zeige, dass lim, o0 [ | fn — fldu = 0 ist.
Anleitung: Verwende Aufgabe 5.



