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Hausiibung
H13 (Determinante einer Blockmatrix) 5 Punkte

Seien A € K™ B € M™"™ und C € M™*™ Matrizen, und sei M die Blockmatrix M =

(81 g) Zeige, dass det(M) = det(A) det(C) gilt.

H14 (Cramersche Regel) 5 Punkte
Gegeben sei das LGS Az = b mit der invertierbaren Matrix A. Um die Komponente x; des Vektors
x = A~1b mittels Determinanten ausrechnen zu konnen, benutzen wir einen kleinen Trick. Es sei
X; = (e1,...,x,e,) diejenige Matrix, die aus 1,,x, hervorgeht, indem man als i-te Spalte x statt
e; wihlt. A habe die Spalten s1,...,s,.

1) Zeige, dass gllt B,L' = (81, ey Si—1, b, Sid1ly---y Sn) = AX,
ii) Zeige, dass det X; = z;

ili) Zeige nun: z; = %egti".

H15 (Jacobi-Determinante) 7 Punkte
Die Volumenverzerrung einer linearen Abbildung ist iiber die Determinante gegeben. Um dies auf
weitere Funktionen zu verallgemeinern, behilft man sich mit einem mathematischen Klassiker: Man
linearisiert die Abbildung lokal, d.h., man nimmt an, die Abbildung sei in einer hinreichend kleinen
Umgebung durch eine lineare Abbildung zu approximieren. Fiir diese Umgebung 148t sich nun der
Zerrfaktor der Abbildung durch den Zerrfaktor der Linearisierung berechnen. In der Analysis lernt
man, dass diese Linearisierung durch die Jacobimatrix gegeben ist. Sei f: D CR" — FF C R"
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stetig differenzierbar, dann ist (3{? )ij = S die Jacobimatrix. det((%)ij) ist die
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so genannte Jacobideterminante; der Zerrfaktor ist jetzt natiirlich von dem Punkt x abhingig, an

dem die partiellen Ableitungen ausgewertet werden.

i) Bestimme die Jacobimatrix einer linearen Abbildung f: R"™ — R™ im Punkt z.

ii) Bestimme Jacobimatrix und Jacobideterminante der Abbildung
f:10,00[x]0,27[— R2, (r,¢) > (rcos ¢, rsin @)

im Punkt x (Transformation in Polarkoordinaten).

iii) Bestimme Jacobimatrix und Jacobideterminante der Abbildung
f:1]0,00[x]0, 7[x]0, 27[— R?, (r,0, ) — (rcos@,rsinfcos ¢,rsinfsin @).

im Punkt x (Transformation in Kugelkoordinaten).

iv) Im Bronsteins Taschenbuch der Mathematik findet sich folgende Formel:

1 s 27
/ av = / / / 2 sin 0 drdfde
Vv 0 0 0

Deute diese Formel. Was bezeichnet V7?7



H16 (Slater-Determinante) 9 Punkte
Eine Funktion ¥ : R™ — IR nennt man anti-symmetrisch, falls fiir eine Permutation der n Koordi-
nanten ™ € 9, gilt:

U(Zr(1), - s Tr(n)) = signm - V(z1,...,T,),
d.h., unter einer Permutation der Koordinaten verédndert ¥ hochstens das Vorzeichen. Seien nun

v; 0 R — R, i = 1,...,n gegeben. Aus diesen mdchten wir eine anti-symmetrische Funktion
¥ : R"™ — R konstruieren.

i) Sei n = 2. Zeige, dass ¥U(z1,x2) = ﬁ(q{)l (x1)12(x2) — 2(x1)91(x2)) eine anti-symmetrische
Funktion ist.

ii) Mache dir klar, dass die in i) definierte Funktion ¥ sich auch schreiben 148t als:

1 .
U(zy,22) = 7 ; sign 7 - Y1 (2x(1)) V2 (Tr(2))-
TES2
ili) Fiir beliebiges n € N definiert man nun ¥(xy,...,x,) wie folgt:

‘Il(xh...,acn) = % Z Signﬂ'-¢1($W(1))~-~¢n(x7r(n)).

n: € Sy

Zeige, dass U anti-symmetrisch ist. Erinnerung: sign (my7m2) = sign 7y - sign mo.

iv) Zeige, dass gilt:

Yi(x)  Pr(xe) -0 Yi(xn)
1 |Y2(@1)  o(z2) - o)

Diese Funktion wird in der (Vielteilchen-) Physik Slater-Determinante genannt. Dort beschreibt
z; die Freiheitsgrade eines Teilchens, zB. z; € R3 und die Zustands- oder Wellenfunktionen
¥1,...,¥n(x;) bezeichnen die moglichen Zusténde eines Teilchens. W ist die (antisymmetrisierte)
Vielteilchenzustands-oder Wellenfunktion, die aus den Einteilchenzusténden gewonnen wird und ein
System von n ununterscheidbaren Teilchen beschreibt. Teilchen in einem System mit antisymmetri-
scher Vielteichenzustandsfunktion nennt man Fermionen. Typische Fermionen sind die Elektronen.

v) Das Paulische AusschlieBungsprinzip besagt, da§ sich zwei Fermionen nicht in demselben Ein-
teilchenzustand befinden kénnen. Leite dies her.
Hinweis: |¥|? gibt die ” Aufenthaltswahrscheinlichkeit” der Teilchen an.



