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1. Übung

Gruppenübung

G 1 Lineare Abbildung

(a) Ist die Abbildung ϕ : R
2 → R

2 mit ϕ(a1, a2) =

(

a1 − a2

2a1 + 3

)

linear?

(b) Gegeben ist die lineare Abbildung ψ : R
2 → R

2 durch ψ(a1, a2) =

(

a1 + a2

2a1 + 2a2

)

.

Bestimmen und zeichnen Sie Kernψ und Bildψ.

(c) Sei P der Vektorraum aller reellen Polynome, d.h. Funktionen der Form
p(x) = anx

n +an−1x
n−1 + . . .+a1x+a0. Sei f : P → R

2 die Abbildung definiert durch

f(p) = (p(0), p(1)),

wobei p(0) und p(1) die Werte des Polynoms an der Stelle 0 und 1 sind.
Bestimmen Sie den Kern und das Bild dieser Abbildung.

G 2 Unterräume

(a) Mit C2(R) wird der Vektorraum aller zweimal stetig differenzierbaren Funktionen be-
zeichnet. Sei M die Menge aller zweimal stetig differenzierbaren Funktionen f , welche
die folgende Gleichung erfüllen

f ′′ + 2af ′ + bf = 0, a, b ∈ R.

Zeigen Sie, dass M ein Unterraum von C2(R) ist.

(b) Sei nun P wieder der Vektorraum aller reellen Polynome. Wir betrachten die beiden
Mengen

P1 = {p ∈ P : grad(p) ≤ 3},

P2 = {p ∈ P : p(x) = ax2 + bx+ c, a 6= 0, a, b, c ∈ R}.

Sind P1 und P2 Unterräume von P?

G 3 Spatprodukt

(a) Berechnen Sie das Volumen der von den 3 folgenden Vektoren gebildeten Pyramide

~a = ~e1 + ~e2 + ~e3 ~b = ~e1 − ~e2 ~c = ~e1 + ~e2 − 2~e3.

Hinweis: Wie verhalten sich die Vektoren ~a,~b,~c zueinander? Das Volumen einer Py-
ramide berechnet sich gemäß V = 1

3
Gh (G ist die Grundfläche, h ist die Höhe).



(b) Wie hängt das von den folgenden 3 Vektoren aufgespannte Spatvolumen von x ∈ R ab?
Warum?

~a =
~e1 − ~e2

2
, ~b = −~e1 + ~e2 − ~e3, ~c = 2~e2 − x~e3

Hausübung

H1 Lineare Abbildung
Sei Φ : R

2 → R
3 gegeben durch

Φ(x, y) =





y

x

3x− y



 .

Bestimmen Sie den Kern und das Bild der Abbildung Φ. Ist Φ injektiv und/oder surjektiv?

H2 Untervektorraum
Durch die Vektoren

~a =









1
−1
−1
3









, ~b =









1
4
1
5









, ~c =









2
0
2
1









, ~d =









2
−5
0
−1









wird im Raum R
4 der Unterraum U =< ~a,~b,~c, ~d > aufgespannt. Geben Sie die Dimension

dieses Unterraumes und eine Basis an.

H3 Untervektorraum
Gegeben seien die folgenden Mengen in R

3:

A =
{

~a ∈ R
3 : ~a = r ·





1
2
1



 , r ∈ R

}

Bα =
{

~b ∈ R
3 : ~b = r ·





0
2
−2



 + s ·





α

−1
1



 , r, s ∈ R

}

, α ∈ R fest.

(i) Zeigen Sie, daß A ein Untervektorraum von R
3 ist.

(ii) Welche Dimension kann Bα maximal besitzen? Für welche α ∈ R gilt dimBα = 0 bzw.
dimBα = 1?

In unregelmäßigen Abständen werden wir zusätzlich zu den Hausübungen Auf-
gaben zur Selbstkontrolle veröffentlichen. Diese sollten Sie ohne Hilfsmittel (d.h.
auch ohne Taschenrechner!) und innerhalb kürzester Zeit lösen können. Die Auf-
gaben sollen NICHT abgegeben werden.

• Skizzieren Sie: e−x, cos x

• Bestimmen Sie: lim
n→∞

(

1 + 1

n

)n
, sinπ, d

dx
lnx

• Konvergieren die folgenden Reihen? Wenn ja, geben Sie den Grenzwert an.

∞
∑

n=1

1

n
,

∞
∑

n=0

xn

n!
, x ∈ R


