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Hausiibung

H 28

H29

Die Symmetrie hat fiir numerische Verfahren eine grofe Bedeutung. Ahnlich zu den Qua-
draturen bringt die Symmetrie auch in den Differenzenquotienten jeweils eine Ordnung
mehr. Bei einem nichtédquidistanten Gitter geht die Symmetrie verloren. Zeigen Sie, dass

hiviti—r — (hi + hig1)u; + it
hi hiza (hi + hit1) ’

ul & 2 hi =i — i
nur noch eine Approximation erster Ordnung darstellt.

Taylorentwicklung der beiden Terme w;; fiihrt auf

h? h?
uim1 = u; — hjug + Eluél - é“;" + O(hf)
h? h3
UZ’_|_1 — Ui + hi_}_lu; + Z2+1 u;l + Z6+1 /U/;'” + O(h:l+1)

Setzt man diese beiden Entwicklungen in den Term auf der rechten Seite ein, so erhélt
man:
2 " hzz + hi+1
u; hi hjp1————
hihivi (hi +higt) |0 i 2

h2,, — h?
+ ' h; hi+l% * (’)(max{hi,hi+1}5)]

hit1—h

= u; + 3 ! + O(max{hi’h”l}Q)

Es bleibt also ein Term erster Ordnung iibrig. Fiir ein dquidistantes Gitter gilt h; = h; 11
und damit wiirde der Term erster Ordnung wegfallen. Es entsteht der bekannte zentrale
Differenzenquotient zweiter Ordnung.

Gegeben sei die Randwertaufgabe
v'—(1+2¥)yy = 1, z€[0,1] mit
y(0) - 3¥'(0) = 0,
y'(1) = 1.

Diskretisieren Sie das RWP mit dem Differenzenverfahren 2. Ordnung auf einem Gitter
mit h = % Stellen Sie die Gleichungen explizit auf und eliminieren Sie die fiktiven Knoten.

Hinweis: Fiktive Knoten werden verwendet, um die Ableitungen am Rand von 2. Ordnung
ZUu approximieren.

Bei dem Differenzenverfahren 2. Ordnung werden die Differenzenquotienten

1
y'(z;) = ﬁ(yi—f—l —2y; + i) + O(h?)
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und )
y'(z;) = ﬁ(yi—f—l — yi1) + O(h?)
verwendet. Die Knoten des Gitters fiir h = % liegen bei

1 2
zo = 0, $1=§, x2:§ und z3 = 1.
Um die Randableitungen von zweiter Ordnung zu approximieren, werden zusétzlich die
fiktiven Knoten

1 4
T = —3 und x4 = -
benétigt. Aus der Randbedingung und der Randableitung fiir x = 0 ergibt sich die
Gleichung
3 4
Yo — Z(yl —y-1)=0 = yi=y - 3Yo-

Durch die Diskretisierung der DGL erhalten wir
9y —2y0 +y-1) — 53 —

Y-1)Yo — =
Ny2 — 2u1 + o) — —(y2 Yo)yn —1 =
Y1)

o o o

Nys — 22+ y1) — —(y3

Nys —2y3s +y2) —3(ya—y2)ys —1 = 0.
Aus der Randableitung und der Randbedingung in x = 1 ergibt sich
3 2
(=) —1=0 = ys=-+y.
2 3
Aus diesem System von sechs Gleichungen fiir sechs Unbekannte kann man durch Elimi-
nation von y_1 und y, ein System mit vier Gleichungen und vier Unbekannten machen:

18y1 — 30y —2y5 —1 = 0,

Ya2 — =

I

9ys — 18y1 + Yo — Yt + 2yoyr —1 = 0
9ys — 18y2 + 91 — Lyse + 2y —1 = 0,
—182/3 + 18:1/2 — 2y3 +5 =0

Hinweis:
Bei dieser Differentialgleichung wire es sinnvoller gewesen, y(z;)y'(z;) = 1 (y(z;)?)" durch

1 1 9 9
2 2h( Y(Tip1)” — y(zio1)®)

zu approximieren, da die obige Diskretisierung zu unphysikalischen Ergebnissen fiihrt.
Der mathematische Grund hierfiir ist, dass die Jacobimatrix der obigen Diskretisierung
keine sinnvollen Matrix-Eigenschaften aufweist. Die Jacobimatrix, die sich aus der hier
im Hinweis vorgeschlagenen Diskretisierung ergibt, ist fiir kleines h eine M-Matrix. Siehe
hierzu Kapitel 7 zum Thema Matrixeigenschaften.
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H 30 Gegeben sei die Randwertaufgabe in selbstadjungierter Form
—(1+2%)y) +y=0, 2 €[0,1] mit y(0)=y(1)=1.

a) Diskretisieren Sie das RWP nach der symmetrischen Diskretisierung fiir selbstadjun-
gierte Probleme mit der Schrittweite h = i.

b) Differenzieren Sie die selbstadjungierte Gleichung aus und diskretisieren Sie das RWP
nach der Standardmethode mit der Schrittweite b = ;.

a) Bei der symm. Diskretisierung fiir selbstadjungierte Probleme wird —((1 + z?)y")" in
zweil Schritten symmetrisch approximiert. Das Resultat ist

1 h h
i (0 @ DA =0 = (14 (5 ) ) =0
miti=1,2,3 und yo =ys = 1.
Bendtigt werden die Zahlenwerte
1+4(z;£2)?

h
T Tt W2

0.25 0.125 16.25
0.5 0375 18.25
0.75 0.625 22.25
0.875 28.25

Sortiert man in den einzelnen Gleichungen nach y; und bringt die Randwerte auf
die rechte Seite, so ergibt sich das lineare Gleichungssystem

35.5 —18.25 0 n 16.25
~18.25 415 —22.25 Yo | = 0
0 —22.25 515 Ys 28.25

b) Nach dem Ausdifferenzieren lautet die DGL
—(1+2*)y" — 22y +y = 0.

Die erste und zweite Ableitung werden durch die jeweiligen zentralen Differenzen-
quotienten approximiert und es ergibt sich

1+ a? 2z;
T “ (Yir1 — 2yi + Yio1) — 2—}: (Yir1 — ¥iz1) + 4 =0

mit 1 =1,2,3 und yy = y4 = 1. Bendtigt werden nun die Zahlenwerte

4+(z)?

Zs h? h
0.25 17 1
0.5 20 2
0.75 25 3
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Sortiert man in den einzelnen Gleichungen wieder nach y; und bringt die Randwerte
auf die rechte Seite, so ergibt sich jetzt das lineare Gleichungssystem

35 —18 0 n 16
18 41 -22 yw | = 0
0 —22 51 Ys 28



