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Es sei das Gebiet
D={(z,9):0<z<1,0<y<1-2%}

gegeben. Wieviele Knoten werden mindestens benétigt, um das Integral

LMawa%w

zu einem allgemeinen Polynom vom Grad 5

5—1

5
p(x,y) =D Y aya'y’

i=0 j=

iiber dem Gebiet D durch iterierte Anwendung der Gau-Quadratur exakt zu berechnen?

Die Aufteilung in ein Doppelintegral ergibt

/Dp(xay) d(z,y) = /01 (/Ol_xzp(a:,y) dy) dx.

Das innere Integral ist ein Integral iiber ein Polynom vom Grad 5 in y. Damit sind in
y-Richtung 3 Knoten (n = 2) nétig um das Integral exakt zu bestimmen. Durch diese
exakte Integration ist der Integrand P(zx) des dufleren Integrals

/01 P(z)dz

ein Polynom 12. Grades in z, da bei der inneren Integration 1 — z? als Integralrand in
ein Polynom vom Grad 6 eingesetzt wird.

Ein Polynom 12. Grades benétigt 7 Knoten (n = 6), um mit Gaufl exakt integriert zu
werden, (Ordnung: 2n + 2, Polynome vom Grad 13 werden auch exakt integriert, aber
weniger Knoten reichen nicht). Somit brauchen wir 7 Knoten in z-Richtung fiir jedes y.
Das gibt eine insgesamte Knotenanzahl von 3 -7 = 21.

Berechnung einer Nicht-Standard-Quadratur-Formel zu einem gewichteten Integral:
Berechnen Sie A, B, C' so, dass die folgende Quadraturformel das gewichtete Integral

[ Vot@) da = A1)+ B () + C1(0)

exakt berechnet fiir f € Il,.
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Damit die Quadraturformel von der Ordnung mindestens 3 ist, muss sie fiir alle Polynome
vom Grad hochstens 2 exakt sein. Da die Polynome py(z) = 1, p1(z) = x und py(z) = 2*
eine Basis von Ily bilden, ist es ausreichend, die Exaktheit nur fiir diese Polynome zu

zeigen:
1

[Vz-1dz

0

win

A+ B + C

1
[Ve-xdz = %2 = 0 + 3B + C,
0
1
[Vz-a?dz = 2 = 0 + B + C.
0
Als Loésung des Systems erhélt manA:%:0.0fSSl,B:%:OAS?l undC::f—s:

0.1714 und damit

t/vgﬂ@c&=j%§f®%+mfé)+6ﬂD}

/Ol/olﬂx,y) dz dy

durch eine 2-dimensionale Trapezregel. Dazu lege man ein Gitter durch das Gebiet mit
n Maschen in jeder Richtung und approximiere

Tit1  [Yj4+1
/ / f(z,y) de dy
Zg Yj

durch die Auswertungen an den Eckpunkten. Wie sieht die allgemeine n-dimensionale
Trapezregel fiir achsenparallele Rechteckgebiete aus?

Man berechne

Man teste das Verfahren mit der 2-dimensionalen Normalverteilung

1 o4

fl@y) = o

Dazu hole man sich die Dateien Trapez2DVorl.m und Normalxy.m.

Losung: Mit h=1/n, z; =ih, i =0,...,n,y; =jh, j=0,...,n gilt

Tit1 Y41
/ / fz,y) dz =~
Zq Yj

Pt) + @i ) 2 o vie) 4 1@t ) gy, — )

@i, y) + f(@ivn, y5) + F(@i, Y1) + f (@1, Yy B2
4
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n—1n—1
S DI DRI
=1 j=1
n—1 n—1
L F0.0+/(0,1)+ f(1,0)+ f(1,1)
4
Allgemein zerlege man den n-dimensionalen Quader
Q = [xminy, xmaz] X [Tming, xmaxs] X -+ - X [xming,, xmaz,]

durch x;; = xmin; + j(xmaz; — xmin;)/n;, i=1,...,n, j =0,...,n;. Die Gewichte der
Funktionswerte an den Gitterpunkten durchlaufen dann die 2er-Potenzen 2°,27, ... 27"

je nachdem ob es innere Gitterpunkte, innere Punkte einer Randhyperfliche usw. oder
Eckpunkte sind. Anschliefend ist die Summe der gewichteten Funktionswerte noch mit
[L;(zmax; — xmin;) zu multiplizieren.

TohoTotoTo oo ToTo o oo To 1o 1o o oo To o 1o o o ToTo 1o o o ToTo o o o To 1o o o To T Jo oo To 1o Jo o o To 7o o o To T o o o To 1o o o To Fo
% 2-dimensionale Trapezregel

b

% Integrationsgebiet Rechteck im R"2

b

close all

clear all

n=600;

xmin=0;xmax=1;ymin=0;ymax=1; % Rechteckgrenzen
hx=(xmax-xmin) /n;

hy=(ymax-ymin) /n;

xi=[xmin:hx:xmax] ;

yj=[ymin:hy:ymax];

[X,Y]=meshgrid(xi,yj);

F=Normalxy(X,Y);

Integral=sum(sum(F(2:n,2:n),1),2); % Alle inneren Punkte mit Gewicht 1

Integral=Integral+1/2*(sum(F(1,2:n),2)+sum(F(n+1,2:n),2)...
+sum(F(2:n,1) ,1)+sum(F(2:n,n+1) ,1));

Integral=Integral+1/4*(F(1,1)+F(1<n+1)+F(n+1,1)+F(n+1,n+1));

Integral=Integralx*hxx*hy;

fprintf (°%s%30.16f \n’,’ Integralwert: ’,Integral)
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function f = Normalxy(x,y)

h

% 2-dim Normalverteilung

% mit Mittelwerten O Streuung 1 und Korrelationskoeffizient O
h

£=1/(2%pi)*xexp(-1/2%(x.*x+y.*y)) ;



